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اگر همان‌طور که معمولا" می‌گویند. ریاضیات مادر dap‏ علم‌هاست» Lady‏ به زبان و ابزاری برای 
گفتگی انتقال اطلاعات و نهیة خوراک و آذوقه لازم برای خود. فرزندان و مهمانانش نیاز دارد. 

مجموعه» رابطه وتابع از مفاهیم و ابزارهای بنیادی رباضبات به شمار 
می آیند. نقریبا در هر کتابی در حوزه ریاضبات اين مفاهیم به نحوی مستقيم و 
غبرمسنقیم مطرح می‌شوند و به کار می‌روند. بدون این ابزارنه تنها نمی‌توانیم 
کاری در ریاضیات انجام دهیم؛ بلکه حتی نمی‌توانیم بگوییم 59 Ob‏ چه چیزی صحبت می‌کنیم. 


مبانی ریاضیات این ابزار را فراهم می آورد. 


با وجود ترجمهٌ چند CLS‏ خوب مبانی ریاضبات. چون OLS‏ اساتبد با تجربه آموزش 
ریاضیات اپان استبوارت و دیوید تال ( مىانی ریاضیات؛ ترجمه محمد مهدی ابراهیمی؛ یکی 
کاربردهای ا (تالیف لن و لین؛ رمه عمك رسولیان از انتشارات ee‏ کت دای 
هیچ‌یک از این کتاب‌ها نتوانستند مرجع کاملی برای دانشجویان درس مبانی ریاضیات با توجه 
به سرفصل تعیین شده برای آن باشند. ازاین رو بر آن شدیم کتابی بر مبنای تجربیاتمان و بر 
اساس سطح و نیازهای دانشجویان ریاضی ایران و با توجه به سرفصل مصوب درس مبانی 
ریاضیات به رشته نکارش درآوریم. 


مخ iw‏ ۱ 
درس دو ساعته تهبه شده است. متن اصلی به نحوی خلاصه است. در واقع. صحبت‌های 
حاشبه‌ای برای ایجاد انگیزة ath‏ مفاهیم را به عهده glad‏ به سلیقه تدریستان واگذار کرده‌ایم. 
حل مسئله‌ها و اثبات قضبه‌ها را در قسمت دوم OLS‏ آورده‌ايم تا با نوجه به زمان و سطح 


1 مبانی ریاضیات 


دانشجویان کلاس» هر قسمتی را که صلاح می‌دانید به Sage‏ دانشجویان بگذارید. 

پس از حل و تایپ همه تمرین‌ها تصمیم گرفتیم حل برخی از تمرین‌های مشابه را حذف 
کنیم تا دانشجویان بهتر بتوانند آموخته‌های خود را بیازمایند. تمرین‌های حل شده را در 
قسمت سوم کتاب آورده‌ایم. 

به هر حال. ضمن پوزش از آوردن حل تمرین‌ها. اميدواريم دانشجویان به سفارش‌های 
استادان خود عمل کنند و قبل از تلاش کافی برای حل هر تمرین؛ به راه حل ارائه شده رجوع 

از شما می‌خواهیم بر ما منت بگذارید و عیب‌های OLS‏ نظرها و پیشنهادهای اصلاحی 
خود را به اطلاع ما برسانید تا در چاپ‌های بعدی مورد استفاده قرار دهیم. 


ریاضیات مبحث آسانی نیست؛ کما AS al‏ هیچ مبحث با ارزشی آسان نیست. ریاضیات 
بخشی از فرهنگ ماست و هیچ کسی نمی‌تواند خود را حقیقتا فرهیخته بداند بدون AS opal‏ 
تصویری از ریاضیات داشته باشد. 

دست‌هایتان را به ما بدهید تا شما را به دنیای زیبای ریاضیات ببریم 


روشن است که تنها راه آموختن ریاضیات. تمرین و ممارست در آن است. از این رو در 
قسمت اول کتاب اثبات قضیه‌ها و حل مسئله‌ها را به Sage‏ شما گذاشته‌ايم تا به کمک استاد 
خود در کلاس درس pleas!‏ دهید. حل مسئله‌ها و اقات قضیه‌ها در قسمت دوم کتاب آورده 
شده‌اند. بخش‌هایی از اثبات هر قضیه را که به صورت نقطه چین است به عهده شما 
گذاشته‌ايم تا تمام لذت تفکر را از شما نگرفته باشیم. 

همچنین؛ گرچه حل کامل بسیاری از تمرین‌ها را در قسمت سوم کتاب آورده‌ایم؛ ولی از 
شما انتظار داریم به توانایی‌های خود کم اهمیت ندهید و تصور نکنید که به تنهایی قادر به حل 
آن‌ها نیستید. آغاز هر کاری دشوار است» ولی در سای پشتکار و امید. هر کار دشوار آسان 
می‌شود. از این که نتوانید مسئله‌ای را در همان تلاش اول حل کنید نومید نشوید و بیش‌تر 
تلاش کنید. به هر حال تلاش برای حل یک مسئله خواه به حل کامل آن منجر شود یا نشود؛ 
قسمت مهمی از روند یادگیری است و بسیار مفیدتر از دیدن حل چندین تمرین است. 

تعدادی سوال چهار گزینه‌ای نیز (با ترتیب مطالب کتاب) بدون ارائه پاسخ آن‌ها برای 
ممارست بیش‌تر آورده شده است. 

در فهرست مطالب. مقابل هر فصل, به ترتیب (از راست به چپ) شماره صفحه شروع 
متن اصلی» حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌ها و حل تمرین‌های آن فصل آورده شده است. 

در پایان؛ از خانم ILL‏ محمودی که کار پر زحمت تایپ دستنویس را با حوصله و به خوبی 
انجام دادند» از مسولین و دست‌اندرکاران انتشارات ققنوس که زحمت ویرایش و چاپ این 


۲ ۳ گفتار 


کتاب را پدیرفتند؛ سپاسگزاری می‌کنیم. 
از خوانندگان به ویژه استادان محترم و دانشجوپان عزیز تقاضا داریم نظرها و پیشنهادهای 
خود را برای ما ارسال دارند تا در چاپ‌های بعدی مورد استفاده قرار گیرد. پیشاپیش از توجه 


فاا زیم 


محمد مهدی ابراهیمی 
۱ مزگان محمودی 
اعضای هبات علمی گروه ریاضی دانشگاه شهید بهشتی 
تابستان ۱۳۷۸ 
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فهرست مطالب 
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فصل ۲ جبر مجموعه‌ها 
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حساب اعداد اصلی 

اصل انتخاب 

عمل « تایی 

دفاو ماتا چ 
همریختی و یکریختی 

حلقه مرتب 

dials‏ صحیح مرتب 

هیأت مرتب کامل 

استقرای ریاضی 

دستگاه اصل موضوعی اعداد طبیعی 
حساب در مجموعه‌های پئانو 
ساختن اعداد صحبح 
اتن اعدا Rae‏ 


ساختن اعداد حقیقی (روش آنالیزی) 
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سوال‌های چهار گزینه‌ای 


پیوست 


مراجع 


Zales‏ انکلیتی: یه قاری 


فهرست راهنما 


فصل ۱ 


مجموعه 


۱ توصبف 
مجموعه «دسته‌ای» از اشیای مشخص و دو به دو متمایزاست. هر یک ازاین اشیاء را عضو 


۱ نمادگذاری 
مجموعه‌ها را معمولا با حروف بزرگ لاتین و عضوها را با حروف SoS‏ نمایش می‌دهیم. 


۱ مسئله 
ھار افیا کال نید desea lysis‏ اف ولن دای کر مجموعه AEBS‏ 
هن درستی مثال‌های خود دلیل بیاورید. 


۱ تعریف 
مجموعهٌ تهی. مجموعه‌ای است که هیچ عضوی ندارد. این مجموعه را با نماد 0 نمایش 


Sime ۱ 
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۱ منال 

برحی مجموعه‌های اعدا ار تنل 
N‏ مجموعه اعداد طبیعی: ۱ ,۲ ,۳ ,۰.۰ 
,2 مجموعه اعداد صحبح: ره >u,‏ 
ane‏ اداد معا 


۱ تمادگذاری 
اگر شیء » عضو مجموعه A‏ باشد می‌نوبسیم ۸ € » و می‌خوانیم ay‏ متعلق به A‏ است» پا هر 
عبارت دیگری که به این معنی باشد. اگر » متعلق به ۸ نباشد» می‌نوبسیم aga‏ 

روش‌های متداول نمایش مجموعه‌ها عبارتند از: 


در این روش عضوهای مجموعه را درون آکولاد می‌نویسیم. مثلا. 
Je VT}‏ دانشگاه شود وش ABA ASN,‏ 


نمایش ele eee‏ است کهتعضو‌های. آن آغداد ۰۷۲,۸۲ ۱۳-۷۲ و dag isl‏ بهشتی و 


۹.۱ اد آوری 


ترتیب نوشتن اعضا در آکولاد مهم نیست. همچنین با توجه به تعریف ۰۱.۱ تکرار عضو در 


۱ نمایش توصیفی یا شرطی ۱ 
S|‏ عضوهای مجموعه ۸ با یک یا چند شرط WIS‏ مشخص شوند. می‌نویسیم: 
[ شرط با شرط‌هایی درباره 2 : 2) = ۸ 
و می‌خوانيم «مجموعه همه ± هایی که در شرط یا شرط‌های داده شده صدق می‌کنند.» Mee‏ 
(2 دانشجو است : A = {x‏ 
۱ نمایش با نمادهای ریاضی 


گاهی در نمایش توصیفی مجموعه شرط با شرط‌هایی دربارة 2 را می‌نوان با نمادهای ریاضی 
تیان "Wie BS‏ 


۸ < 12 : 2 6,۵ < \oo} 
Gal ٥و ی کک‎ shel نجمغ‎ ole 


Ji. VY. 
N = {x: عدد طبیعی است‎ 2} 
Z = ۵:2 ع 2-پا ۸ ع میاه‎ ( 
Q = {2:mn€ZnF °} 
C = {z:z=a+bi, a,b ER, i=V-\} 
Alime \Y.\ 


سعی کنبد مجموعه‌هایی را که در مسئله ۳۰۱ مثال زدید به روش‌های بالا نمایش دهید. 


۰۱ مسئله 
LT‏ مجموعه‌های مثال ۱۲۰۱ را می‌توان به روش تفصیلی ۸.۱ نمایش داد؟ (The)‏ 
LT‏ نمایش تفصیلی برای مجموعه داده شده در ۱۱.۱ مناسب است؟ (جرا؟) 


۱ تعریف 
مجموعه‌های ۸ و 7 را مساوی گوییم اگر هر عضو A‏ عضوی از 8 و هر عضو B‏ عضوی از ۸ 
باشد. دراین صورت می‌نویسیم 3 = ۸؛ در غیراین صورت می‌نویسیم 8 AF‏ 


۱ مسکئله 
در جه شرایطی AFB‏ در هر مورد مثالی بباورید. 


۱ مسئله 
مجموعهٌ [۱-,۱) = ۸ با کدام یک از مجموعه‌های زیر مساوی است؟ برای پاسخ خود دلیل 
بیاورید. 

BSE Va YY اأ(‎ 

ب) }\ > > ۲-:2 6 12 < 0 

پ) ([ه < ۱ + 2۲ : ,۲ ع 12 < ] 

BE={reN:2c'—-\=0} ت)‎ 

Pef{es=\s <9 < ۱۵ = \S6) Ce 

G= {r E€E2: (r — ¥)(zT — ۱) = °} چ‎ 

H = {r €2: (Tz - ۱()۲۵۲ - ۲( =°} د)‎ 
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۱ تعریف 
اگر هر عضو B degre‏ عضو مجموعه A‏ باشد. می‌گوبیم که زیرمجموعهٌ ۸ است. دراین 
صورت می‌نویسیم ۸ 8؛ در غیر این صورت نماد گداری ۸ 2 8 را به کار می‌بریم. 


۰۱ مسئله 
در چه صورتی Sle BZA‏ ارائه دهید. 


۰۱ مسئله 
A # 8 SILT‏ می‌توانيم بگوییم که حداقل یکی از دو حالت ‏ 2 ۸ يا ۸ ۶ 9 رخ می‌دهد؟ 
برای پاسخ‌های خود دلیل بیاورید. 


SELVA 
را می‌توانیم به صورت تصویری زیر نمايش دهیم.‎ BCA رابطه‎ 


© 


به این نمودار و نمودارهای مشابه» نمودار ون می گویند. 


۰۱ قضیه 

فرض aS‏ ۰4 9 و ٤‏ محموعه‌اند. در cpl‏ صورت؛ 
ACA (aM‏ 
ب) ۸ € 0 
ب)اگر B8‏ ۸ و 0 > 9 آن گاه ACC‏ 
Ble‏ = ۸ اگر و تنهااگر BCA ACB‏ 


۰۱ تعریف 
BCA SI‏ ولی BEA‏ می‌گوييم 8 زیرمجموعه سره ( حقیفی؛ محض؛ اکید با واقعی) ۸ 
ات اگر بخواهیم بر سره بودن زیرمجموعه 8B‏ از ۸ tau ast‏ می‌نوبسیم BCAUBCA‏ 


۱۵ 


Aline YY.) 
یا ۸ 8 رخ دهد؟ پاسخ‎ 4 C 8 آیا اگر 8 ۸ می‌توانيم بگوییم که باید یکی از دو حالت‎ 
کوجک‌تری» > در اعداد مقایسه کنید.‎ dal, خود را با‎ 


۱ تد گر 

با توجه به تعریف ۱.۱ مجموعه» می‌بینیم که هر شیء مشخص می‌تواند عضو یک مجموعه 
باشد. پس یک مجموعه نیز می‌تواند عضو مجموعه‌ای:باشد. {2,y}} Mee‏ ر۵,(ه)) سا 
{a}}‏ ,0) = 8 نیز مجموعه‌اند. روشن است که (2؛ ۵ و {x,y}‏ عضوهای 4 و 0ء {a}‏ 
عضوهای 8 هستند. 


۱ تعریف 
اگر هر عضو مجموعٌ ۸ خود یک مجموعه باشد» ۸ را مجموعه‌ای از مجموعه‌ها می‌گوييم. 


alin YY.) 
مجموعه است. درستی پا نادرستی عبارت (0) ± 0 را بررسی کنید.‎ A فرض کنید‎ 


۱ مسئله 
مجموعه‌ای سه‌عضوی چون A‏ بنویسید که هر عضو آن زیرمجموعه 4 نیز باشد! (تلاش کافی 
به خرج دهید). 


۱ تعربف 
مجموعه همه زیرمجموعه‌های ۸ را مجموعه توانی A‏ می‌گوييم و آن را با نماد P(A)‏ نمایش 
می oe‏ ین 


P(A) = {X:X CA} 


۱١‏ مسکله 
فرض کنید .A = {a}‏ مجموعه‌های P(A)‏ و P(P(A))‏ را مشخص کنید. 


۰۱ مسئله 
مجموعه‌های P(Ay) «P(A,)‏ و P(Ay)‏ حند عضو دارند؟ 


۳۹ مبانی ریاضیات 


۱ مسئله (بارادوکس راسل) 
اک فرض R GES‏ «مجموعه» همه مجموعه‌هایی باشد که به خودشان تعلق ندارند LT‏ 
TRER‏ 


تمرین ۱ 


1( از دسته‌های زیر کدام‌ها مجموعه هستند؟ برای پاسخ خود دلبل بیاورید. 
تمه تا او تایاوهای مور رف اساد SINS‏ 
ب) شهرهای استان گلستان. 
پ) شهرهای خوب استان مازندران. 
ت) شهرهای پر جمعیت ایران. 
ث) شهرهای بیش از دو میلیون نفر جمعیت ایران. 
ج) شهرهای بیش از صد میلیون نفر جمعیت ایران. 
ج) شهرهای بیش از صد نفر جمعیت ایران. 
ح) خطهای یک صفحه مفروض. 
خ) نقطه‌های یک صفحه مفروض. 
د) سه aS‏ مداد کیف و کفش. 
رای اند کات 
ر) تمرین‌های اسان این کتاب. 
۲) مجموعه‌های زیر را به روش توصیفی نمایش دهید. 
الف) مجموعه حروف الفبای فارسی . 
ب) مجموعه چهار ضلعی‌های یک صفحه مفروض. 
پ) مجموعه مثلث‌های قائم‌الزاویه یک صفحه مفروض. 
ت)  )۱۰,۱۲,۱۴,۰۰۰,۱۰۰(‏ ۸ 
۳ در صورت امکان» مجموعه‌های زیر را به صورت تفصیلی نمایش دهید: 
الف) }2 حرفی از پنج حرف اول حروف الفبای فارسی است : 2) A=‏ 
ب) ( نام شهری از شهرهای اران است {as‏ = 8 


پ) (۰ مفسوم‌علیه ۵ است : N‏ € 2) = € 
ت( YF}‏ > > 2:۱ ع 12 < ر] 
(û‏ (۷ #۶ ۰ : ۷ ع 12 < ] 
۴ هریک از مجموعه‌های زير را حداقل به دو صورت با نمادهای ریاضی توصیف کنید: 
(oll‏ (۱-,۲۱ < ۸ 
@ ۴,۱۰۰ ,1۲ - 9 
پ) }--,0,10,10{ = C‏ 
DSO Yj Ag tb CS‏ 
0( از مجموعه‌های تمرین ۴ کدام‌ها «متناهی» (با تعداد عضو متناهی) و کدام‌ها 
نامتناهی‌اند؟ 
7) از مجموعه‌های زیر کدام‌ها متناهی و کدام‌ها نامتناهی‌اند؟ 
الف) مجموعهٌ اعداد طبیعی فرد. 
ب) مجموعه اعداد اول زوج. 
پ) مجموعه دانشجویان سال اول جهان. 
نش اد Ghats) sagen‏ یران: 
ث) مجموعه دانشجویان جهان. 
ج) مجموعهٌ اعداد صحیح کوچک‌تر از Noo‏ 
۷ فرض کنید } € ۱,۰ +۲۵ + ۵۲ = 2 : 2) A=‏ کدام یک ازاحکام زیر درست 
است ؟ 


۱۰۰ ع‎ A. c€A, -۱ ع‎ ۸ ۰ NEA 


(A‏ درستی یا نادرستی احکام زیر را تحقبق کنبد: 
الف) ((2.۷) x  ))2(,‏ 
ب) ((ع) ,(ه)) {e} C‏ 
پ) (۲,۵ ,1۱ > }1,2,۲{ 
ت( {a,b} C {b,a}‏ 
ث) {z} € iz}‏ 


۱۸ مبانی ریاضیات 
ج( }0{ = 0 
Be 10) Ce‏ 
Ce‏ 69 (0] 
Ce.‏ }0{ ,0{ ,}0{ ,0{ € }}0{ ,0{ 
4( درستی یا نادرستی احکام زیر را تحقیق کنبد: 
الف) اگر ۸ ع ت و 8 ع ۸ آن‌گاه 8 € 2. 
ب) SI‏ 8 € ۸ و 0 ع 3 آن‌گاه AEC‏ 
ب) اگر 8 € ۸ و 0 > 3 آن‌گاه 0 2 ۸. 
ت) اگر 8 ۶ ۸و0 2 ظ آن‌گاه 0 2 ۸. 
ث) اگر ۸ € ت«و ALB‏ آن‌گاه 8 ¢ «. 
ج SI‏ 8 > ۸ و 8 € .T ¢ A Cole‏ 
10( نشان دهید [[4 ,) {{a}, ),0[[ = {{c},‏ اگر و تنهااگر » = ه و 4 = ن. 


P(A) C P(B) کنبد اگر ۶ > 4 آن‌گاه‎ col ۱ 


الف) P(O)‏ 
ب) P(P(B))‏ 
1۳( فص CSE MEEBO TTA FES‏ مجموعه‌های P(B)« P(A)‏ 
(VF‏ فرض کنید [” ,۲,۰۰۰ ,۲۱ = 4 و ۸" > om‏ نشان دهید تعداد زیرمجموعه‌های "۳ 
عضوی A‏ عبارت است از نج = ).0 
10( فرض aS‏ (۲,۰۰۰,۰ ,۱) = ۸. نشان دهید که P(A)‏ دارای ۲۰ عضو است. 
ree ee‏ ره ee ms‏ ون 


۷ اگر تعداد زبرمجموعه‌های یک مجموعه ۲+۱ عضوی ۳۲ باشد. نعداد 
زیرمجموعه‌های یک مجموعه ۳ + ۸ عضوی چند است؟ 


۱۹ 


۰ وعه 


14( اگر P(P(A))‏ دارای VV‏ عضو adh‏ ۸ جند عضو دارد؟ 


(Yo‏ دو مجموعه ۸ و 8 روی هم ۱۵ عضو دارند. اگر تعداد زیرمجموعه‌های A‏ هشت برابر 


۱ تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعه ۱ +۲۶ عضوی ۲۲ برابر تعداد زیرمجموعه‌های 
یک مجموعه k‏ عضوی است. عدد |b‏ بیابید. 


۲) اگر تعداد عضوهای مجموعه ۸ را ۳ عضو افزايش دهیم. تعداد زبرمجموعه‌های آن 
۲ واحد افزایش می‌یابد. A‏ جند عضو و جند زیرمجموعه دارد؟ 


دارد؟ 


(YF‏ اگر فرض کنیم A‏ «مجموعة» همه مجموعه‌هایی باشد که با کمتر از جهل کلمه توصیف 
(YO‏ فرض کنید آرایشگر × فقط صورت کسانی را اصلاح می کند که صورت خود را اصلاح 
تھی کنند. فرض کید 4 دسنه «اشخاصی که صورت خود را اصلاح نمی‌کنند» باشد. 
Sze A Uf‏ 
نمی‌کنند. فرض کنید ۸ دسته «کتابنامه‌هایی باشد که خود را معرفی نمی‌کنند». آیا 
A‏ € z؟‏ 


فصل ۲ 


جبر مجموعه‌ها 


۲ تعریف 
همیشه فرض می‌کنیم که مجموعه‌های مورد بحث در یک موصوع زیرمجموعه‌های مجموعه 
سخن ) می‌نامیم و آن را با 0 (ML)‏ نمایش می‌دهیم. 


۲ مسئله 
دو مجموعد مرجع › یکی متناهی و دیگری نامتناهی» مثال برنید. 


۲ تعریف 

فرض کنیم A‏ و 8 مجموعه‌اند. مجموعه به نمايش AUB‏ و با تعریف زیر را اجتماع ۸ و 8 
pk) }‏ دو( 8 € تیا EU :z € A‏ 12 < ظ ۸۱۱ 

که برای سادگی می‌نویسیم: 


۸۱ 9 < 12 : 2 ع هیا ۸ ع‎ B} 


در نمودار ون زیر 8 لا ۸ ناحیه ale‏ زده است. 


۳۲ مبانی ریاضیات 


۲ مستئله 

در هر یک از حالت‌های زیر اجتماع A‏ و 8 را بیابید. 
DIET‏ و 1۱:۱۲:۵ B=‏ 
ب( ((0) ,10 = ۸و }}}0{ ,0{ ,0{ B=‏ 


در قضیه‌های زیر ویژگی‌های عمل اجتماع و Abad,‏ لا با > را بیان می‌کنيم. 


4.23 ۲ 
BCAUB,AC AUB 


۲ فقفضه 


۲ تذکر 
با توجه به دو فضیه بالا می گوییم («مجموعه AUB‏ کوجک‌تربن مجموعه شامل ۵و 8 است.» 


۲ 4.23 
فرض کہم ۸ و 8 مجموعه‌اند. در ابن صورت: 
و - و دا۸ هه وج ۸ 


Anas ۲ 

فرض mS‏ 0 ۸ و BOD‏ در cpl‏ صورت: 
AUBCCUD‏ 

۲ اند کز 


با نوجه به فضیه بالا» می‌گوییم که «عمل اجتماع رابطة C‏ را حفظ می کند.» 


۲۳ 


جبر مجموعه‌ها 


۲ قفضه 

فرض aS‏ ۰۸ 8 و ) مجموعهاند. در این صورت: 
الف) ۸ = ۸۱0 AUU =U.‏ 
ب) خود توانی ۰ ۸ = 4 4۱1 
(Ye‏ تعویضیدیری : AUB=BUA‏ 
(ou‏ شرکتیذیری ۰ AU(BUC)=(AUB)UC‏ 


۲ تعریف 
فرض کنیم A‏ و 8 مجموعه‌اند. مجموعه به نمايش 0 ۸ و با تعریف زیر را اشتراک ۸ و 8 
می‌نامیم: 
( ع و ۸ ع 2 : 12 < ۸۲۱ 
در نمودار ون arb ANB»;‏ سایه زده است. 


A B 


۲ مسئله 

در هر یک از حالت‌های زین اشتراک A‏ و 8 را بیاہید. 
الف) B={\,¥,a},A={\,a,6}‏ 
ب( ((0) ,0) = ۸ و }}}0{ ,0{ ,0{ B=‏ 


در قضیه‌های زیر ویژگی‌های عمل اشتراک و رابطۂ ۸ با > را بیان می‌کنیم. 


۲ قضبه 
فرص کنیم A‏ و 3 مجموعه‌اند. در این صورت: 


ANBCB,ANBCA 


۲ قضیه 
فرض BLA aS‏ و ) مجموعه‌اند. دراپن صورت اگر ۸ > 0 و 8 > 0 آن گاه ۸ > 0. 


۳۳ مبانی ریاضیات 


۳۲ تذکر 

با توجه به دو قضیه بالاء می‌گوییم که «مجموعه 8 زر ترپ مجموعة rer‏ در 4 و 
8B‏ است.) 

auas \Y.Y 


فرص کنیم A‏ و 8 مجموعه‌اند. در این صورت.: 


ACB +< ANB=A 


۲ قضیه 
فرض کہم 0 ۸ و BOD‏ دراین صورت: 


ANBCCND 


۲ تدکر 
بنا بر قضیه بالا: «عمل اشتراک رابطه > را حفظ می‌کند). 


۲ قضیه 
فرض کنیم ۰۸ 8 و € مجموعه‌اند. ذراین توت 
الف) 0 <- ۸۲۱0 ANU =A.‏ 
ب) خودتوانی : ۸ = ۸ ۸ ۸ 
ب) تعویضیذیری :۰ 4 0 8 = ۸0 
ت) شرکتیذیری : AN(BNC)=(ANB)NC‏ 


فضیه زير رابطه بین دو عمل اجتماع و اشتراک را بیان می کند. 


۲ قضه 
فرض کم ۰۸ 8 و C‏ مجموعه‌اند. در این صورت: 
(SN‏ جذب : AN(AU B) =A. AU(ANB) =A‏ 
ب) توزیعپذیری : AU(BNC) =(AUB)N(AUC)‏ 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ۱‏ 


۲ تعریف 
فرض کنیم A‏ مجموعه است. مجموعه به نمايش ۸ (ATL)‏ و با تعریف زیر را متمم A‏ 


A' < 12 [اع‎ : ۰ ¥ A} 
< 12 : 2 # A} 


در نمودار ون زير ۸ ناحبه سایه زده است. 


۲ مسئله 


فرض کنبد U = N‏ مجموعة مرجع است و Voo}‏ > 2۰2 < ۸. مجموعه ۸ را مشخص 


قضیه‌های زیر ویژگی‌های عمل متمم‌گیری و ارتباط آن را با abl‏ > و اعمال لا و ۱) 
شان می دهند. 


۲ قفضه 
فرص کنیم 4 و B‏ مجموعهاند. در این صورٽ: 
الف) O =U‏ 
ب) U'=8‏ 
پا ۸ = ۷ که در آن AN = (AY‏ 
ت) اگر 8 > ۸ آن‌گاہ ۸۲ € .B'‏ 


۲ فضيه 
فرضص کنیم ۸ و 8 مجموعداند. در این صورت: 
الف) 0= AUA' =U, ANA‏ 
ب) اگر 0 = 8 4۸ آن‌گاه BCA‏ 
پ) اگر 0 = 8 د ۸ آن‌گاہ 8 € A‏ 
ت) اگر 0 = 8 ۸ و AUB=U‏ آن‌گاه ۸ = .B‏ 


۳۹1 مبانی ریاضیات 


ey 
بنا پر فقضیه بالا:‎ 
الف) ۸ بزرگ‌ترین مجموعه با وبژگی 0 = ۸۲۸ است (الف وب را ببینید).‎ 
است (الف و پ را ببینید).‎ AU ۸ =U ب) ۸ کوچک‌نرین مجموعه با ویڑگی‎ 
منحصر به فرد است (الف و ت را ببینید).‎ ANA = 0 و‎ AUA =U پ) با ویژگی‌های‎ 


۲ مسئله 
نشان دهبد که گزاره‌های Cw) (CY)‏ و «ت» مربوط به قضیه ۲۵.۲ دو شرطی‌اند. 


۲ قضیه (فوانین دمورگان) 

فرص کنیم A‏ و 8 مجموعهاند. در cpl‏ صورت: 
الف) (AU B)' = ۸٩ ^ B’‏ 
ب) AUB‏ = (ظ (AN‏ 


۲۳ تعریف 
فرض کنیم ۸ و × مجموعه‌اند. تفاضل ۸ از × مجموعه‌ای با نمایش ۸ - × یا ۱۸ و با 
تعریفی به قرار زیر است: 
A4}‏ ¢ ۰:۰ ۲ ع 1۵ < ۸ - 1 
کو ودای وی قآ راید سای ر دوا مت 


X A 


۲ تدکر 


YAY‏ مسئله 
الف) }5 ¥,a}—{\,0,‏ ,1۱ 


۳۷ ape ae 
{0, {0}} - {8} ب(‎ 
حال ویژگی‌های عمل تفاضل را بیان می‌کنیم.‎ 

۲ مسکئله 

فرض کنید ۸ و X‏ مجموعه‌اند. نشان دهید: 


X=A=XNA' 


۲ مسئله 

فرض کنید A‏ و × مجموعه‌اند. نشان دهید: 
A (call‏ - × متمم × 0 ۸ است نسبت به مجموعه مرجع VEX‏ 
ب) ۸ - × متمم A‏ است نسبت به مجموعه مرجع U = AUX‏ 


حال همتای قوانین دمورگان را برای تفاضل بیان می‌کنیم. 


۲ مسئله 

فرض WS‏ ۰۸ 8 و × مجموعه‌اند. نشان دهید: 
الف( (AUB) = (X - A) 0) - B)‏ - 2 
ب( B)‏ - 2) لا( - X - (ANB) = (X‏ 


۳ تعریف 


AAB = هن (۶ - م)‎ - A4) 


۳۹ رده‎ ale ao AAB رداون زیر‎ 


۳۸ مبانی ریاضیات 


۲ مسگله 
مجموعه b}‏ ,۵ ,۵۱( ,۲ ,۱) را مشخص کنید. 


۲ مسئله 

فرض کنبد A‏ و 8 مجموعه‌اند. نشان دهید: 
AAB = (AN B') U (B ^ A) (call‏ 
ب( AAB = (AUB) - (A4^ B8)‏ 


Abie ۲‏ 
فرض کنید ۸ و 7 مجموعه‌اند. نشان دهید 448 = × «کوچک‌ترین» مجموعه‌ای است که 
در معادله زبر صدق می کند: 


AUX =BUX 
فضه‎ ۲ 
فرض کنبد ۰۸ 8 و 0 محموعه‌اند. در این صورت:‎ 
AAG = A الف)‎ 
AAA = Û (eo 


AAB = BAA ب)‎ 
AA(BAC) = (AAB)AC ت)‎ 
AN (BAC) = (AN B)A(ANC) )۵ 


1( درستی یا نادرستی احکام زیر را تحقیق کنبد. 

" الف) اگر AUB=AUC‏ آن‌گاه B=C‏ 

ب) اگر6 ۸0 = 8 ۸0 آن‌گاه B=C‏ 

پ) SI‏ 0 لا۸ ع 9 لا۸ و ANC‏ < ۸۱8 آن‌گاه 0 < .B‏ 
۲ ابت aS‏ که 8 0 ۸ = 6 - ۸۸ اگر A=B Sigs,‏ 


۳( هر یک از مجموعه‌های زیر را بر حسب مجموعه‌های ٤ › Bi A‏ وبا استفاده از 
نمادهای MU‏ و " بنویسید . 


۳۹ 


((0 ع Ble‏ 6 ه) و ۸ 6 2: 2) a‏ 

([0 ع «یا (9 ع و 6۸ 8) :12 = LE‏ 

([ ع « جس و ع ه) و ۸ 2:ت) = F‏ 
۴) نشان دهید: 


الف) 0 - 7 SIAN‏ و تنها اگر BCA!’‏ 
ب) 7 = 8 لا ۸ اگر ACB Sigs,‏ 


0۵( فرض كنيد X‏ ۲ 5 7 جنان مجموعه‌هایی باشند که gXUY =TUS‏ 
0 = 6 ۳ - ۲ ۲. ثابت کنبد 0 = ۲ اگر و تنها اگر: 


T=(XNS)U(YNT) 


1( فرض کنبد 7 و × مجموعه‌اند. نشان دهید 0 = SUX‏ و تنها اگر (T= XAT‏ یعنی» 


PACENT UO AT) 


۷( اگر ANB = AUB‏ چه نتیجه ای در مورد A‏ و 8 می‌توان گرفت؟ 
(A‏ نشان دهید که SIAN B= AUB‏ و تنها اگر 8 = 4 (تمرین ۷ را ببینید). 
4( تعیین AS‏ که از عبارت‌های زیر کدامشان همواره درست‌اند. اگریک حکم دو شرطی 
برفرار نباشد» آیا از یک طرف برقرار است؟ 
الف) 6۸ 0 و 8 0 جح ۸۱ ؟) 
ب) CCAUBS>CCBLCCA‏ 
ب) 0 ۸و 0 ظ جه 0 ۲ ظ ۸0 


&( 0 یا 6 :9 ANB GC‏ 
۰ با توجه به مسئلةٌ ۳۲۰۲ ۰ احکام قضية ۲۴.۲ را در مورد X - A‏ بنویسید. 
۱ تحت جه شرایطی ۸ - 8 = 8 - ٩۸‏ 


(VY‏ فرض کنید A‏ و 8 مجموعه‌اند. احکام زير را اثبات کنید اه eT NY‏ ترفن ۳۵ را 
ببینید): 


۸ - 3 = ۸ - )80۸( (call 


مبانی ریاضیات 


ب) 0 = 8 0 4.اگر و تنها اگر ۸ = ۸0 
ب) ۸ - 8 = ۲۶ A'-‏ 

ت) 8 ۱( - 4) = ۸ اگر و تنها اگر BCA‏ 
تساوی‌های زير را اثبات کنید: 

(AUB) - 0 = )۸- 0( دا‎ )8 - 0( (All 
(ANB)-C=(A-C)N(B-C) ب)‎ 


ز ب) (ANC)‏ = ۸0-0-1۸08 


AU(B-C) = (AUB) - (AUC) 


۵( درستی تساوی‌های زير را اثبات کنید: 


(BUC) Cal‏ نت( 
UB e C == C/G eo)‏ 
پ) An(C-B) =(ANC)-(ANBNC)‏ 
ت) AN(C—B) =(ANC)-B‏ 

AC قوب‎ SAS) 
(ANC) = (BUD) = (A= B)N(C-D) (¢ 
A-(A-B)=ANB (¢ 

۸ - )- A) =A (e 


11( نامساوی‌های زیر را اثبات کنید. در هر مورد با یک مثال نشان دهید تساوی لزوماًبرقرار 


AN(B-C)CA-(BNC) الف)‎ 
(AUB)-CCAU(B-C) ب(‎ 
(A-B)NCCA-(BNC) پ)‎ 
)۸ - B)N(C—D) C(ANC)-(BND) ت)‎ 
) 


۳ 
fe 


ث) 


As BAS EAE 


جبر مجموعه‌ها ۳١‏ 


AN(BUC)C(ANB)UC ج)‎ 
(AUB) - (CUD) C(A-C)U(B-D) (¢ 
(A—C)U(B- D) C (AUB) - (CN D) (c 

خ) A-(A~B)CB‏ 
د( A= BCA=(B=Ay‏ 
۷) فرض کنبد 0 = 8 ۸ 4. نشان دهبد 8 -A=(AUB)—‏ 


۲ را ببینید) 


ACB (call 
ANB= A ب(‎ 
AUB = B ب)‎ 


4 وکا ادات ری دیا یک راب رای درد 


AUX 
AN X 


AUB 
0 


VS 9 ان دهد‎ XUV EK ta ی کنیل یه ا رای هر مخ غا حون دا‎ (re 
نشان دهید:‎ ۱ 

AU(BNA'! = AUB’ (call 

((AN BY UB) 20 ب(‎ 
یل‎ CCX 


(Ay U Ay)A(By U By) C (AyABy) U (AyABy) 


.8 = 0 ثابت کنبد ۸ = 4۸۵7 اگر و تنها اگر‎ (YY 
AAB=AUB نشان دهید اگر 0 = ۸۱ آن‌گاه‎ (VF 


۵ فرض کنید A‏ و 8 مجموعه‌اند. درستی با نادرستی احکام زیر را اثبات کنید: (تمرین 1 
را ببینید). 


P(AN B) =P(A)NP(B) (call 


۲۲ 


P(AUB)=P(A)UP(B) (o - 


P(A— B) = P(A) - P(B8) پ)‎ 
قرار دهید‎ BCA aS فرض‎ 


(A: 8( = {X 6 P(A): BCX} 


الف) فرض كنيد }2,5{ = 8 و {a,b,c,d,e}‏ = ۸. مجموعة (8 : ۸) را مشخص 
نك 

ب) نشان دهید P(A)‏ = (0 : ۸). 

ب) فرض کنید A‏ دارای ۰ عضو BCA,‏ دارای 7 عضو است. تعداد عضوهای 
(A: 8(‏ را بیابید. 

فرض کنید | ×| نمایانگر تعداد عضوهای مجموعه متناهی × باشد. نشان دهید برای 
مجموعه‌های متناهی «B „A‏ داریم: 


|AUB| = ۱۸۱+ ۱8۱-42۱ 


فرض ass‏ ۳ مردم پنیر را و ۷٦‏ آن‌ها سیب را دوست دارند. دربارة درصد افرادی 
که هم پثیر و هم سیب را دوست دارند چه می‌توانید بگویید؟ 


|AUBUC|=|A|+|B] + ۱6۱-۱۸۱ - ۱8 ۱-۰ Al + |AN BOC 


او ۱۰۰ دانشجوی رشته‌های زبان؛ YA‏ نفر اسپانیایی؛ Yo‏ نفر آلمانی؛ ۴۲ نفر 
فرانسوی» A‏ نفر اسپانیایی و آلمانی ٥‏ نفر اسپانیایی و فرانسوی» ۵ نفر آلمانی و 
انسوی ۳ نفر هر سه زبان را می آموزند. چه تعدادی هیچ یک از این سه زبان را 


نمی آموزند؟ چه تعدادی تنها زبان فرانسه را می آموزند؟ 


(۳۹1 


(YY 


(YA 


(Ye 


فصل ۳ 
خانواده 


ر ان فصل با مفهوم خانواده بحصوص خانواده محموعه‌ها آشنا می‌شویم و مفاهیم اجتماع 
واشتراک دو مجموعه را به اجتماع و اشتراک خانواده (متناهی پا نامتناهی) از مجموعه‌ها 


۳ تعریف ۱ 
دسته‌ای از اشیای مشخص را که لزوما دو به دو متمایز نیستند. بک خانواده می‌نامیم. 


۲ نگل 
مثالی از یک خانواده ارائه دهید که مجموعه نباشد. 


۳ تعریف 

فرض کنید I‏ یک محموعه blu,‏ با هر 7 € »» 0۰ شی ء است . در این صورت خانواده 
F={a,:a€T}‏ 

را خانواده اندیسدار و 7 را مجموعه اندیس‌های آن می‌نامیم. ۸ را به صورت زیر نیز نمايش 

می دهیم: 


۲ {datael 


۳ مسئله 


خانواده ارقام ote‏ ۱۲۱۱۳۰۰ را به صورت خانواده‌ای اندیسدار نمایش دهید. 


۳۴ مبانی رپاضیات 


۳ مسئله 
مجموعه دلخواه 4 را L‏ استفاده از A‏ == ] به صورت خانواده‌ای اندیسدار نمایش دهید . 


۳ تغریف 
خانواده‌ای را که هر عضو GT‏ مجموعه باشد» خانواده مجموعه‌ها می‌نامیم. 


خانواده‌های مجموعه‌ها را معمولا با حروف بزرگ تحریری ۸ ۰۰۰۰ نمایش می‌دهیم. 


۳ مستئله 
خانواده (۲(,)۲,۳(,)۳,۴(,۰۰۰ ,۱)) = ۸ را به صورت خانواده‌ای اندیسدار بنویسید. 


ات ی 
فرض کنیم رج,(,۸) A=‏ خانواده‌ای اندیسدار از مجموعه‌ها باشد. اجتماع و اشتراک ۸ را 
به صورت زیر تعریف می‌کنیم. 
User Aa = 12 ۰: 3a E 1,۵ € Ag}‏ = ۸ لا 
fuer ۸۰ = 12 ۰:۷۵ E Iz € Ag}‏ < ۱۸] 
۳ مسلئله 
اجنماع واشتراک {{nnt ren‏ = ۸ را مشخص کنید. 


۳ نمادگداری 

اگر A = {A\, Ay, ۸۳,۰۰۰, An}‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد می‌توانیم بنویسیم 
Ai = ۸۱۱۸۲۱۰۰۰۱1 A,‏ ,لا = UA‏ 
NAE Ai = ۸۱ ۲0۱۸۲ ۲۱۰۰۰۲ An‏ 


همچنین اگر (A= {An} pen‏ می‌نویسیم 
A = UR, An‏ لاو An‏ ۱-م() = ۲۱۸ 

pio VV. 
اگر خانواده ۸ از مجموعه‌ها به صورت اندیسدار داده نشده باشد داریم:‎ 

۲۱۸ < Naca 4 < 12:۷۸ ع‎ ۸,۰ 6 A} ۱4۸ رءرلا<‎ ۸ < fe: 3۸4 ۸,۰ A} 
مسئله‎ ۳ 
۱۹.۲ خانواده‌ای از مجموعه‌هاست. احکام زیر را اثبات کنید (تدکرهای ۷.۲ و‎ A فرض کنید‎ 
: ) را ببینید‎ 


خانواده ۳۵ 


الف) UA‏ کوچک‌نرین مجموعه شامل همه مجموعه‌های متعلق به A‏ است. 
gs p(s te‏ مجموعه مشمول در همه مجموعه‌های متعلق به A‏ است. 


۲ مسئله 
فرض کنید ۰۸ 8 دو خانواده از مجموعه‌ها باشند به طوری که 8 AC‏ نشان دهید 
8 ۸4 لاو ۲۱۸ > ۱8]. 


۳ مسکله 
B= {Bahael 3A = {Aahael eas ve‏ جنان خانواده‌هابی از مجموعه‌ها ناشند که برای 
هر C Ba cael‏ ہ4. نشان دهید: 


الف) LJ ۸۰ > U Ba‏ 
acl ael‏ 
ب) )( 4۰ ۱) 
aed‏ 34 
۳ مسئله 
فرض کنید X‏ مجموعه است. مجموعه‌های زیر را مشخص کنبد. 
(all‏ (۳)26[] 
ب) NP(X)‏ 
۳ مسئله 


فرض کنیم 0عم(.۸) A=‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد. اجتماع و اشتراک 4 را (با توجه 
به تعریف ۸.۳) مشخص کنید. 


۳ قفقفضه 
فرص کنیم A = {Aahaer‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها و × مجموعدای دل‌خواه باشد. 55 این 
صورت داریم: 
الف) U(X ۱۷ Ae)‏ = ۸۰ لا نا 
a€l‏ 6 0 
ب) AAA‏ ]0 
ael a€l‏ 
پ)( ہ4 ۸ ×) LJ 4۰ = UJ‏ ۸ × 
ael aed‏ 
XU() Aa = ] (XU Aao‏ 
acl ael‏ 


ٿث Aq)’ = (1 AG‏ ل( 


a€I a€l 


۳3 مبانی رهاضیات 


({ | A) = U ALG 


0 a€l 


۳ مسئله 
احکام قضیه بالا را برای حالتی بنویسید که ۸ به صورت اندیسدار داده نشده است. 


الف) a on‏ ب) ند ل 
neN neN‏ 

44 ۱ ۹۹ ۱ 
Ule (© Ale پ)‎ 
n= \ n= \ 

۱ ۱ ۱ ۱ 
EE Teak 
neN neN 
ÛJ (ant ح)‎ () (anti ج)‎ 
neN neN 

ÛJ (-n,-n +3} د)‎ ][ (-n,-n+ ۱( اخ(‎ 
neN neN 
J [n.n+\) ر(‎ ] ۱ ۲,۰ + ۱( (9 
neN neN 
ÛJ [-n, n) G (\[-n,n) G 
AE E 
E E E 
neN neN 


۲) فرض کنید A‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها و × مجموعه‌ای دلخواه است. نشان دهید: 
الف) A)‏ - ×) 1 ] < هلا - 2 


AEA 


X-NA= U(X-A4 ب)‎ 


AEA 
UA-X= UJ (A-X) & 


AEA 


QA-X= ) ۱ (A-X) ت)‎ 


AEA 


خانواده ۳۷ 


0» bed 
((\ Aa) ۱1] ( Ba) (© 
ae! Bes 


(f‏ انحادهای به دنت ]فده در تمرین ۳ را اثبات کنید. 


۵) فرض A= {An : ۸ EN} aS‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد و برای هر زا ع 1 


k 
Se= ] 
i= \ 


نشان دهید: 


OQ 


4 i LJ (An بر‎ 


n= \ 


که در آن 0 = .5. همجنین نشان دهید به ازای هر ۸ € im £n aS m,n‏ 


(An — رگ‎ -۱( 0 (Am _ 2 =0 


1( فرض کنبد رع [ 46 A=‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد. نشان دهید اگر 7 > ل 
آن‌گاه 
الف) LJ 4۰ Aa‏ 


0 J ael 


) ۱۸۰ > ] | Aa ب(‎ 


ael aed 


فصل ۴ 


حاصل‌ضرب دکارتی 


عمل دیگری که می‌توان با مجموعه‌ها انجام داد و حاصل آن یک مجموعه باشد عمل ضرب 
دکارتی آن‌ها است. برای تعریف حاصل‌ضرب دکارتی دو مجموعه ابتدا باید مفهوم زوح 
مرتب را معرفی کنیم. 

۴ تعریف 

عبارت (a,b)‏ را زوج (یا دوتایی) مرنب از دو شیء (نه لزوما متمایز) » و ا می‌گوييم. 


۴ تعربف 
تساوی زوج‌های مرنب به صورت زیر تعریف می‌شود: 


(a,b) = (a',b') (ج) ...7 < 0۸۷ < ۰ جحه‎ 


تعریف زوج مرنب به کمک مفهوم مجموعه به صورت زیر است. 


۴ تعربف «کوراتوفسکی» 


زوح مرتب (a,b)‏ عبارت است از: 
(a,b) = {{a}, {a,b}}‏ 


۴ مسئله 
نشان دهید تعریف کورانوفسک دارای ver + EST‏ 


Fe‏ مبانی ریاضیات 


۴ تعریف 
حاصل‌ضرب دکارتی مجموعه ۸ در مجموعه 8 را با 2 Ax‏ نمایش می‌دهیم و آن را به 
صورت زیر تعریف می کنیم: 


Ax B={(a,b):a€ A,bE€ B} 


۴ مسئله 
در هر یک از حالت‌های Bins‏ × ۸ و ۸ × 8 را مشخص کنید. 
.B={b}. A= {a} (call‏ 
ب( B= {a,b,c}« A= {1,a}‏ 
ب) 0 = 4 و 8 دلخواه. 
ASTE‏ 


Aline V.F 

مجموعه‌های زیر را در دستگاه مختصات نشان دهید. 
الف) [۱ x [e,‏ [۱ ,9] 
ب( YT}‏ ۱۱۳۳۱ 


Aline A.F 
است؟‎ Sx 7 هر زیرمجموعه 8 × ۸ به صورت‎ UT 


423 ۴ 

برای مجموعه‌های A‏ › 8 و € داریم: 
الف) Ax (BUC) = (A x B) U (A x C)‏ 
ب( Ax(BNC) = (A x B) N (A x C)‏ 
ب( Ax(B -C) = (A x B) — (A x C)‏ 


۴ مسکئله 
فرض کنید A= {Aahacr‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها و A‏ مجموعه‌ای دلخواه است. نشان 
دهبد: 

Ax J 4۰ = |) (A x Aa) الف)‎ 


ael acl 


Ax {)Aa=([](Ax Aa) ب(‎ 


6] aéel 


حاصل‌ضرب دکارتی ۳۱ 


۴ مسئله 
احکام مسئلة بالا را در حالتی بنویسید که ۸ به صورت اندیسدار داده نشده است. 


۴ مسگله 
فرض کنید € ] ۸ و ٥‏ € 8. نشان دھید B € € × D‏ × ۸. 


در زیر مفهوم زوج مرتب را تعمیم می‌دهیم. 


۴ تعریف 

برای هر × € in‏ عبارت (ہه ,۲,۰۰۰ ,) را یک olin‏ مرتب از « شیء (نه لزوما متمایز) 
dn ۰۰۰۰ bay (۸‏ می‌نأمیم. هر :ه را جمله با مولفه eli‏ این دنباله می‌نامیم. همجنین نساوی 
دو 7 تایی مرتب را به صورت زیر تعریف می‌کنیم: 


(ay, 6۲,۰۰۰, an) = (by, by,---,bn) چ‎ Vi = ۱۱۰ : a; — 0; 


۴ تعریف 
حاصل‌ضرب دکارنی مجموعه‌های 4۸۱ ۰۰۰۰۸ »۸ را به صورت زیر تعربف می کنیم: 


۷۰۰۰ An = (مهر-1)0,۰۰‎ : Vi = ۱,۰۰, به ره‎ € Ay} 


در حالتی که همه :۸ ها با ۸ برابرند» به جای ۸4۸ × ۰۰۰ × ۸4 می‌نويسيم AP‏ 


۴ تعریف 
عبارت ۵۲۰۰۰ ,هرا alls «So‏ نامتناهی از اشیاء cay‏ ۰۰۰۰2 می‌نامیم. همچنین. تساوی 
دو دنباله را به صورت مولفه‌ای تعریف می‌کنيم؛ یعنی 


WEN, a = b;‏ جح )°°° ar, °) = (bq, Dr,‏ ,وه) 


دنباله (۰۰۰ ,۲ (ay,‏ را به صورت‌های فشرده زیر نیز نمایش می دهیم: 
آ«ع:(:0) & (a),‏ با (ai)‏ 


حال مفاهیم فوق را به کلی‌ترین صورت تعمیم می‌دهیم. 


FY‏ مبانی ریاضیات 


۴ تعریف 
فرض کنیم 0 = | مجموعه‌ای دلخواه wie ual‏ صوری رن( (ai‏ را یک [-تایی از la;‏ 
می‌نامیم. نساوی 7-ناپی‌ها نیز مولفه‌ای تعربف می‌شود؛ پعنی 


(a;)ier = (bi ier <> Vi € Fa; = b; 


۴ تذکر 
اک 7 متناهی L‏ برابر با N‏ نباشد؛ (ai ier‏ را به صوت باز شده» مأنند ۸ہ تایی با دنباله 


نمی نویسیم. 


۴ تعریف 
فرض کنیم A= {Ai hier‏ خانواده‌ای 3 مجموعه‌هاست. حاصل‌ضرب دکارتی این خانواده 


مجموعه‌ای است به نمایش :۸ ]] وبا تعریف زیر 
i€l‏ 


[ [ ۸: = {(aiJier :Vi € 1, به‎ € Ai} 
tEI 
دک‎ ۴ 
می‌نویسیم‎ T= )۱, ۲,۰۰.,»( اگر‎ 
[ [ 4: = [] 4: = 4۱ x ۰۰۰ An 
wel i= \ 


همچنین اگر ۷ = 1 می‌توانیم بنویسیم 


[J 4: = [[ 4: 
7 1-۱ 


۴ تذکر 
همان طور که عبارت صوری )0,5( صرفاً نمادی برای نمایش زوج مرتب است که یک تعریف 
دقیق آن تعریف کوراتوفسکی است» عبارت صوری (Galaer‏ نیز صرفا یک نمادگذاری برای 
نایی است. در فصل ۱۱:مفهوم 7-تایی و حاصل‌ضرب دکارتی خانواده ,ع(4۰) را 
مجددا به کمک مفهوم دقبقی چون تابع تعریف می‌کنیم و نشان می‌دهیم که با تعریف‌های 
«نادقیق» داده شده در این بخش uu‏ کسان 


حاصل‌ضرب دکارتی ۳۳ 


نمرین ۴ 


۱ ثابت کنید 8 = 8 × ۸ اگر و تنهااگر 0 = ۸ یا 6 = 8. 


1( اگر مجموعه ۸ دارای ٣‏ عضو و 8 دارای 7 عضو باشد؛ مجموعۂ 8 AX‏ جند عضو 
دارد؟ 


Aten Gl ا دو( 05( )1,0 )دق عضو‎ pee A × A فزن کنیک مجموعه‎ (r 
.۸ = 8 که اگر 8 × 8 = ۸ × ۸ آن‌گاه‎ aS ثابت‎ )۴ 
اگر ۸ × 8 = 8 × 4 » چه نتیجه‌ای برای ۸ و 8 می‌توان گرفت؟‎ )۵ 
A=BlSyliC#O,AxCH=BxC ثابت کنید که اگر‎ (1 
Ax 8 = € × D کنید‎ coli هستند.‎ gil مجموعه‌هایی‎ D فرض کنبد ۸4 8» ) و‎ ۷ 
B=D,A=C اگر و ننهااگر‎ 
(Ax B)U(Bx A)=CxC 
A=B=C آن‌گاه‎ 
Gath هر یک از زیرمجموعه‌های ۲ ۲۲ که در زیر دادة شده‌اند تعبین کنید که‎ sly (4 
حاصل‌ضرب دو زیرمجموعه از ۸ برابر است یا نه.‎ 
Ty = 1), ۷( : 2 6 Z} الف)‎ 
1۲ < ))2,۷( : » <y > ۱( ب(‎ 
Ty = ))2,۷( : ۱ < 2( پ)‎ 
Te < ))2,۷( : 2 E 2,0 € 2} ت(‎ 


ty" <A Co‏ هن[ 


(\o‏ فرض کنیم ۸۱ و Ay‏ مجموعه‌اند. اجتماع مجرای ۰۱ و Ay‏ مجموعه‌ای است به 
نمایش Ay‏ @ ۸۱ (یا Ay‏ لا (Ay‏ و با تعربف زیر: 


Ay @ Ay = (Ay x {\}) U (Ay x {¥}) 


A, 5۸۲ و‎ A\ BA, مجموعه‌های‎ Ay = {a,d} و‎ Ay = {a,b,c} aS الف) فرض‎ 


ب) با نوجه به «الف» تعداد عضوهای ۸۱ 9 ۸ را با ۸۱ لا 4 و Ay‏ 9 ۸۱ را با 


پ) اگر ۸۱ دارای 7 عضو و Ay‏ دارای ۰ عضو Ay 6 Ay dbl‏ چند عضو دارد؟ 
تعریف اجتماع مجرا را به خانواده رع:(:۸) A=‏ تعمیم دهید. 

فرض کنید 4 By 3۱ cAy‏ مجموعهاند. نشان دهید: 

(A\U Ay) x (B\UBy) = (Ay x By)U(Ay x By) U(Ay x By) U(Ay x By) الف)‎ 
(Ay N Ay) x (By NBy) = (Ay x By) N(Ay x By) (Ay x By) (Ay x By) ب(‎ 


فرض کنید A= {Aihier‏ و {By }jer‏ = 8 خانواده‌هایی از مجموعه‌ها باشند. نشان 
دهید : 
الف) 
e J}‏ ز,1 JB; = UfAix By sie‏ 4:۰[ 
tel jes‏ 
(i,j) eI x J}‏ : وظ U{Ai x‏ = 
ب) 


)] ۱4: ۲ ( Bi 


13 23 


(WA x ع ۶: وظ‎ lj Ee J} 


(WA: x By: (4,97) EL x J} 


فرض کنید {Aihier‏ = و {B:}icr‏ و خانواده‌هایی از مجموعه‌ها باشند. درسنی پا 
نادرستی عبارت‌های زیر را اثبات AS‏ 


U4: x JB: ك‎ eles x B;) الف)‎ 


134 134 iel 
Jai x UB: = U4: x B;) (wv 
34 tel 11 
[04: x ] [8 = (Ar x 8:) پ)‎ 
331 123 1€] 


احکام درست تمرین ۱۴ را برای حالت (۲ ,۱) T=‏ بنوبسبد (با تمرین ۱۲ مقایسه 
Acs:‏ 


۴۴ 


(11١ 


(AY 


(1۳ 


(۱۴ 


(1۵ 


(Ax B)N(C x D) =O آن‌گاه‎ ANC = 0 نشان دھید اگر‎ (17 
درستی پا نادرستی عبارت‌های زیر را اثبات کنید.‎ (VV 
AU(B x C) = (AUB) x (AUC) الف)‎ 
AN (Bx C)=(ANB) x (ANC) (` 
اثبات کنید که‎ (VA 
(X x ۲( - (B x D) = ((X - B) x Y)U((X x (¥ - D)) الف)‎ 
(A x A) - (Bx B) =((A-B) x A) U (A x (A-B)) ب)‎ 
درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را اثبات کنید.‎ (14 
(4= B) x )0 - D) = (AX C) - (Bx C)) = (A x D) الف)‎ 
(A x (ظ‎ ¬ (C x D) =(A—C) x (B-D) ب(‎ 
aS زیر را‎ Sika test tags ۵ 


P(A x B) = P(A) x P(B) 


فصل ۵ 
رابطه 


فصل این مفهوم و مفاهیم مرتبط با آن را معرفی و مطالعه می‌کنیم. سپس در فصل‌های بعدی 
انواع خاص و مهم رابطه را بررسی می‌کنیم. 


۵ تعریف 
فرض کنیم ۸ ,8 مجموعه باشند. هر زیرمجموعه‌ای جون ۸ از 8 × 4 را رابطه‌ای از 4 به 8 
SI‏ 8 = ۸ و 8 × ۸ € 77 می‌گوييم که ۸ رابطه‌ای روی Cob)‏ ۸ است. 


۵ تعریف 

دو Bibl,‏ × ۸ € ۸ و 2 0 5 را مساوی می‌گوییم اگر 
B= DiA=C Gall‏ 
ب( R= SS‏ 


۵ تد کر 
برخی تنها شرط «ب» را برای تساوی دو رابطه در نظر می‌گیرند. این تعربف مورد نظر ما 


“ 


۵ تعریف 
اگر ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 باشد» مجموعه‌های 
الف) DomR = {a € ۸ ۰:30 € B, aRb}‏ 


۳۸ مبانی ریاضیات 


ب( ImR = {b€ ۳ : 36 € A, aRb}‏ 
را به ترتیب دامنه eg L)‏ برد L)‏ نگاره) ۸ می‌نامیم. . همجنین؛ B‏ را 


۵ مسئله 
فرض کنید B = {a,b,c} (A= {\,a}‏ و })5,\(,)@,\({ R=‏ دامنه و برد رابطه R‏ را 


تعربف ۴.۵ را در ۷۰۵ و ٩.۵‏ تعمیم م می‌دهیم. 


۵ تعریف 
فرض کنیم ۸ رابطه‌ای از A‏ به B‏ است. در این صورت. برای هر زبرمجموعه «XC A‏ 
مجموعه Pees:‏ نکاره (مستقیم) × تحت ۴ می‌نامیم: 


R(X) = {be B: 30 € X, 2Rd} 


۵ تذکر 
فرض کنیم ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است و ۸ > ×. دراین صورت: 

B(A) = ImR (call 

ب) گاهی به جای F(X)‏ به طور ساده می‌نوبسیم RIX] R(X)‏ همچنین توجه کنید 
که R(X)‏ € 51 و تنها اگر alge b‏ دوم عضوی از ۸ باشد که alps‏ اول آن متعلق به xX‏ 


اس 
پ) اگر ۸ > {a}‏ = × تک‌عضوی ath‏ گاهی 218 {a}‏ = × تحت ۸ یعنی R({a})‏ 
را به طور ساده با نمادهایی چون (a)‏ 7 يا R(a)‏ نمایش می‌دهند. پس 


R(a) = {b€ B :aRb} 
R(X) = Uszex R(t) همچنین روشن است که‎ 
Aline ۵ 


lS‏ هر یک از زیرمجموعه‌های ۸ را تحت رابطه داده شده در مسئله ۵ مشخص کنید. 


we i ۵‏ 
فرض می کنیم 78 رابطه‌ای از ۸ به 8 است. دراین صورت» برای هر Y CB‏ مجموعة زیر 


رابطه ۳۹ 


ر 015 معکوس ۲ تحت 1 می‌گویيم : 


4 
R(Y) = 1۵ ع‎ A:3yE Y, aRy} 


۵ تذکر 
فرض کنیم ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است. دراین صورت: 
الف) R(B) = DomR‏ 
ب) اگر 8 > }0{ = ۷ تک‌عضوی باشد. گاهی نگارٌ معکوس {b}‏ = ۷ تحت ۸ یعنی 
([0)) 17 را به طور ساده با نماد R(b)‏ نمایش می‌دهیم. پس 
R(b) = {a € A: aRb}‏ 


way (CS‏ اس که( ۱۱۷ Slee‏ و تھا ا گر مفولفه اول یایرد ۶ GSU‏ که اه 
دوم آن Glare‏ به ۷ است. همچنین, توجه کنید که 


RY) = U Rv) 
yEY 


۵ مله 
ce‏ معکوس تمام زیرمجموعه‌های 8 را تحت رابطه داده شده در مسل ۵ مشخص کنید. 


۵ تعریف 
فرض کنیم 71 رابطه‌ای از ۸ به 8 است. برای هر 8 ع ف اگر (8) ۸ ناتهی باشد آن را ساقه 
تحت ۸۴ می‌نامیم. مجموعه همه سافه‌های تحت ۸ را Rail,‏ می‌نامیم و آن را با ۸/۴ 


۵ مسلئله 
فرض 8B = 1,۱۲, Po} ۸ = )۱, ۲, ۳, ۴,۵, 1} aS‏ و 


R= {(a,b) : alb} 


رابطه‌ای از A‏ به 7 است a|b)‏ یعنی a‏ عدد را می‌شمارد؛ یعنی عددی طبیعی چون » وجود 
دارد به طوری که عه (b=‏ 
الف) سافه‌های تحت ۸ و بافهٌ ۸ را مشخص کنید. 


Qo‏ مبانی ریاضیات 


ب) عضوهای سافه‌های تحت 7 را در نمودار زیر مشخص کنید. 


7 )۳۴( 5 rool | R(¥e) 


1 1۲ Yo 
نمودار بالا اصطلاح‌های سافه و بافه را توجیه می کند.‎ 
تعربف‎ ۵ 
رابطه‎ A برای هر مجموعه چون‎ 
A4 = {(a,a):a€ A} 


را رابطة همانی (یا نساوی) روی A‏ می‌ناميم. 


۵ تذکر 
توجه کنید که برای هر ۸ € ۷ ,2 


1 < 72 جح زار ۵ 


همچنین؛ ۵۸ را می‌توان به صورت نموداری زیر نمایش داد: 


از اين رو ۵4 را رابطه قطری روی A‏ نیز می‌نامند. اگر امکان اشتباه نباشد ۵4 را به طور 
ساده با nls A‏ می دھیم . 


0 مشاه 
برای مجموعه ناتهی و دلخواه (A‏ سافه‌های تحت ۸ و A ash‏ را مشخص کنبد. 


رابطه ۵۱ 


۵ تدکر 
روشن است که 7 4 = ۸ رابطه‌ای از ۸ به 8 است. این رابطه را با Vane‏ واگر 8 = ۸ 
با Va‏ نمایش می‌دهیم واگرامکان اشتباه نباشد» آندیس‌ها را حذف می کنیم. همجنین نوجه 
کنید که برای هر رابطه ۸ از ۸ به 8 داریم: 

0 2 7 


بعنی 0 و ۷ به ترتبب > «(کوچک‌ترین» و «بزرگ‌ترین» رابطه از A‏ به 8 هستند. 


۵ مسئله 
برای مجموعه‌های ناتهی و دلخواه By A‏ سافه‌های تحت 7 و V ash‏ را مشخص کنید. 


۵ مسئله 
فرض aS‏ ۸ رابطه‌ای ناتهی از ۸ به 8 باشد. نشان دهید: 
J R0) = J4/R = DomR‏ 
bE B‏ 


۵ تعریف 
اگر ۸ رابطه‌ای از Ba A‏ باشد CA,‏ ×,8 € ۷ آن‌گاه رابطه 


S= (9,ع))‎ 6:6 6 2,۷ 6 ۲۷[ 


از × به ۲ را تحدید ۸ به ۸ ۲ می‌گوییم و با Rix y‏ (واگر 8 = (Rix ay‏ نمایش 
می دهیم. 


۵ تذکر 
الف) Rixy = RA(X xY)‏ 
ب) DomR|x,y = X N DomR‏ 
ب) ۲ ImR\|x,y = Y‏ 


۵ تعریف 

اگر ۵۸ da‏ همانی روی A‏ باشد و CA‏ × آن‌گاه Maal,‏ براير۵ از × به ۸ را yal,‏ 
بی ر ر را را و 

× در 4 (یا روی (X‏ می‌نامیم. 


OY‏ مبانی ریاضیات 


۵ تعریف 
فرض کنید ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است. در این صورت: 
الف) رابطةٌ 5 از 8 به ۸ را یک وارون چپ 1 می‌گوییم اگر 


2 Ry => ySz 


O را یک وارون‎ 4 PE 


rly > yRz 


پ) رابطه ۷ را وارون (دوطرفه) ۴ می‌گوبیم اگر هم وارون چپ 7 و هم وارون راست 


of‏ باشد. یعنی 
۶ >< 2۳۲۷ 

در وأقع 

R' = {(y, 2) : (x,y) € R} 
تدکر‎ ۵ 
7۲۳ ۱ رو آن را با نماد خاص‎ cpl با توجه به تعریف» وارون (دوطرفه) منحصر به فرد است. از‎ 
نمايش می دهیم.‎ 
مسلئله‎ ۵ 


دو وارون چپ و دو وارون راست برای رابطه ۸ داده شده در مسئله ۳.۵ بیابید (پس 


وارون‌های چپ پا راست منحصر به فرد نبستند). 


۵ فضه 
فرض کنیم ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است. در این صورت؛ برای هر وارون چپ 7 چون 5 و هر 


وارون راست st‏ جون «cT‏ داریم 


fA Oe RR Ga: 


Or رابطه‎ 


۵ مستئله 
فرضل کنید ۸ رابطه‌ای از 4 به 8 است و CB‏ ۷. نشان دهید: 


رم -چر) RSS‏ 


بنابراین اصطلاح نگار*ٌ معکوس در تعربف ۹.۵ توجیه می‌شود. 


۵ تعریف 
اگر ۸ رابطه‌ای از ۸ به 8 و 5 رابطه‌ای از 8 به 0 باشد آن‌گاه ترکیب SLR‏ به نمايش 
7 5 رابطه‌ای از ۸ به ٥‏ است به طوری که 


So R= {(a,c) : 30 € B, (aRb) A (6Sc)} 
به عبارت دیگر‎ 


a(S o R)c <=> 3b € B, (aRb) A (bSc) 


۵ مسئله 
فرض کنید B= {x,y} A = {a,b,c}‏ و (۱,۲,۳) C=‏ اگر R = {(a,2), (b,2), (c,y)}‏ 
و ((۲ ,2,۱(,)2)) = ۰۰5 5 را مشخص کنید. 


Anas Yo ۵‏ 
SI‏ ۸ رابطه‌ای از ۸ به 8 باشد آن گاه 
۲ << ۲۲ ه ورظ و ۲ = RoAg‏ 


۵ فضه 
ترکیب رابطه‌ها شرکتیذیر است. یعنی اگر 8 × ۸ ,0 »8 3و ظ 0 > 7 آن گاه 


(ToS)oR=To(SoR) 


۵ مسئله 
درستی قضیه ۵ را با یک مثال تحقیق کنبد. 


مبانی ریاضیات 


OF 


۵ قفضیه 

فرض ٥, ۸ € ۸4 × BS‏ × 8 > 5 رابطه‌اند. در این صورت: 
الی) (RS = R‏ 
(SERF SA oS Co‏ 


۵ مسئله 
درستی قضیه ۳۳۰۵ را با یک مثال تحقیق کنید: 


۵ مسکئله 
دو رابطه و وروی مجموعه‌ای جون × lin‏ برنید به طوری که 


5 وچ و وه 5 


تمرین ۵ 


جند رابطه از یک مجموعد m‏ عضوی به یک مجموعه 7 عضوی وجود دارد؟ 

چند رابطه روی یک مجموعه « عضوی وجود دارد؟ 

فرض کنبد ۸ و 5 رابطه‌هایی از ۸ به 8 هستند. ثابت کنبد: 

Dom(RU 5( = (DomR) U(DomS) الف)‎ 

Im(RUS) = (ImR)UUmS) (o 

(ROS) = R(X) US(X) X C ۸ هر‎ sl» ب)‎ 

فرض کنید ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است. نشان دهید به ازای هر CA‏ 2۱,26۷ و 
Yr « B‏ رو داریم: 

R(X, UXy) = R(X\) U R(X,) الف)‎ 

ب) (R(X) 0۱ Xy) > R(X) R(Xy)‏ ولی برابری لزوما برقرار نیست. 


RY, UY) لا(‎ R(¥r) پ)‎ 
(Yy) ت)‎ 


R 
ate 4 4 
ولی برابری لزوما برفرار نیست.‎ ROOM) C F(0 FR 


(\ 
(Y 


۳ 


رابطه ۵۵ 


0( احکام تمرین ۴ را برای خانواده‌هایی ناتهی چون {Xahoer‏ و زعم(ع۷) به ترتیب از 
1( فرض کنید SCBxKC,RCAx‏ رابطه‌اند. ثابث ae‏ برای هر CA‏ و 
CB‏ ۲ داریم 
(So R)(X) = S(R(X)) (cal‏ 
ب) BoRY) = R(S(Y))‏ 
(V‏ فرض aS‏ ۸ رابطه‌ای از ۸ به 8 و YX‏ زیرمجموعه‌های ۸ هستند. ثابت کنید: 
الف) Rixuy = Rlx U Rly‏ 
ب( Rlxny = Rlx N Rly‏ 
(A‏ ان دید AV‏ 
49( فرض کنید R= ))2, 9( :2,yEN,czly}‏ رابطه ۲ را مشخص کنید. 
(Vo‏ فرض کنید ۸ رابطه‌ای از A‏ به 8 است. نشان دهید: 
الف) ImR‏ = 7۲۰۱و[ 
ImR7' = DomR (ve‏ 
الف) (R( URy)oS =(R,0S)U(Ry oS)‏ 
ب) So(R\URy) =(So Ry\)U(SoRy)‏ 
OY‏ تمرین ۱۱ را برای خانواده‌ای چون {Rihier‏ از رابطه‌های روی A‏ تعمیم دهید. 
۲۳ فرض aS‏ ۸ و 5 رابطه‌هایی از A‏ به 8 هستند. نشان دهید: 
الق ولا (RUS‏ 
ب) سوم ۱ = 5-۱ چ) 


فصل 1 
انواع رابطه 


برخی انواع خاص و مهم رابطه را در این فصل و فصل‌های So‏ مطالعه می‌کنيم. 
۱ تعریف 
ala,‏ ۴ روی مجموعه A‏ 


Vz € ۵ 


ب) تقارنی (يا متفارن) است اک 


Vr,y E ۸, 2 => yz 


پ) پادتقارنی (یا پادمتفارن) است اگر 


Vz, y € A, (zRy) ۸ (yRz) => ۰ = ۷ 


ت) متعدی (یا ترابا) است اگر 


Vz, y, 2z € A, (Ry) ۸ (yRz) => 2 


OA‏ مبانی ریاضیات 


ث) خطی (با نام) است اگر 


۷2, € A, (xRy) ۷ (yRz) 


Aine ٣ 
Bl انعکاسی . تقارنی پادتقارنی و متعدی‎ A روی هر مجموعد‎ Aa نات ند رابطه همانی‎ 


ولی اگر ۱ < Ay [Al‏ خطی نیست. 


۲ مسئله 
ا د هید sl»‏ قر موه ۸ ۸ VA = Ax‏ انعکاسی: تقارنی؛ متعدی و خطی است ولی 
اگر ۱ > |۱4 Via‏ بادمتقارن نیست. 


تمرین 1 


۱ تحفیق کنید هر یک از رابطه‌های زیر روی مجموعه اعداد حقیفی ۸ از کدام نوع L)‏ 
انواع) رابطه مذکور در تعریف ۱.۹ است. 
الف) zr <y‏ ++ 27۱ 
ب( YJ‏ > ۲ جه ۲:۲۱ 
پ) || > ۲ ج cRyy‏ 
ت( ۱ < ۷ + 2۲ ححسه 77:1 
&( > + ۲ ج Ry‏ 2 
yT + (eo‏ = ۰۰+ ۰۲ جب Ry‏ 
53 ر - 2 مضرب Ay = > Yr‏ 1 


ح) | > +z Ry ==> |r|‏ 
۲ تحقیق کنید رابطهٌ زیر روی مجموعهٌ اعداد صحیح از کدام نوع (یا انواع) رابطه است. 


1 Ay <+ 2ly 


۵۹ abl, انواع‎ 


۳ تحقیق کنید رابطه‌های زیر روی مجموعه اعداد حقبقی از کدام نوع L)‏ انواع) رابطه 
است. 
الف) cRyy +z -— y € Z‏ 
ب( 62 rRry ce z+ y‏ 
نانهی A‏ باشد که به صورت 

XRY => ۲ ۱۲ #9‏ 
تعریف شده است. رابطة ۴ از کدام نوع (يا انواع) رابطه است؟ 

۵ برای هریک از ویژگی‌های مذکور در تعریف ۱.1 در صورت امکان رابطه‌ای مثال بزنید 
که دارای آن Soy‏ باشد ولی ویژگی‌های So‏ آن تعریف را نداشته باشد. 

1) تمرین ۵ را به ترنیب برای ۰۲ "و ۴ ویژگی به جای یک وبژگی حل کنید. 

۷ فرض کنید ‏ و 5 دو رابطه روی مجموعه A‏ باشند. برای هر یک از انواع رابطه مذکور 
در تعربف 1 فرض RAS‏ و 5 ازیک نوع هستند و تحقبق کنبد که آیا ROS‏ 
«RUS‏ اوه 5 نیزاز همان نوعند, 

(A‏ فرض کید ۴ رابطه‌ای در مجموعه A‏ است. ثابت کنید: 
الف) ۸ انعکاسی است اگر و تنها اگر Ba CR‏ 
ب) ۸ متقارن است اگر و تنها اگر ROY‏ = ۸ (در واقع (ROY CR‏ 

٩‏ فرض کنید ۸ رابطه‌ای در ۸ است. ثابت کنید ۸ متعدی است اگر و تنها اگر 
RoRCR‏ 

Oe‏ فرض کنبد ۸ رابطه‌ای روی A‏ است. ثابت کنید: 
الف) ۲ ۱ رابطه‌ای متقارن روی A‏ است. 
ب) اگر 5 رابطه‌ای متقارن روی ۸ باشد و RCS‏ آن‌گاه CS‏ ۲-۱ دا 
بنابراین» RU RO‏ کوچک‌ترین dah‏ متقارن شامل ۸ است. 
۱ فرض کنید 1 رابطه‌ای روی A‏ است. ثابت کنید: 
الف) ۲ ۱ 1 رابطه‌ای متفارن روی ۸ است. 
ب) اگر 5 رابطه‌ای متقارن روی ۸ باشد و ۸ € 5 آن‌گاه ۳۱ و 5. 


بنابراین» ۲ ۸7 ۸ ۸ بزرگ‌ترین Abul,‏ متقارن مشمول در 13 است. 


مبانی ریاضیات 


فرض کنید ۸ یک رابطهٌ انعکاسی در A‏ باشد. نشان دهبد ۸ متقارن و متعدی است اگر 
و تنها اگر 


(aRb) ۸ (aRc) => 6 


فرض کنید ۸ رابطه‌ای روی ۸ است. کوچک‌ترین رابطه متعدی روی ۸ را که شامل 
۸ باشد مشخص کنبد.(چرا این رابطه را نیای R‏ می‌نامند؟) 
aba,‏ ۸ روی ۸ را چرخشی می‌گوییم اگر 

(rRy) A (yRz) = > 2 


با یک مثال نشان دهبد رابطه «عضویت» متعدی نیست. 


) فرض کنید ۸ و 5 رابطه‌هایی به ترنیب؛ روی 4 و روی 7 هستند. رابطه 5 × ۸ را 


روی 8 × ۸ به صورت زیر تعریف کنید. 
(a,b) Rx S (c,d) <=> (aRc) A (bSd)‏ 
برای هر یک از انواع رابطه تحفیق کنبد که آیا 
الف) اگر ۸ و 5 ازیک نوع باشند. آن‌گاه 5 × ۸ نیزاز همان نوع است؟ 
ب) اگر 5 Rx‏ نوعی از رابطه باشد» آن‌گاه ۸ و 5 نیزاز همان نوعند؟ 


برای هر عدد طبیعی in‏ رابطه همنهشتی به پیمانه « روی 7 به صورت زیر تعریف 
می‌ شود : 
Sloe y‏ و تنها اگر ی - » مضرب « باشد (یعنی (nle—y‏ به جای ۷ ,< ± 
می‌نوبسیم 


( به پیمانه z = y(modn) kx = y(n‏ 
تحقیق کنید که این رابطه از plas‏ نوع (انواع) رابطه است. 
LT‏ در استدلال زیر که نشان می‌دهد هر رابطه متفارن و متعدی چون ۸ انعکاسی است 
اشتباهی وجود دارد؟ اگر جنین است اشتباه در کجاست؟ 
فرض کنیم 8 بنا به تقارن» bRa‏ حال بنا به تعدی» از ۵0 و 976 نتیجه می‌شود 


1o 


(1۲ 


۱۳ 


سم 


۱۴ 


پم 


2 
< 


(1A 


فصل ۷ 


ro 
on رابطه‎ 


دراین کتاب دوم abe!)‏ خاص را که در ریاضیات و علوم دیگر اهمیت بسیاری دارند مطالعه 
می‌کنیم. یکی از این انواع رابطه. رابطه ترتیبی است که در این فصل مورد بررسی فرار می‌گیرد. 


۷ تعریف 
رابطهُ ۸ را رابطه ترتیبی جزئی روی ‏ (که ما آن را به طور ساده؛ رابطةٌ ترتیبی) می‌گوييم 
51 انعکاسی, پادتقارنی و متعدی باشد؛ یعنی برای هر € 2,7,2 

z A» الف)‎ 

(rRy) ۸ (yRz) => z= yJ ب(‎ 

(zRy) A (yRz) => rRz پ)‎ 


۷ مسئله 
تمام رابطه‌های ترتیبی (جرئی) روی مجموعه YET,‏ = ۳ پیابید. 


۷ مسئله 
الف) Abad UF‏ > روی مجموعه‌های اعداد ٩ ۰2 iN‏ و ۸ رابطه‌ای ترتیبی است؟ dhl,‏ > 


چطور؟ 
ب) UT‏ رابطه بخشیدیری؛ | روی N‏ رابطه‌ای ترتیبی است؟ 
ب) LT‏ رابطه بخشبدیری؛ ۳1۳ روی ,#7 یعنی 


m|n + dt € Z,n = mt 


رابطه‌ای ترتیبی است؟ 


۲ مبانی ریاضیات 


ت) آیا رابطه 11 با تعربف زیر رابطه‌ای ترتببی روی ۰2 و ۸ است؟ 


+ Ry <=> |z| > ly! 


۷ تذکر 
اگر نماد مشخصی برای یک رابطةٌ ترتیبی روی مجموعهٌ P‏ وجود نداشته باشد. معمولا آن را 
وهای ون ار ان ما هی هتفای اک سای انعر 
حقیفی و > lah‏ ترتیبی معمولی اعداد نباشد. 


۷ تعریبف 
atti ie eh ae ee‏ روت 
مجموعةٌ P‏ مجموعه‌ای Ge‏ مرتب (یا به طور ساده» مجموعه‌ای مرتب) است. 


۷ تذکر 
توجه کنید که یک مجموعه ممکن است تحت رابطه‌های ترتیبی متعددی مجموعه‌ای مرنب 
باشد (مسئله ۲.۷ را ببینبد). 


۷ تعریف 

فرض کنیم (> ,۴) مجموعه‌ای مرتب است و YEP‏ می‌گوييم که ۲ فابل مقایسه‌اند اگر 
ر > «یا « > ن. در غیر این صورت. یعنی اگر ۷ £ × و « £ ب آن‌ها را غير قابل مقایسه 
می‌گوییم و می‌نویسیم ل|[2. 


۷ تعریف 

مجموعه مرتب (> ,2) را مجموعه Wal‏ مرتب یا مجموعهٌ خطی مرتب یا به طور ساده 
زنجیر می گوییم اگر هر دو عضو آن قابل مقایسه باشند. دراین صورت رابطه ترنیبی > را 
A!)‏ ترنیبی خطی می‌نامیم. 


۷ مسلئله 
از رابطه‌های ترتیبی روی (۲,۳ ,۱) P=‏ (مسئله ۲۰۷ را ببینید) کدام‌ها خطی‌اند؟ LT‏ رابطة 


ترنببی بخشپدیری روی N‏ خطی است؟ 


۷ مسگله 


رابطه ترتیبی 1۳ 


P(X)‏ است؟ 


۷ سمستئله 
زیرمجموعه‌ای نامتناهی چون از P(N)‏ مثال بزنید به طوری که (P,C)‏ زنجیر باشد. 


۷ نمادگذاری 
اگر > رابطه‌ای ترتیبی روی ‏ باشد» نمادگذاری ن > 2 به این معنی است که ر tS‏ ول 


.2 7 1 


۷ تعریف 


ioe‏ مقدم و است اگر ل > ± و عضوی چون ۶ € 2 وجود نداشته باشد به طوری که 
TE‏ در این صورت می‌نویسیم 1 > . 


۷ مسئله 
بابک مثال نشان دهید پوشش Sy‏ عضو لزوما منحصر به فرد نیست. 


۷ قضه 
اگر )< (P,‏ زنجیر AGL‏ پوشش (و مقدم) هر عضو (در صورت وجود) منحصر به فرد است. 


۷ مسئله 
(call‏ مجموعه‌ای کاملا مرتب مثال بزنید که هر عضو آن پوشش داشته باشد. 
ب) مجموعه‌ای کاملا" مرتب مثال بزنید که هیچ عضو آن پوشش نداشته باشد. 


۷ نمودار ترنیبی 
گاهی Ac game‏ مرتب (PS)‏ را می‌نوانیم به روش زیر به صورت نصویری در صفحه نشان 
دهیم. 
۱ هر عضو P‏ ع 2 را با دابره‌ای SoS‏ (توخالی با نوپر) نشان می‌دهیم. 
۲ برای هر پوشش y‏ >--. باره خطی از دایره متناظر ت به دایره متناظر ل رسم می‌کنیم. 
۳ مراحل (a)‏ و )6( را به گونه‌ای انجام می‌دهیم که اگر y‏ مه آن‌گاه 
الف) دایره pbs‏ 2 پایین‌تر از دايرة ‏ باشد. 


ب) اگر ± ج 2 و Fy‏ 2 دايرة z‏ روی ob‏ خط واصل 2 و ل فرار نگیرد. 
پ) هر عضو هميشه در پایین‌ترین سطح خود فرار گیرد. یعنی هر عضو باید حداقل 
بزرگ‌تر از یک عضو در سطح زیرین خود باشد. 


۷ تدکر 
نمودار ترتیبی را نمودار مشبکه‌ای پا نمودار هسه (Hasse)‏ نیز می‌نامند. 


۷ مسئله 
از نمودارهای زیر کدام‌ها با قراردادهای فوق نمودار ترتیبی‌اند؟ 


C d c 
۹ x e VW 4 
b 
a b a c ea a a 7 
(ب) (ب)‎ 


(الف) )~( (ث) 


۳۰۷ مسکله 
رابطه‌هایی ترتیبی روی }6,4 P = {a,b,‏ بیابید که نمودارهای ترتیبی آن‌ها نمودارهای «الف» 


و «ب» بالا باشند. 


۷ مسئله 


۷ مسئله 
نمودار ترتیبی (PACE)‏ ر در هر یک از حالت‌های Ye‏ ,\ ریت |X|‏ رسم کنید. 


۷ قفضه 

فرض aS‏ > رابطه‌ای نرتببی روی 7 است. در این صورت وارون > به نمایش < پعنی 
2 > با جح 1 < 27 

رابطه‌ای نرتیبی روی ۲ است. 


۷ تعریف 


رابطة ترتیبی 10 


و آن را دوگان (P, S)‏ می‌نامیم. 


YO.V‏ تدکر 
نمودار ترنیبی (< (P,‏ وارونه نمودار ترتیبی (> ,۲) است. مثلا 
a‏ € 
d b Cc‏ 
b » c d‏ 
۳ 
P PP‏ 


۷ اصل دوگانی 
هر فضیه‌ای که برای تمام مجموعه‌های مرتب درست باشد» دوگان آن قضیه نیز که از تعویض 
> و < به دست می آید» برای تمام مجموعه‌های مرتب درست است. 


۷ تعریف 
فرض کنیم (> ,۲) مجموعه‌ای مرتب است و OEP‏ 

الف) » را یک عضو ماکسیمال P‏ می‌گویبم اگر عضوی چون ۳ ع 2 وجود نداشته باشد 
به طوری که 2 > ». به عبارت ho‏ 


a= 2(‏ >= 2 > ۵) (ظ ع (Vz‏ 
ب) »را بزرگ‌ترین عضو P‏ می‌گوییم اگر 


۷۵: 6 رظ‎ z <a 
مسئله‎ ۷ 
یعنی عضو مینیمال و کوچک‌ترین عضو را تعریف کنید.‎ Th دوگان مفاهیم‎ 


۷ فضه 


anes sy‏ عضو (> ,)۰ در صورت وجود. منحصر به فرد است. 


۷ مسگله 


دوگان فضیه ۷ را بنویسید. 


4 مبانی ریاضیات 


۷ مسگله 
الف) با یک مثال نشان دهید دو مفهوم عضو ماکسبمال و بزرگ‌ترین عضو متفاوتند. 

ب) با مثال‌هایی نشان دهید مجموعهٌ مرتب ممکن است بیش از یک عضو ماکسیمال 
داشته باشد پا اصلا" عضو ما کسیمال نداشته باشد 

(oO‏ تقو نان مسئله‌های «الف» و «ب» را بیان و حل کنید. 


ala ۷‏ 
الف) نشان دهید اگر ۲ > » بزرگ‌ترین (کوچک‌ترین) عضو (P<)‏ باشد» آن‌گاه » عضو 
ماکسیمال (مینیمال) مجموعه مرتب P‏ است gly‏ عکس این مطالب درست نیست. 

ب) اثبات کنید که اگر (> ,۳) زنجیر باشد. آن‌گاه a € P‏ عضو ماکسیمال (مبنیمال) است 
اگر و تنها اگر a‏ بزرگ‌ترین (کوچک‌ترین) عضو باشد. 


۷ تذکر 
روشن است که اگر (> ,) مجموعه‌ای مرتب باشد و ۴ > iQ‏ آن‌گاه ۵ همراه با تحدید > بر 
ان مجموعه‌ای مرتب است. بنابراین» مفاهیم بالا را wiles ge‏ نیم به طور موضعی و برای )< (Q,‏ 


یز قطرح کم 


۷ تعریف 
مجموعه مرتب (> ,۴) را خوشترتیب می‌گوییم اگر هر زیرمجموعهٌ ناتهی چون ٩‏ از ۶ دارای 
کوچک‌نرین عضو باشد. 


۲ مستله 
تا Abe‏ هر مجموعه خوشترتیب؛ زنجیر است. 


۷ تعریف 
فرض کنیم (P,<)‏ مجموعه‌ای مرتب است و QGP‏ 
الف) عضو ae P‏ کران بالای Q‏ می گوییم اگر 


۷۲ 6 00, r<a 
کراندار است.‎ YL از‎ Q داشته باشد» می گوییم‎ YL کران‎ 0 S| 


ب) عضو Lae P‏ کوچک‌ترین OLS‏ بالا (با سوپریمم) Q‏ می‌نامیم اگر 
یک) » کران بالای Q‏ باشد» و 


رابطه ترتیبی ¥ 


دو) برای هر کران oh‏ 4 چون ‏ ا > a‏ 


۷ مسلئله 
نشان دهید که کوچک‌ترین کران بالای ۵ (در مجموعه مرتب (> ,۳))؛ در صورت وجود؛ 
منحصر به فرد است. از این رو می‌نویسیم a=VQba=supQ «a =lubQ‏ 


۷ مسئله 


دوگان تعریف VY‏ یعنی مفاهیم کران پایین؛ از پایین کراندار» بزرگ‌ترین کران پایین (یا 
اینفیمم, به نمایش 9/۵0 70یا (AQ‏ را تعریف کنید. 


۷ مسئله 

فرض کنید (> ,1) مجموعه‌ای مرتب است. نشان دهید ۷0 وجود دارد اگر و تنها اگر P‏ 
کوچک‌ترین عضو داشته AL‏ و در این صورت 0 ۷ کوچک‌ترین عضو 7 است. در مورد ND‏ 
جه می‌توان گفت؟ 


۴۳۰۷ مسئله 
مجموعة مرتب (> (Ry‏ رادر نظر بگیرید. مجموعه‌ای چون ACR‏ مثال بزنبد که 
الف) A‏ كران YL‏ نداشته باشد. 


۷ مسکئله 
فرض کنید × مجموعه است و مجموعه مرتب ( (P(X),‏ را در نظر بگیرید. فرض کنید 
P(X)‏ € 4 و ۸ ۱۷ ۸2۸ را مشخص کنید. 


۷ نمادگذاری 
فرض کنیم (> (P,‏ مجموعه‌ای مرتب باشد و ۴ € 2,۷. دراین صورت. SUup({z, y})‏ و 
cl, inf ))2, y})‏ در صورت وجود. به ترتیب با ۷ ۷ 7 و ۷ ۸ 2 نمایش می‌دهیم. 


۷ تعریف 
مجموعه مرتب (>,) را مشبکه (با لاتیس) می‌نامیم اگر برای هر L‏ € ۱ 1۰2 ۵۷ ۸۷ ۲ 
وجود داشته باشند. 


۸ مبانی ریاضیات 


۷ تعریف 
مشبکه (> ,1) را کراندار می‌گوییم اگر دارای کوچک‌ترین عضو (به نمایش ©( و بزرگ‌ترین 
عضو (به نمايش ۱) باشد. 


۷ مستئله 
فرض X AS‏ مجموعه است. نشان دهید (P(X), C)‏ مشبکه‌ای کراندار است. 


۷ تعریف 
می‌گوییم مجموعهٌ مرتب (> ,) از قانون سه‌گانگی پیروی WS coe‏ اگر برای هر ۲ € ,2 
دقبقاً یکی از سه حالت زیر برقرار باشد: 

1 > ۲ ۰ 1 > 1 ۰ 7 -< 


as ۷‏ 
مجموعه مرتب MS (P,<)‏ مرتب است SV‏ و تنها اگر از قانون سه‌گانگی پیروی کند. 


۷ تعریف 
رابطه 5 را روی مجموعةٌ P‏ رابطه ترتیبی اکید می‌گوبیم اگر متعدی باشد و برای هر ظ € ت 
۷ مسئله 


فرض کنید ۸ رابطه‌ای ترتیبی جزئی روی P‏ باشد. نشان دهبد رابطهٌ Sp‏ با تعریف زیر رابطة 


25y <=> )2۳ و‎ ۶ Fy) 
رابطه جر را رابطة ترتیبی اکید متناظر با ۸ می‌ناميم.‎ 
مسکئله‎ ۷ 


فرض کنید 5 رابطه‌ای ترتیبی اکید روی P‏ باشد. نشان دهید رابطهٌ Rg‏ با تعریف زیر 
رابطه‌ای ترتیبی جزئی است: 


eRsy <=> )z5y »با‎ =y) 


رابطةٌ Rs‏ را al)‏ ترتیبی Sm‏ متناظر با ٩‏ می‌نامیم. 


رابطهٌ ترتیبی V4‏ 


۷ مسئله 
الف) فرض کنید ۸ رابطه‌ای ترتیبی جزئی روی P‏ باشد. نشان دھید Ry = R‏ 
ب) فرض کنید S‏ رابطه‌ای ترتیبی اکید روی P‏ باشد. نشان دهید 5 = وبره. 


۷ تذکر 
اگر > رابطه‌ای ترتیبی جزئی روی P‏ باشد. رابطة ترتیبی اکید متناظر با آن را با نماد > 
نمایش می‌دهیم. و برعکس. 


تمرین ۷ 


1( فرض کنید > رابطه بخشپذیری روی N‏ است. نمودار ترتیبی هر یک از مجموعه‌های 
زیر را نسبت به رابطه ترتیبی > رسم کنید. 


الف) )۱,۲,۳,۵,۳١(‏ فا 
پ) ۱/۱۵ FANT Ge‏ 
ٿ(  )۲,۳,۱۲,۱۸(‏ ج) (۱,۲,۳,۴,۷,۱۲) 

)۱,۲,۳,۵,۲,۱۰,۱۵,۳۰[ (E )۱,۲,۳,۱۲,۱۸( ج)‎ 


{\, 
{\, 


۲ فرض کنید P = {a,b,0,d,e, fu, o}‏ نمودار مجموعهٌ je‏ مرتب (P,<)‏ را جنان 


U<QaU<b,u<c,U< du >> < U 
a<c,a<d,a<e,a< fa > U 
b<c,b<db<e,b< ار‎ < u 
c<d,c<e,c< fc < u 

d<e,d< f,d< u 

e<u, f < u 


۰ زنجیری نامتناهی مثال بزنید که هر عضو آن یک تالی ویک مقدم داشته باشد. 

۴ نشان دهید که هر زنجیر یک مشبکه است. 

0( زنجیری کراندار و نامتناهی مثال بزنبد که هر عضو آن به جز کوجک‌ترین و بزرگ‌ترین 
عضو دارای مقدم باشد. 


1( مجموعه‌ای مرنب بسازید که هر عضو آن SG‏ داشته باشد Sy‏ تعدادی نامتناهی از 
غضوهای آن مقدم نداشته باشند. 


مبانی ریاضیات 


فرض کنید (P,<)‏ مجموعه‌ای مرتب است. در این صورت: 
(All‏ زیرمجموعه‌ای چون 2 از ۳ را ایدآل ترتیبی (یا زیرمجموعه نزولی) می‌گوییم 
اگر 

Vee 1,۷۷ 6 Ply<x=—yeD) 


ب) زیرمجموعه‌ای چون ‏ از ۴ را فبلتر ترتیبی (یا زیرمجموعه صعودی) می‌گوییم 
اگر 

Vz € ۱,۷ 6 P(x > y= ye) 
pas! اتشان‎ .O-S فصن نیت‎ 
wl «کوچک‌ترین» اید آل ترتببی شامل‎ | Q = 12 € ۴ : 32 €Q,2 > 2( (SK 
.4 =| @ همجنین 4 اید آل ترتیبی است اگر و تنها اگر‎ 
است.‎ Q دو) }2 > 4,2 € 32 : ۶ 6 2{ = 9 1 «کوچکترین» فیلتر ترنیبی شامل‎ 
Q = ۵ همچنین ۰ 0 فبلتر ترتیبی است اگر و تنها اگر‎ 
| 0 = 2 تک‌عضوی باشد. می‌نوبسیم ± إ= @ | و‎ 9 = {x} اگر‎ 
نشان دهید احکام زیر معادلند:‎ .2,۷ € P مجموعه‌ای مرتب است و‎ (p, >( فرض کنید‎ 
! « > الف) نس‎ 
a Cy ب)‎ 
.« € @Q ع ن آن‌گاه‎ Q پ) برای ھر اید آل ترتیبی 9 در .اگر‎ 
Py ۸ Py =O بعنی‎ bil دو مجموعه مرتب مجرا‎ (Py Sy) (Py >۱( فرض کنید‎ 
همراه با رابطه زبر مجموعه‌ای مرتب است: برای هر‎ P = Py لا‎ Py نشان دهید‎ 
2, 1 > ۲ 


2 > رز‎ + (rye Py kz >۱ ۷ ۷ (zy E Py & xz > Y) 


این مجموعه مرتب را اجنماع ترتببی Py‏ و 7 می‌گوییم و با 7۱۱۱۳۷ نمایش 
می 3 هیج: 

فرض کنید (۱> ,) ,(۲> (Pr‏ دو مجموعه مرتب مجرا باشند. GLAS‏ دهبد 
۱ لا = P‏ همراه با dbl,‏ زیر مجموعه‌ای مرتب است: برای هر ۲ € با ,2 


۲ > رز‎ <> (zy E Py&z <, y) V (zy € Pr&z <, y) V (z € Py, y€ Pr) 


Yo 


(¥ 


۷۱ ترتیبی‎ abt, 


۱۱( با رسم نمودار ترتیبی» مثال‌هاپی برای Py‏ لا ,۶ و Py‏ @ ,۶ ارائه دهبد. 
(VY‏ فرض کنبد ,۰۰۰۰۴ ,2 مجموعه‌هایی مرنب باشند. نشان دهید Py‏ × ۰۰۰ × بل = ۲ 
Mal, Walon‏ رکو ی tell‏ 
(Vi) ti ys (Poo)‏ ج (۷0۱,۰۰۰۷۱) > )”2 ,21,۰۰( 
این ترتیب را ترنیب مولفه‌ای می‌گویيم. 


۳( فرض کنید دو محموغه (EEL Unis‏ تسان P= ۱ «Pe des:‏ همراه با 
رابطه زیر مجموعه‌ای مرتب است: 


By > yy)‏ & بل = Zr) > (Yi Yr) > (21 > yy) V (ay‏ روه) 


این ترتیب را ترتیب قاموسی می‌نامیم. 


.4, 8 € 74۳ است و‎ P فرض کنبد 74 مجموعه اید آل‌های ترتیبی مجموعه مرتب‎ (VF 
۲ - ۸ داریم 8 >--۸ اگر و تنها اگر عضو مینیمالی چون از‎ (dP, نشان دهید در (ع‎ 
B= AU {bd} وجود داشته باشد به طوری که‎ 


(الف) (ب) (ب) 


17( فرض کنید Py‏ و Py‏ زنجیر باشند. ثابت کنید Py x Py‏ با ترتیب فاموسی زنجیر است. 

(VY‏ فرض کنبد Py‏ و Py‏ زنجبر باشند. ثابت کنید x Py‏ 7 با ترتیب مولفه‌ای زنجیر است 
ase Si esas‏ 5 را lg de suey‏ 

5 0 و‎ PUQ و 0 دو مجموعةٌ مرتب مجر باشند. اید آل‌های ترتیبی‎ P فرض کنبد‎ (VA 
و 0 مشخص کنبد.‎ P را بر حسب اید آل‌های ترتیبی‎ 

14( فرض and‏ ۶ و @ دو مجموعه مرتبند. اید آل‌های نرتیبی @ (PX‏ مجهز به ترتبب 


YY‏ مبانی ریاضیات 


(Te‏ نمودار ترتیبی زیر را در نظر بگیرید و سوپریمم و اینفیمم هر یک از مجموعه‌های زیر راء 
در صورت وجود» مشخص کنید. 


11( مجموعه  )۱, ۲,۴,۵, ۲,۱۲, ۲۰,۳۰, Vo}‏ 0 را همراه با رابطةٌ ترتیبی بخشپذیری 
در N‏ در نظر بگبرید. آیا Q‏ مشکه است؟ نمودار ۵ را رسم کنید. 


(TY‏ با توجه به نمودار ترتیبی زیر عضوهای 
Ak, \V/f{c,d,e},cV (dVe),dVe,cVe, (Ae) ۰‏ (۸ )3۸۸/۸ 


را» در صورت وجود بیابید. 


(YY‏ فرض کنید )< (L,‏ مشبکه است. نشان دهید احکام زیر معادلند: 
(call‏ لا > 2 ؛ 
ب( 2 - ۷ 2۸ ) 


ب) 1 < 1 ۷ 2. 


فصل ۸ 
ارطه یا ۰ 
رابطه هم‌ارری 


در این فصل یکی دیگر از انواع بسیار مهم رابطه را بررسی می‌کنیم. 


۸ تعریف 
رابطة 7 روی مجموعه 4 را رابطه هم‌ارزی می‌گوییم اگر انعکاسی تقارنی و متعدی باشد. 


۸ مسئله 

نشان دهید برای هر مجموعه 1A‏ رابطه‌های ۵۸ و ۷ هم‌ارزی هستند. UT‏ رابطة 0 
نیز هم‌ارزی است؟ اگر ۶ مجموعه همه رابطه‌های هم‌ارزی روی 4 باشد» کوچک‌ترین و 
بزرگ‌ترین عضو مجموعة مرتب (E,C)‏ کدامند؟ 


۸ مسئله 

نشان دهید رابطه همنهشتی به پیمانه « یک Marl,‏ هم‌ارزی روی 7 است (تمرین ۱۷.1 را 
Ces‏ 

۸ تذکر 


اگر نماد مشخصی از قبیل Sn‏ برای نمایش رابطهٌ هم‌ارزی وجود نداشته باشد» معمولا" نماد 
~ (بخوانبد تبلدا) را به کار می‌بریم. 


۸ تعریف 
اگر ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعة (ناتهی) abl A‏ آن‌گاه برای هر ۸ € ct‏ مجموعة 


]2[ > ) 6 X:z~ gy} 


vi‏ مبانی ریاضیات 


ر رده ( دسته یا کلاس) هم‌ارزی 7 نحت ‏ می‌نامیم. مجموعه همه رده‌های هم‌ارزی ‏ را 


A= ۸ ~= )۱2[ : 2 € A} 


۸ تدکر 
با توجه به تعریف ۱۲.۵ ۰ [a]‏ را سافه « تحت رابطه ‏ و ~ /۸ را بافة ہ نیز می‌نامیم. 
نمادهای [a],‏ ہہت ہہ و 7 را نیز می‌توأنیم برای نمایش رده هم‌ارزی ته به کار ببریم. 


۸ مسئله 
مجموعه‌های خارح قسمتی ۸/۵ A/V,‏ را برای هر مجموعه دلخواه A‏ مشخص کنید. 


Aime A.A 
را مشخص کنبد.‎ Z/ En رده‌های هم‌ارزی وک و مت ا خارج فسمتی‎ 


Anas ۸‏ 
فرض کنیم ‏ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعه (ناتهی) A‏ است. دراین صورت برای هر 
EA‏ ۷ ,2 
ر ~ہ 7 ج [z7]=[y]‏ 
۸ 4.23 


فرض کنیم ‏ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعه (ناتهی) A‏ است. در این صورت: 
الف) برای هر ۸ € + 0 [2] 
ب) برای هر ۸ 6 ۵,۷ اگر [a] A [yl]‏ آن‌گاه 0 = [y]‏ ۸ ]2[ 
پ) ۸ = Ul(A/ ~) = Urealt]‏ 


تمرین ۸ 


الف) تعدادی رابطه روی A‏ بیابید. 


رابطه هم‌ارزی ۷۵ 


ب) تعدادی رابطة هم‌ارزی روی A‏ بیابید. 

پ) تعدادی رابطه روی A‏ بیابید که انعکاسی‌اند ولی متقارن و متعدی نیستند. 

ت) تعدادی رابطه روی ۸ بیابید که متفارنند Sy‏ انعکاسی و متعدی نیستند. 

ث) تعدادی رابطه روی A‏ بیابید که متعدی‌اند Sy‏ انعکاسی و متقارن نبستند. 

ج) تعدادی ترتیب جزئی روی A‏ بيابید. 

ج) تعدادی رابطه روی A‏ بیابید که نه انعکاسی نه متقارن نه پاد تقارن و نه متعدی‌اند. 
۲) برای هر عدد حقیقی 2» فرض کنبد [2] نشاندهند؟ (جزء صحیح » ی بر ی 
عدد صحیح کوچی‌تر یا مساوی cl‏ 2 است. رابطه مرا به صورت زیر روی ۸ تعربف 

5 

إو] = [2] =< زا م » 
wwe.) oe‏ ہ رابطه‌ای هم‌ارزی روی 7 است. رده‌های هم‌ارزی این رابطه را 
۴ فرض کنید × × × = 4۸. dhl,‏ مرا به صورت زیر روی ۸ تعریف کنید: 


(m,n) ~ (r,s) —>m+santr 


نشان دهید ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی ۸ است (عمل نفریق را به کار نبرید). 
۴ فرض کنید ([۰) - 2) ded, .5 2 2 x‏ هرا به صورت زیرروی 5 تعریف کنید؛ 
(a,b) ~ (c,d) <=> ad = be‏ 
ثابت کنید 4S‏ ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی 5 است . (عمل تقسیم را به کار نبرید.) 
0( نعیبن کنید برای هر یک از رابطه‌های زیر روی ۰ کدام ویژگی (یا ویژگیهای) رابطه 
هم‌ارزی shin‏ است. 


الف) x<y‏ ب) ل < 2 
پ) ۱ > | - | sole‏ إن - ها 
ث) r-yeQ‏ ج) و - ±2 SUS‏ است. 


چ 9 > ۲( - 2) 


1 فرض کنید ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی 0 7 ۸ است. نشان دهید زیرمجموعة نانهی 6 
از A‏ یک رده هم‌ارزی ~ است اگر و تنها اگر 


(3y € C) (zEC y~ 2( 


ol‏ ریاضیات 


فرض کنید 


))2, ۷( : ن‎ - ۰ + ۱( 
))2,۷( :  - 2 6 2[ 


ام 
Il‏ ۱۱ 


زیرمجموعه‌هابی از صفحه حقیقی ۴۸ × ۸ هستند. 

الف) نشان دهید 5 رابطه‌ای هم‌ارزی روی ۸ است و SCS‏ 

ب) رده‌های هم‌ارزی ٩"‏ را توصیف کنید. 

نشان دهید اشتراک هر خانواده از رابطه‌های هم‌ارزی روی مجموعه A‏ رابطه‌ای 
هم‌ارزی روی ۸ است. 

رابطه هم‌ارزی T‏ روی 1 را توصیف کنید که اشتراک همه رابطه‌های هم‌ارزی شامل 
SERANSER EE‏ ارت ly‏ هی کید 

فرض کنید × مجموعه‌ای متناهی و ناتهی است. رابطه ۴۸ را روی P(X)‏ به صورت 
زیر تعریف کنید: 


ARB 4 A=B پا‎ ۸ = B' 


درستی یا نادرستی احکام زیر را تعیین کنید. 

الف) ۸ هہ‌ارزی است. 

ب) P(X)/R‏ دقیقاً دو عضو دارد. 

پ) اگر « = | ×| آن‌گاه ۲۳۲۲ = IP(X)/Rl‏ 

ت) هر عضو P(X)/R‏ زیرمجموعه × است. 

فرض کنید ۸ رابطه‌ای روی × است. نشان دهید 7 هم‌ارزی است اگر و تنها اگر 


خانواده‌ای نانهی جون ۸ از زیرمجموعه‌های gil‏ و مجزای ‏ وجود داشته باشد به 
طوری که 


R=|(J{Ax ۸:۸ A) 


۷۹1 


(¥ 


(A 


(3 


(Vo 


رابطهٌ هم‌ارزی ۷۷ 


(VY‏ رابطه ہ را روی AR‏ صورت زیر در نظر بگیرید: 
eZ y-y ۸,‏ 2 - 2 جه (x,y)‏ ~ (0 ,2) 
ثابت کنید ~ هم‌ارزی است و ~ RI]‏ مشخص کنید. 
dal )۳‏ ہ را روی "1 به صورت زير در نظر بگیرید: 
yy) ~ )2۲,۷۲( > ۱ — ۲ = yy - 1‏ روت) 
نشان دهید ہ هم‌ارزی است و رده‌های GT‏ را مشخص کنبد. 
۴ فرض کنید 0 < ×. رابطه سرا روی × مثلئی می‌گویيم اگر 
7 مج رز جح مج بح ۵ جه ره بح بو 


نشان دهید: 
الف) ~ هم‌ارزی است اگر و تنها اگر انعکاسی و چرخشی باشد(تمرین ۱۴.۱ را ببینید). 
ب) سم هم‌ارزی است اگر و تنها اگرانعکاسی و مثلثی باشد. 

10( فرض کنید رابطه‌های Ry‏ و Ry‏ به ترتیب روی Ay‏ و ۸۷ هم‌ارزی باشند. نشان دهید 
رابطه ہ با تعریف زیر روی Ay x Ay‏ = ۸ هم‌ارزی است و رده‌های آن را بر حسب 
رده‌های Ry‏ و Ry‏ مشخص کنبد. 


(ay, ay) ~ (by, by) <> ay Ryby & ۲ 


)از رابطه‌های زیر کدام‌ها هم‌ارزی و کدام‌ها ترتیبی‌اند۱ 
الف) در 2 ؛ ۷ اگر و تنها اگر 2۱۷ و دان 
ب) در R‏ ؛ 2۸y‏ اگر و تنها اگر ه < ند. 
پ) در ۴R‏ ؛ 270 اگر و تنها اگر ۵ ع ر - . 
ت) در 2 × 2 ؛ (0,9()6,0) اگر و تنها اگر iad = be‏ 
ث) در R‏ ؛ 2y‏ اگر و تنها اگر polyp‏ 72 € » ( > ۸ 4 2 > ). 


ج) در ۱۲ (۷, )11( ,2( اگر و تنها اگر 


AER, (A>0), =z, y < y 


gl. VA‏ ریاضیات 


ج) در 10۲ ؛ (' ,)8( (x,‏ اگر و تنها اگر 


AER (A> \), 2 =Az, y -< 1y 


کنید ۸ رابطه‌ای شبه ترتیبی روی مجموعه A‏ است و رابطه 5 را به صورت زیر تعریف 
کنید: 


zSy © (rRy) A (yRz) 


الف) ثابت کنید 5 رابطه'ی هم‌ارزی است. 
ب) فرض کنید ۸/5 = 8 و 6 را به صورت زیر روی 8 تعریف کنید: 


XRY oVre X, ۷۷ 6۷ ۳ 


aus Gol‏ رابطه ۸ زو B‏ ترتببی جزئی است. 


۱۷ در هر یک از مثال‌های زیر ۰5 8 و 7 را با توجه به تعریف‌های آن‌ها در تمرین‎ (VA 
rRy ¢ sing > siny ؛‎ R الف( در‎ 
.2 Ry + 2۱ ب) در 2 ؛‎ 


فصل ٩‏ 
فراز 


دراین فصل مفهوم افراز مجموعه ناتهی × و ارتباط بسیار نزدیک آن را با مفهوم رابطه 
هم‌ارزی روی X‏ بررسی می کنیم. 


٩‏ تعریف 
مجموعة 7 متشکل از زیرمجموعه‌هایی از مجموعه (ناتهی) × را افراز × می‌گوییم اگر دارای 
GE Shes‏ زیر باشد: 

الف) هر عضو 7 مجموعه‌ای ناتهی باشد؛ یعنی 


۷۸ 6, ۸ ۶ 0 


ب) عضوهای 7 دو به دو مجرا باشند؛ بعنی 


۷۸, 7 2۳, AF 8 جح‎ ANB =0 


in UP HX by 


۸ 6 2 ,۲ 6 ۲,3۸ ع ۷ 


۹ مسئله 
فرض کنید (۲,۳ ,۱) = ×. همه افرازهای × را بیابید. 


۸۰ مبانی ریاضیات 


ans ۹‏ 
برای هر رابطه هم‌ارزی چون ~ روی AD‏ کہ مجموعه 


X/~= [ه])‎ : ۰ € X} 


یک افرار × است. (قضیه ۱۰۰۸ را ببینید.) 


۹ تله 
افراز متناظر با هر یک از رابطه‌های هم‌ارزی روی (۱,۲,۳) = × را که در حل تمرین ۱.۸ 
(uy‏ داده شده است به دست آورید و آن‌ها را با افرازهای مذکور در حل مسئله ۲.۹ مقایسه 


anes 1٩ 
اگر 7 افرازی از مجموعه (نانهی) × باشد رابطه نج با تعریف‎ 


cry @ )34 6 ()۵, ۷ € A) 
رابطه‌ای هم‌ارزی روی × است.‎ 


٩‏ مسئله 
رابطه هم‌ارزی متناظر با هر یک از افرازهای مجموعه (۲,۳ ,۱) = × را که در حل مسئله 
٩‏ به دست آوردید بنویسید و آن‌ها را با رابطه‌های هم‌ارزی مدکور در حل تمرین ۱.۸ 

(CO)‏ مقایسه کنید. 


٩‏ قضیه 
فرض oS‏ × مجموعه‌ای (نانهی) است. در این صورت 

الف) اگر ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی × و تہ رابطه هم‌ارزی حاصل از افراز ہ /26 روی 
× باشد (قضیۂ ۵.٩‏ را ببینید)؛ آن گاه cere‏ 

ب) اگر 7 افرازی از × و تہ al‏ هم‌ارزی حاصل از 2 باشد؛ آن گاه 2 X/ R=‏ 


ان دهد یک tans‏ ها عضو یدیما ۱۵ فار مارت داد 


افراز ۸۱ 
۲ فرض {Aahaer HS‏ <۸ و رعم() B=‏ دو افراز مجموعةٌ × باشند. نشان دهید 
{Aa 0۱ : (a, 8) 61 x J, 4 Bo ۶ 0}‏ نیز یک افراز × است. 


۳ فرض کنید {Aahaer‏ = ۸ یک افراز × و زعم(م8) = B‏ یک افراز ۷ است. نشان 
دهید : 


{Au x Bg : (a,8)€1x J} 
al ACY بت افران‎ 
هم‌ارزی زیر را روی × در نظر بگیرید.‎ deal و‎ × = {a,b,¢,d} فرض کنید‎ ۴ 
~= {(a, 0), (b, a), (a, a), (b, 5), (c,d), (d, e), (c, ¢), (4, 4)} 
درستی حکم «الف» فضیه ۷.۹ را برای این مثال تحقیق کنید.‎ 


۵ فرض کنید {a,b c,d,e}‏ = × و P= e,۵, {[, {4,e}‏ درستی حکم «ب» 


تابع 


تابع یکی از مفاهیم مهم و اساسی در سراسر ریاضیات است. با توجه به اهمیت این مفهوم 
سعی شده است که تعریف‌ها و فضبه‌های درباره تابع تا حد امکان مسنقل از مطالب فصل ۵ 
دراین فصل مطرح و مطالعه شوند. 
۰ تعریف 
فرض کنیم A‏ و 7 مجموعه‌اند. تابع ‏ از ۸ به 9 به نمايش 8 ج 4 : ۶ (AS BY)‏ 
رابطه‌ای از A‏ به 8 است که در شرایط زیر صدق می‌کند: 

الف) برای هر ۸ 2 عضوی جون 8 € ی وجود دارد به طوری که (x,y) € f‏ 

ب) اگر (2,۷۱) و yy)‏ ,©( در باشند. آن‌گاه Uy‏ = ۰9۱ 


۰ تذکر 

۱ شرط «الف» تعریف تابع بیان می کند که هر عضو ۸ حداقل یک بار در مولفه اول زوجی 
متعلق به f‏ ظاهر می‌شود و شرط ve! «Uy‏ می‌کند که هر عضو ۸4 حدا کثر یک بار در 
مولفه اول زوجی متعلق به ۶ رخ دهد. بنابراین این دو شرط روی هم چنین بیان می‌کنند: 


هر عضو A‏ دفبقا یک بار در مولفه اول زوجی از / ظاهر می‌شود 
به عبارت دیگر 
(Vz € A) )3! 6 B) [(z,y) € f]‏ 


51 اگر تابع از A‏ به A‏ باشد. می‌گوییم f‏ روی A‏ تعریف شده است. 


Af‏ مبانی ریاضیات 


٥‏ تعريف 
فرض کنیم 8 + 4 : f‏ تابع است. در این صورت: 
الف) برای هر ۸ ct‏ عضو منحصر به فرد 8 € ن را که lS (x,y) € f‏ 2 تحت ۶ 
می‌نامیم و آن را با f(z)‏ نمایش می‌دهیم و می‌نویسیم ! 
y= f(z)‏ با (2)] مد ± 


ب) مجموعهٌ A‏ را دامنه f‏ می‌ناميم و آن را با Domf‏ نمایش می‌دهيم. 
پ) مجموعهٌ 8 را همدامنه f‏ می‌نامیم و آن را با Codf‏ نمایش می‌دهيم. 
ت) مجموعه زیر را 0155 ( برد یا تصویر ) f‏ می‌نامیم: 


(f(A) = Ranf =) ۶ {y€ B: 32 € ۸,۷ = f(z)} 
{f(z): 2 € A} 


Ht 


۰ تذکر 
»> شرط «الف» را در تعریف تابع (در واقع سور عمومی Ayal‏ حدف می‌کنند و صرفا شرط 
«ب» را قایل می‌شوند. دراین صورت دامنه تابع B‏ ۸ 2 ل را برابر با زیرمجموعه 


Domf = 12 6 ۸۰: 3 6 B,y = f(z)} 


از A‏ در نظر می گیرند و می‌نویسند 8 ج Domf‏ : . 


۰ تدکر 
با نوجه به نمادگذاری‌های بالاء شرایط «الف» و «ب» تعریف تابع 8 - ۸ : را به صورت 
متداول‌تر زیر نیز می‌توان بیان کرد: 

(al‏ بسته بودن : 8 € EA) f(z)‏ ۷۰) ؛ 

(Ve\,ty € ۸( [ty = ۲ > f(z\) = f(zy)] : ب) خوشتعریفی‎ 


۰ مسئله 
فرض کنید {a,b,c}‏ = ۸ و (۱,۲,۳) = 8. در هر مورد زیر چنان رابطه‌ای از ۸ به 8 
بنوبسید که: 

یک) Stash ab‏ آن را مشخص کنید. 

دو) در شرط «الف» ab‏ صدق ASS‏ 

سه) در شرط «الف» تابع صدق کند. ولی دارای ویژگی «ب» نباشد. 

جهار) در شرط «ب» تابع صدق کند؛ ولی دارای ویژگی «الف» نباشد. 


gals‏ در دروس جبر» نماد 27 به جای f(z)‏ په کار می‌رود. 


۸۵ ub 


پنج) در هیچ یک از دو شرط «الف» و «ب» تعربف تابع صدق نکند. 
Y.\o‏ ند کر 


در صورت امکان تابع 8 fA‏ را می‌توان با جدول دوسطری یا دوستونی پا نموداری به 
صورت dle‏ زیر نمایش داد. 


x |f(x) 

\ 

۲ 

۳ 
£ a 6b 6 
1] NN YF 

۰ تعریف 
فرض کنیم 8 ف ۸ و 9 چگ 0 تابعند. می‌گوييم که f‏ مساوی با و است و می‌نویسیم و < ۶ 


اگر 
الف( 0 < ۸ و ظ  -‏ ! 
ب) (Ve € 4) f(z) = gz)‏ 


کر 
برخی دو تابح 8 + 4 : f‏ و 2 + ٥‏ : و را مساوی می‌گویند اگر به عنوان دو رابطه و = f‏ و 
شرط تساوی‌های 0 = ۸ و 1 = 8 را قایل نمی‌شوند. این تعریف مورد نظر ما نہ نیست . 


۰ مسکئله 
فرض کنبد 8 + 4 : و ,7 ab‏ باشند. نشان دهید: 


f=g > Imf = Img 


LT‏ عکس این مطلب نیز درست است؟ برای پاسخ خود دلیل بیاورید. 


۰ مسئله 
آیا توابع زیر مساوی‌اند؟ برای پاسخ خود دلیل بیاورید. 


۲ب 1 : و ۲ب ۲ : ] 


۲ مہ 2 xr‏ جہ 2 


۰ 
07 


At‏ مبانی ریاضیات 


که در آن ٩ : 2 < o}‏ ع 2) = .R*‏ 


era ae 

الف) برای هر مجموعه جون B‏ کت تابع از 0 به 8 وجود دارد cpl)‏ تابع را با 0 
نمایش می‌دهیم و آن را تابع تهی می‌نامیم). 

ب) اگر 0 ۶ ۸ آن olf‏ هیچ تابعی از ۸ به 0 وحود ندارد. 

پا اگر T= fe}‏ مجموعه‌ای تک‌عضوی باشد. آن‌گاه برای هر مجموعه چون A‏ دقبقا 
یک تابع از 4 به 7 وجود دارد. 


۱۳۱۰ مسئله 
فرض کنید مجموعه‌های ناتهی ۸ و 8 به ترتیب دارای 7 عضو و «« عضو باشند. نشان دهید 
تعداد توابع از ۸ به B‏ برابر با mm”‏ است. 


۸۰ تعریف 


(Vee X) ۱ )2( = f(z) 


۱۵.٩‏ مسئله 
فرض کنید 8 + ۸ : f‏ تابع است و ۸ > ٭ و € ۲. با یک مثال نشان دهید که تحدید 
رابطه x pF‏ ی( GX Nigel gy‏ پیست: تحت چه شرطی ازوی 

× و ¥ این رابطه یک تابع از × به ۲ است؟ 


۰ تعریف 
فرض کنیم ۸ + 4 : 7 تابعی (روی (A‏ است و ۸ > X‏ می‌گویيم که × نحت ‏ ناوردا 
ایا يا بسته —f Xb)‏ ناوردا؛ - LLL‏ - بسته) است اگر 


(VeEX) fir)Ex 


۰ مسگله 
فرض as‏ ۸ + ۸ : 7 تابح و ۸ > × تحت ل ناوردا باشد. نشان دهید × ج X‏ : را تابع 


AY wt 


۰ تعریف 
تابع f: AVA‏ (روی 4) را تابع همانی روی A‏ می‌گوییم اگر 
A) f(z) < 2‏ ع (Ve‏ 


۰ تعریف 
فرض کنیم CA‏ . در این صورت wb‏ تحدید pids‏ × را با ۸ ج × : ix‏ (یا ۸ ج GX‏ 
نمايش می‌دهیم و آن را aul‏ شمول × در ۸ می‌نامیم. پس 

2 د  ()2(‏ (۸ ع ۷2) 


۰ تعریف 
اگر ab‏ 8 + 4 : ] به گونه‌ای باشد که 


)3 (ظ ع‎ (Vee A), f(x) < 0 


می‌گوییم که f‏ تابع ثابت با مقدار ۵ است. گاهی ‏ را با همان نماد b‏ نمایش می‌دهیم. 


۰ تعریف 
۰ تعریف 


هر تابع ۸ + × : ] از مجموعه اعداد طبیعی به مجموعه دلخواه A‏ را دنباله‌ای (نامتناهی) 
در ۸4 می‌نامیم. 


۰ تذکر 
هر dls‏ ۸ ج N‏ : با خانواده 


also‏ ] را با چم( بح ,(م) یا به طور ساده با (fn)‏ يا {fn}‏ نمایش می‌دهيم. 


۸۸ مبانی رپاضیات 


۳۳/۱۰ مسئله 
دنبالة فیبوناچی ۶ به صورت زیر تعربف می‌شود: 


fı = ۱ = fr, (Vn > ۲( fn = fn-\ + fn-{ 


۰ تعریف 
فرض کنیم × AC‏ تابع به نمایش (۱,ه) + × : ۸× ( × را خی با کای بخوانید) و با 


۱ TEA | 
vale) { 3 oe % 


۰ تعریف 


f:Ayx---x A,B 
را یک تابع با » متغیر می‌گوييم.‎ 


۰ مسئله 


منال‌هایی از یک تابع با دو متغیر حقیقی چون ‏ + f : 8 × R‏ و یک تابع با سه متغیر 
حقیقی چون Rx R × ROR‏ و ارائه دهید. 


۰ تعریف 
فرض کنیم ۸ یک مجموعه است. هر تابع با دو متغیر چون 
A‏ ب ۸ f: Ax‏ 


۳۹.۱۰ فتاه 
ال :ارک cle ee‏ رادشه 


۰ مسئله 


. عمل دوتابی روی مجموعه‌های زير وجود دارد؟ در هر مورد مثالی برنید‎ A> 
۸ < 0 (call 


A= {a} ب)‎ 
A= {a,b} ب)‎ 
A= {ay ar, an} ت(‎ 


۰ تذکر 
اگر نماد مشخصی برای نمایش عمل دوتایی مفروضی روی Me gee‏ مشخصی چون ۸ وجود 
نداشته باشد. از نماد * استفاده می‌کنیم. همجنین اگر 

x: Ax ۸ ب-‎ A 


۰ خوشتعریفی 
فرض کنیم + عملی دوتایی روی مجموعد 4 است. دراین صورت + تابعی از ۸ × 4 به ۸ 
است و در نتیجه باید در اصول موصوع معرف تابع صدق کند. بنابراین اگر مطابق قرارداد 
WL‏ به جای )9 ((# بنویسیم ل + ex‏ آن‌گاه + به عنوان یک تابع باید در شرایط معرف تابع 
صدق کند. یعنی 

الف) به ارای ھر .1*y € A) 7,4 € A4‏ به Ae SS ee‏ نس £3 b)‏ نحت) عمل + 
بسته باشد. 


ب) به ازای هر ١ت‏ 2 yy‏ بر در ۸ 


(ay, yy) = (ty, yy) => ۱ ۷ 1/۱ = TY * ۲ 


پا به عبارت ساده‌تر 
۲ ۴ 5۲ = 1۷۱ * 2۱ جح Vy‏ = را By Ly,‏ 
۰ مسئله 
آیا عمل تفسیم روی 7 یک عمل دوتایی (خوشتعریف) است؟ روی }0{ Qt = Q—‏ جطور؟ 
اعمال دونایی را درفصل ۲۱ نیز مطالعه خواهیم و 


۰ تعریف 
فرض کنیم B‏ ۸ : ] تابع است و ۸ ع ۰26 > Y‏ در این ضورت: 
الف) زیرمجموعد 


Yo‏ مبانی ریاضیات 


f(X) ]۷ 6 B: 32 EX, f(x) = y} 


(f(z) 2 € X} 


از 2 را BIG‏ (مستقیم) × تحت 7 می‌نامیم. £(X)‏ را با F(X)‏ نیز نمایش می‌دهند. 
ب) زیرمجموعه 


F(Y)= {ee A: f(z) EY} 


از ۸ را نگاره معکوس ا پیشنگارهٌ) ۲ تحت ۶ می‌گوييم و آن را با FOV)‏ نیز نمایش 
می‌دهیم. 


۰ تذکر 
الف) توجه کنبد که 8 > P(A)‏ و لزومی ندارد مساوی باشند (مثالی ارائه دهید)؛ ولی 
A4‏ = (8) ۴ (جرا؟) _ _ 
ب) اگر {y}‏ = 7 تک‌عضوی باشد به جای WF ))y[(‏ ((۲))۷ 77) می‌نویسیم (9) 7 
(يا (۱)۷ ٣‏ ). توجه AS‏ که b) 7 (y)‏ (۶-۱)۷) زیرمجموعه‌ای از ۸ است نه عضوی از آن› 
البته ممکن است مجموعه‌ای تک‌عضوی باشد. 


۰ مستئله 


تابع مذکور در تذکر ۷۰۱۰ را در نظر بگیرید و مجموعه‌های زیر را مشخص کنید. 
الف) F({a})‏ ب) F({a,b})‏ 
پ) F(A)‏ ت) F({a,c})‏ 


7 )۱( ج)‎ F(1.) we 

FON ح)‎ FOND ج)‎ 

f-\(B) د)‎ ۳ ee 

۰ مسئله 

فرض کنید 8 + ۸  :‏ تابع است و CA‏ ۰2 ظ > ۷. درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را 
الف) f(a) > F(X) > (3z > X) f(a) = f(x)‏ 
أ( f(a) € f(X) >a E X‏ 
ب) )۰2-۱ a € f 1(¥) > (3y EY)‏ 
a€ f7 (Y) > (3ye Y) a ۶-۱ (&‏ 
a 6 ۲۳۱)۷( 4 f(a) EY (&‏ 
ج( (۵) 1 ۳ A=‏ 


belmf 


تابع \4 


۰ قضبه 

فرضص oS‏ 8 ج ۸ : ] ab‏ است و ۸ > 2۲ ,2۱. در این صورت داریم 
Ca‏ (۶)۲۱ > (۶)6۱ ج 2۱ > × (می‌گوييم ‏ رابطه € را حفظ می کند) 
{XU ۱( = F(AX\)U F(X) (o‏ (می گوییم 71 عمل لا را حفظ می کند.) 
ب) Xr) CHK) OFX)‏ )7و نساوی لزوما برقرار نیست. 
L(X) - 7)۲0( 2۶0۱ - XY) CH‏ و تساوی لزوما برقرار نیست. 


۰ فضه 
فرض کنیم 8 fA‏ تابع است و 8 > ۰۷۱,۲۰ در این صورت: 
Y 2 ۷ > f(y) C F (Vr) CM‏ 


Fy, UYy) = F(Y)U 7۳ ب)‎ 
+ 4 

ب) FENIAN f(y)‏ 
FOS‏ ۶( 
ید ار واه MU Behe‏ و تفاضل را حفظ می کند. 

۰ مئله 

فرض کنید 8 + 4 : ] تابع است و ۸ € 26 8 > ۲. نشان دهبد: 
الف) ۷ > ((۲) ACF‏ و تساوی لزوماً برفرار نیست. 


NE‏ هساو وی رهق 
تمرین ۱۰ 


۱ هریک از نمودارهای زیر معرف رابطه‌ای از (2,۷,2) = ۸ به {u,v,u}‏ = 8 است. 
از Dom‏ به 8 بیابید به طوری که ۸ fC‏ 


الف) 
HH a 4‏ 
ل مت ۷ ( R:‏ 
Ls _,‏ 
e Da ee‏ 


ol.‏ ریاضیات 


۹۲ 


کک 


۲ از رابطه‌های زیر که روی 1 تعریف شده‌اند کدام‌ها تابعی روی 7 هستند؟ 


{(t,y) sy" +2 = [ه‎ (call 


ax‏ تابع RR‏ : ] به صورت زیر تعریف شده است: 


۵ z ع‎ 
fle) = { ۳ 2¢Q گر‎ 


1 


مفادیر و مجموعه‌های زیر را مشخص کنید. 

الف) FONT)‏ (۰7)۷ (۲۳۲۳۲۰۰۰ ۱۸/۲)؟ 

۶))۲,۱۰۲(( ))۷/۲,۲(( ))-۱,۰,۱(( ب)‎ 
f ۱))۴,۵(( ۰ ۱))-۳,۳(( Le, YY) پ)‎ 


(f‏ فرض کنید تابع B‏ ۸ :7 با نمودار زیر تعریف شده است: 


الف) f ot‏ را بیأہید. 


۹۳ eb 


ب) dal UT‏ ۶-۱ تابعی از 2 به A‏ است؟ 


پ) مجموعه‌های fv, w})‏ ((۱))۵ ([0,ه)) ۶ را مشخص کنید. 


f ROR al (۵‏ به صورت زیر نعریف شده است: 


۴2۳ 2 < ۵ اگر‎ 
f(2) = ( -آ‎ -—V<2<0 اکرب‎ 
۴-۵ 2r<-1 $1 


مقادیر و مجموعه‌های زیر را بیاببد. 

FIV) )۳( )-۷( الف)‎ 

1-٩, VAS) PUA, ۲,۷(( )1-۷,۳,۱(( Ce 
POG EE رل ی کر‎ 


)٦‏ تابع  : RT SR‏ را با ضابطه زیر در نظر بگیرید: 
f(z,y)=y'-2‏ 
فرض کنید [۱ ٥,‏ = ¥ و (۱)۲ ۶۳ را توصیف کنید. 


۷ فرض کنید A‏ ج ۸ : ۶ تابع است. نشان دهید اگر  as‏ عنوان رابطه‌ای روی A‏ 
انعکاسی باشد؛ آن‌گاه 0۸ = f‏ 


.f = باشند به طوری که و > . نشان دهید و‎ al و,]‎ : ۸ + 8 aS فرض‎ (A 


4( فرض کنید ۸ gle‏ رابطه‌ای از مجموعه ناتهی ۸ به 8 باشد که ۸ = .DomR‏ نشان 
دهید تابعی جون  : ۸4 B‏ وجود دارد به طوری R&S‏ > . 


(\o‏ فرض کنید 8 ج 4 : ] تابع است و 8 حداقل دو عضو دارد. نشان دهید: 


الف) اگر ٥‏ > 9 آن‌گاه lags‏ یک تابع چون ٩‏ + 4 : ۶ وجود دارد به طوری که 


(Ve € A) f(x) = f(z) 


ب) اگر 9 AC‏ آن‌گاه بیش ازیک تابع 2 De‏ وجود دارد به طوری که توسیع f‏ 
است. یعنی ‏ = م. 


مبانی ریاضیات 


af 


\\( فرض CAS‏ × و 8 + ۸4 : f‏ تابع و fix‏ = و تحدید f‏ بر × باشد. نشان دهید 


go VY) = × ۸ f7 1)۷ ( ۰۲ € 8 برای هر‎ 


فرض کنید 8 + 4 : f‏ و ۸ ج 8 : و تابع باشند. ثابت کنید ۸ و 8 را می‌توان به 
صورت اجتماع مجموعه‌های مجرا چون A A,‏ = ۸ و B= BYUBy‏ نوشت به 
طوری که f(Ay) = By‏ و .g(By) = Ay‏ 


Cre 


eS 455 YC 8 تابح است و‎ f:A— Bags فرض‎ (VT 


f-\(B-Y)=A-f-\(Y) 


F(X ۱ ۲)۲(( = F(X) OY الف)‎ 

(f7 ۲0۲ (( = f(4) ¥ ب(‎ 

فرض ans‏ 7 + 5 : ] تابع است و DE CTA BCS‏ درستی پا نادرستی 
احکام زیر را نشان دهید. 

f(A) C f(B) الف) اگر 8 ۸ آن‌گاه‎ 

f(D) را‎ Bal DCE ب) اگر‎ 


(۱۵ 


پ) اگر 0 = ۱ 2 آن‌گاه 0 = (8) ۸۴7 (ظ)۱ -7. 


فرض Y EE‏ + ۸× : [ تابع 4 {Aahael‏ خانواده‌ای از زبرمجموعه‌های 2و 
(ع»(1) خانواده‌ای از زیرمجموعه‌های ۲ باشد. نشان دهید: 


F(Uaer Aa) = Uaer f(Aa) الف)‎ 
F(Maer Aa) © Meer f(Aa) ب(‎ 
f (Uaey Ba) = aes  )ظ( پ)‎ 
۶ (aes Ba) = Maes 1 (80) ت)‎ 


دنباله فیبوناچی (fn)‏ = را در نظر بگیرید. نشان دهید برای هر ۱ > ck‏ عدد ۵ جمله 
fos‏ از onl‏ دنباله را می‌شمارد. 


فرض Bags‏ ج ۸ : ] تابع است. نشان دهید رابطه Ky‏ با تعربف 
f(a) = f(b)‏ © ارژه 


رابطه‌ای هم‌ارزی روی A‏ است. افراز ,۸/1 از مجموعة ۸ را مشخص کنبد. 


۱۷ 


سم 


(1۸ 


۹۵ wb 


14( فرض کنید × مجموعه همه توابع از مجموعة دلخواه ۸ به ٩۸‏ است. به ازای هر 
RN‏ 4 4 : ور , تعریف می‌کنیم که 
A), f(a) > g(a)‏ ع ۷۰) ج و > 
نشان دهید > یک lal‏ ترتیبی روی X‏ است. 
(Yo‏ فرض f:A—> 8 aS‏ و 2 ج C‏ : و تابعند. درستی يا نادرستی احکام زیر را تعبین 
الف) و دا ] تابعی از AUC‏ به BUD‏ است. 
ب) fag‏ تابعی از ۸۲۱۵ به 2 ۸ 8 است. 


)1( فرض کنید مجموعه‌های ۸ و 8 متناهی‌اند و تابعی چون 8 ج ۸  :‏ وجود دارد. جه 
رابطه‌ای بین |4| و ۶)۸(۱| وجود دارد؟ 


فصل ۱۱ 
ترکیب توابع 


دراین فصل عمل اتصال یا ترکیب دو تابع به یکدیگر را مطالعه می‌کنيم. 


۱ تعریف 
فرض کنیم 8 + 4 : f‏ و 6 ج 8 : و تابع هستند. ترکیب با و تابعی به نمایش 
f : AC‏ ه و است به طوری که 


(vz € A) (go f)(z) = g(f(z)) 
تد کر‎ ۱ 


با توجه به این تعریف» ترکیب ؟ با و یعنی ۶ ۰ و وقتی امکان پذیر است که Codf = Domg‏ 
البته برخی شرط ضعیف‌تر C Domg‏ 17 را Lb‏ می‌شوند که مورد نظر ما نبست. 


۱ تدکر 
ترکیب توابع را می‌توان با نموداری به صورت زیر نمایش داد 
ع #4 A‏ 
I™N 79‏ 
B‏ 


چنین نمودارهایی را نمودارهای تعویضیدیر می‌نامیم. به این معنی که مسیر مستقیم از ۸ 
به 8 با تابح مرکب go f‏ همان مسپر دو مرحله‌ای از ۸ به 8 با تابع ‏ و سپس از 8 به LO‏ 


۹۸ مبانی ریاضیات 


۱ مسئله 
ab‏ ۶ ه و را در نمودار زیر مشخص کنید : 


¢ حلص م 
\A‏ 
LS QW)‏ 


۱ مستئله 
فرض کنبد f : RGR‏ با ضابطه "× = f(r)‏ و 8 ج 8 : وبا ضابطه زیر تعربف شده 


ات : 


5 2-۳ 0 اگر‎ 
ate) = { Yor I> o اگر‎ 


als‏ مرکب ۶ ۰ f‏ › وه و » وه › f‏ ه ورا مشخص f Ul aS‏ ه و = وه ۶؟ 
۱ قضیه (وبزگی همانی) 
فرض کہم 8 + ۸ : / تابع است. در cpl‏ صورت: 
foida = f yidpof=f‏ 


۱ قضیه (شرکتہدیری) 
فرض کہم 8 ج ۸ ٥‏ جگ 8 ab CDi‏ هستند. در این صورت 


ho(gof)=(hog)of 


۱ مسئله 
احکام فضیه‌های 1 و ۷ را با نمودارهای تعویضپذیر نمایش دهید. 


١‏ تذکر 
برای هر تابع AB‏ : 7 دو تابع 


f* :P(B) — P(A) بو‎ : P(A) 4+ P(B) 


ترکیب توابع ۹۹ 


ی 
(VX EP(A)) f(X) = F(X)‏ 
(WY eP(B)) f(¥)=‏ 
۱ قفضه 
فرض کہم f : ۸ + B‏ و € + 8 : و تابعند. در این صورت: 
الف) fe‏ ه بو = fe‏ ه و) 
ب) (go fl = fog‏ به تغییر ترتیب توجه کنید. 


۱1 تذکر 
احکام قضیة ۱۰ را می‌توان با نمودارهای تعویضپذیر زیر نمایش داد: 
A £4 ¢ pay ‘22 pC)‏ 
fe N 7 +‏ = 9و7 IN‏ 
B P(A)‏ 
A £2 6 pA A pC‏ 
IN 79 = a ig‏ 
B P(B)‏ 


(به تغییر جهت پیکان‌ها توجه کنبد) 
۲ تذکر 


همراه با هر حاصل‌ضرب دکارتی 4۲ × Ay‏ دو تابع طبیعی و و Dy‏ 


Ay هس‎ x Ay = Ay 


با تعریف زیر وجود دارند 
2 < )¥ ,2) ۱ و pr(z,y) = Y‏ 


توابع ۱ و pr‏ را توابع تصویر » به ترتیب ؛ بر ۸۱ و بر ۸۱ می‌نامیم. در زیر ویژگی‌های توابع 
تصویر را مطالعه می کنیم. 


۱ فضه 

فرض کنیم fy 2 Ay‏ و 4۲ ج × : پر تابع هستند. در این صورت تابع منحصر به 
فرد Ay x Ay‏ جد X‏ : ] وجود دارد به طوری که مثلت‌های زیر تعوبضبدیرند؛ بعنی ۰ 
f‏ < 1 بو ]ع ]هم 


Ay x Ay 
P\ ~ Nu fy 
t 
Ay | f Ay 
fies Van 
2 


۱ مسګله 
فرض کنید 4 — ۸۱ : fy‏ و ۸ — fy: Ay‏ تابع هستند. نشان دهید نابعی منحصر به 
فرد چون Al x AY‏ ج f : ۸۱ × Ar‏ وجود دارد به طوری که مستطبل‌های زیر تعویضیدیرند 


Ay AE A, x Ay Ay 


| 
fy Lf ا‎ 


۸ eh Asa جات‎ at 
می‌نامیم.‎ fy در‎ fy نمایش می‌دهيم و آن را حاصل‌ضرب‎ fy × fy را با‎ f تابع‎ 


۱ تعریف 
فرض کنیم رع( 1۸ خانواده‌ای از مجموعه‌ها L‏ مجموعه اندیس 7 ات حاصل‌ضرب 
دکارتی (تعمیم یافته) این خانواده را با :4 Mier‏ یا :۸ Kier‏ نمایش می‌دهیم و آن را برابر با 
مجموعه زیر تعریف می‌کنیم : 
f(D 6 4:}‏ (61 4:۰۷ اج 7:) [[4i=‏ 


134 16] 


۱ ند کر 
درتمرین ۱۱ فصل ۱۴ نشان خواهیم داد که تعریف بالا با تعریف ۱۸.۴ «معادل» است. 


۱ تذکر 
A\UAY‏ ج ,4 : ۱ و ۸۱۱۸4۲ + ty: Ay‏ 


۱ قضیه 


فرض کم oY‏ ۸۱ : ,و و ۲ +- Ay‏ : بو تابع هستند به طوری که برای هر ۸۱۲۱۸۷ € 2 


ترکیب توأبع e‏ 


gy(z)‏ = (9۱)2. در این صورت تابع منحصر به فردی جون OY‏ ۸۷ ۸۱۱ : و وحود دارد به 
طوری که مثلث‌های نمودار زیر تعویضیذیرند؛ بعنی 9۱ = 98۱ 9 و 9۲ = 9۶۱ 9. 


A\U Ay 
1) 7 ۱ N ty 
A, Lg Ay 
VN L ۱ 
Y 


۱ مسئله 
توابع 4۷ لا 4۱ + Ay‏ : ,ژو Ay‏ لا ۸۱ + Ay‏ : بژرا با تعریف زیر در نظر بگبرید: 
)z( = (2, ۱(‏ زو (۲ =(y,‏ (2۲)۷ 


وجود دارد به طوری که بو = ٩۲ = 9۲ 99°F,‏ 9. 


۱ فضيه 
فرص کہم ےج Ay‏ : بوو gy :4 SAY‏ تابع wh‏ کر این صورت. تابع منحصر به فرد 
4 لا 4 + ۰ ۸۱ : و وجود دارد به طوری که مستطبل‌ cle‏ نمودار زیر تعویضیدپرند: 


Ay. =. Aline os Ay 


تابع و رابا :ولا :و نمايش می دهیم oly‏ رااجتماع مجرای ۰۱ و 9۲ می‌نامیم. 
تمرین ۱۱ 


(١‏ فرض کنبد دو fg ROR ab‏ به ترتیب با ضابطه‌های \ + ۲۰۲ = f(x)‏ و 
g(x) = 2‏ تعریف شده‌اند. توابع مرکب fogygof‏ را مشخص کنید. 

توابع Rt GR‏ و 8٩‏ +¬ 8 : و به ترتیب با f(a) = loge‏ و ۱۰۶ = )0 
تعریف شده اند. توابع مرکب ۰۶ و و fog‏ را مشخص کنید. 


۳ فرض کنبد تابع A‏ ج ۸  :‏ چنان باشد که برای هر A‏ € ه» f(f(a)) =a‏ ثابت کنید 
f‏ به عنوان رابطه‌ای روی A‏ متقارن است. 


gl ۱۰‏ ریاضیات 


بگیرید و نشان دهید: fla = fod‏ 


۵( برای هر عدد صحیح ». تابع ×۸ ج × : a‏ را به صورت زیر تعربف کنید: 


‘Hab = fla © ftp نشان دهید:‎ 

1( برای هر عدد صحیح . تابع ٨٩‏ ج Ag : N‏ را به صورت زیر تعریف کنید. 
EN) A(z) =z +‏ ۷) 

نشان دهید: :2۸ ه Nath = Ag‏ 
۷ قضیه ۱۳ و مسئله ۱۴ را به حاصل‌ضرب دکارتی Ay × ۰۰۰ × An‏ تعمیم دهید. 
(A‏ فرض کنید {Ai}ier‏ خانواده‌ای از مجموعه‌هاست. برای هر 1 € ژ. تابع تصویر 

Py ‘Vier Ai — Aj 
f~ ])( 
را در نظر بگیرید و همتای قضیه ۳ و مسئله ۱۴ را بیان و اثبات کنید.‎ 


4( همتای قضیه VA‏ مسئله ۱٩‏ و danas‏ ۰ را به daly‏ توابع تعمیم دهید. 


فصل ۱۲ 


توابع یک به یک پوشا و دوسوبی 


اغلب لازم است توابعی را در نظر بگیریم که ویژگی‌هابی بیشتر از وبژگی‌های «الف» و «ب» 
تعریف تابع دارند. برخی از ویژگی‌های متداول را در تعربف زیر می آوریم. 


۲ تعریف 
فرض کنیم 8 ج ۸ : ] تابع است. در این صورت می‌کوییم: 

(call‏ ۶ یک به یک (یا دک گزین) Slewl‏ برای هر ظ ع ۷ حداکثر یک ۸ € ت وجود 
داشته باشد به طوری که YE F(z)‏ 

اد Lay,‏ )| پوششی) است اگر برای هر 8 € ل حداقل یک ۸ 6 7 وجود داشته باشد 
به طوری که YE f(r)‏ 

iC‏ دوسویی است اگر یک به یک و پوشا باشد؛ یعنی برای هر 8 YE‏ دتفا یک 
A‏ € 7 وجود داشته باشد به طوری که Y= F(z)‏ 


۲ مسگله 


الف) 


۱۰ مبانی ریاضیات 


ب) 
a‏ 
b‏ 
پ) 
d‏ 
b‏ 
Cc‏ 
۲۳ فضه 


فرض BS‏ ج ۸ : ] تابع است. در این صورت احکام زیر معادلند: 
الف) ‏ یک به یک است. 
ب) برای هر 8 € ف 0 = (۲)0 "با (۲)0 7 مجموعه‌ای تک عضوی است. 
ب) برای هر ۸ € 2۲ ,2 


2 ج‎ vy => f(zy) # f(zy) 


(Ly, Ly EA برای هر‎ Co 


f(xy) = f(vy) = ۲۱ = ۲ 


۲ قضيه 
فرض کہم 8 ج ۸ : f‏ تابع است. در این صورت احکام زیر معادلند: 


ب) برای هر 8 > ۵ 0 عد ()۱ 77 
ب) 8 = f(A‏ 


۲ مسئله 
فرض A= {a,b,c} aS‏ 
الف) همه توابع یک به یک روی A‏ (از ۸ به (A‏ را با نمایش دو سطری تعریف کنید. 


توابع یک به یک پوشا و دوسویی 


ب) همه توابع پوششی روی A‏ را با نمایش دو سطری تعریف کنید. 
پ) همه توابع دوسویی روی 4 را بیابید. 


۲ مسئله 

فرض کنید  : RR‏ تابعی حقیقی است. نشان دهید: 
الف) ۶ یک به یک است اگر و تنها اگر هر خط افقی نمودار ۶ را حداکثر در یک نقطه 
ب) ۶ پوششی است اگر و تنها اگر هر خط افقی نمودار ‏ را حداقل در یک نقطه قطع کند. 
پ) 7 دوسویی است اگر و تنها اگر هر خط افقی نمودار ‏ را lindo‏ در یک نقطه alas‏ کند. 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از توابع حقیقی f RR‏ بیاورید به طوری که 
الف) یک به یک باشد ولی پوشا نباشد. 
ب) پوشا باشد ولی یک به یک نباشد. 
پ) نه پوشا باشد و نه یک به یک. 
ت) دوسویی باشد. 
۲ مسئله 
فرض کنید 8 + 4 : f‏ تابع است. نشان دهید: 
الف) اگر f‏ یک به یک باشد. آن‌گاه تابعی دوسویی از ۸ به زیرمجموعه‌ای از 8 وجود 
دار 


ب) اکر پوشا باش ان کا تابعی دوسویی از زیرمحموعه‌ای از ۸ به 8 وجود دارد: 


۲ مسئله 

Ges‏ کنید مجموعه متناهی ۸ دارای 7 عضو است. نشان دهید: 
الف) هر تابع یک به یک روی A‏ پوشا (و لذا دوسویی) است. 
ب) هر تابع پوشای روی SA‏ به یک (و لذا دوسوپی) است. 


پ) تعداد توابع دوسوبی روی A‏ برابر است با 


ni=n(n— ۱() (۸ 


۲ مسئله 
فرض AS‏ ۸4 ۰ عضو و ۰8 7۰ عضو دارد. 
الف) اگر en > m‏ چند تابع پوشا از A‏ به 8 وجود دارد؟ 


ol. \o‏ ریاضیات 


(w‏ اگر « > em‏ چند تابع یک به یک از ۸ به B‏ وجود دارد؟ 


۲ فضه 

فرض کنیم 8 ج ۸ :ون + 8 : و تابع هستند. در این صورت داریم 
الف) اگر ۶ و و یک به یک باشند. Sogo‏ به یک است. 
ب) f S\‏ و و log‏ باشند. go f‏ پوشا است. 
ب) اگر f‏ و و دوسویی باشند؛ Of‏ و دوسویی است. 


۲ فضه 

فرض ٥ yf: A+B oS‏ + 8 : و ابع هستند. در این صورت 
Se age PAN‏ وک هیک ات 
ب) ار ه و lag‏ باشد» و پوشاست. 
ب) اگر ۶ ه و دوسویی f abl‏ یک به یک و و پوشاست. 


۲ مسئله 
فرض کنید 8 ج ۸ : f‏ و 6 ج 8 : و تابعند. در هر مورد زیر با یک مثال نشان دهید حکم 
orto‏ شده نادرست است. 

الف) اگر f‏ ه و یک به یک باشد» و یک به یک است. 

ب) اگر f‏ ه و log‏ باشد. ۶ پوشاست. 

پ) اگر ۶ ه و دوسوبی باشد. ۶ و و دوسویی‌اند. 


۲ فضه 
ab‏ 8 ج4 : یک Soa‏ است اگر و تنها اگر برای هر زوج تابح ۸ ج ) hk:‏ 


foh=fok=>h=k 


۲ فضيه 


hof=kof=h=k 


(یعنی. ] نسبت به ترکیب توابع از سمت راست حدف می‌شود.) 


توابع پک په یک پوشا و دوسویی Mey‏ 


۲ بمسئله 
الف) f‏ یک به یک است. 


(WX\,Xy CA) f(X\NXy) = F(X) N F(X) ب)‎ 
(VX\,Xy CA) F(X) - Xy) = F(X) - F(Xr) پ)‎ 
(VX CA) f(A-X) CB-f(X) ت(‎ 

(VX C A) ) FOO) =X (/ 

۲ مسگله 

فرض کنید 8 -- ۸ : ] تابع است. نشان دهید احکام زیر معادلند. 
الف) f‏ پوشاست. 


(WX CA) B- f(X) CF(A-X) ب)‎ 
(WY CB) f(F(Y)) =¥ پ)‎ 


۲ مسئله 

فرض کنید توابع 4٩‏ ج ۸ : ۱ و fy : A, +A‏ یک به یک (بوشا) هستند. نشان دهید 
al‏ حاصل‌ضرب ‏ × ,] یک به یک (پوشا) است (مسئلة ۱۴۰۱۱ را ببینید). آیا عکس این 
مطالب درست است؟ 


۲ مسئله 
فرض کنید توابع ۸٩‏ ج Ay‏ و و ۸ ج 4۲ : ویک به یک (بوشا) هستند. نشان دهید که 


تمرین ۱۲ 


۱ توابع RR‏ : و,] را با ضابطه‌های ۱ + 2۲ = (7)2 و ۲ +2 = g(t)‏ در نظر 
بگیرید. 
الف) F(R)‏ و g(R)‏ را مشخص کنید. 
ب) فرض کنبد [۱ ,۱-] = 0 و ((۲)0۲)0 را مشخص کنید. 
پ) fog ab‏ را مشخص کنید. 
ت) LF‏ ]یک به یک است؟ 


۱۰۸ مبانی ریاضیات 


ث) LT‏ و یک به یک است؟ 


۲ فرض کنید (۲ ,۱ ,۰) = ۸4 و B= {a,b}‏ 
الف) همه تابع‌های 8 ج 4 : ۶ را پیابید. 
ب) کدام‌ها پوشا هستند؟ 

پ) کدام‌ها یک به یک هستند؟ 
(wo‏ کدام‌ها دوسویی‌اند؟ 


۳( تابع ROR‏ : ۶ به صورت زیر تعریف شده است. یک به یک یاپوششی بودن ۶ را 
بررسی کنید. 
اگر ۵> + fz‏ 
اگر ۵ > 2 > ۷ 2۲-۲ { = f(a)‏ 
ای r<—'l‏ 2 - ۴ 
۴ تعبین کنید که از تابع‌های زیر روی eZ‏ کدام‌ها یک به یک و کدام‌ها پوشا هستند. 
الف) ۲ rw‏ 
ب) 2 مد 2 
پ) tr‏ مہ اگر ت زوج باشد و ه مہ ت اگر 2 فرد باشد. 
(ow‏ ۲۱ + ۲ ہ1 
۵( فرض کنید (۲ ,۰,۱ ,۱-,۲-) = × و R‏ ج 1 f‏ تابعی با ضابطه ۲ - 2۲ = f(z)‏ 
باشد. نگارةٌ f‏ را بیابید. پوششی: یک به یک و دوسویی بودن 7 را بررسی کنید. 
1( مثال‌هابی از توابع × f : N+‏ بیاورید به طوری که 
الف) یک به یک و پوشا باشد. 
ب) یک به یک باشد ولی پوشا نباشد. 
ب) یک به یک نباشد» ولی پوشا باشد. 
ت) نه یک به یک و نه پوشا باشد. 
(Y‏ توابع زیر را روی R‏ در نظر بگیرید. 81% هر یک را بیابید. پک به یک؛ پوششی 3 
دوسویی بودن این توابع را بررسی کنید. 
f(x) = ۲۰۲ + ۵ (cad‏ 
ب) g(t) = cost‏ 


A(z) = 2* -۱ ب)‎ 


توابع یک به یک؛ پوشا و دوسویی ۹ 


(A‏ فرض کنبد تابع ۷+ × : f‏ پوشاست و 8 و 0 زیرمجموعهٌ ۲ هستند. ثابت کنید اگر 
SF (G)‏ (ظ)۱ 7 آن‌گاه B=C‏ مثالی بیاورید که نشان دهد اگر f‏ پوشا نباشد؛ 


4( فرض کنید ab‏ 7 دوسویی است و fog‏ و ]۰ ۸ تعریف شوند. نشان دهید ۸ یک به 


باشد. 
۰) چند تابع یک به یک چون [۱۰ ,۲,۰۰۰ ,۱) ج (۸ ,۲,۰۰۰ ,۱)  :‏ وجود دارد؟ 
۱) فرض کنید مجموعه × دارای عضو و ۲ دارای « عضواست. نشان دهید اگر 
m <n‏ آن‌گاه دقیقا پې تابع یک به یک از × به ۲ وجود دارد. ۱ 
(VY‏ فرض کنبد yon ym‏ عدد طبیعی‌اند و ۸ > im‏ > ۱. فرض کنید on(m)‏ تعداد توابع 
پوشا از یک Ae gare‏ ۸ عضوی به یک مجموعه M‏ عضوی است. نشان دهید: 
الف( on (m) =m" - DP (P)on(k)‏ 
ب( ۳( -)()۱(۳): 2 on(m)‏ 
که در آن Tey‏ = () 


1۳( فرض کنید alg‏ 8 ج 4 : f‏ 0 + 8 : وو ۸ب 0 : ۸ چنان باشند که ]و و 
۸و یک به یک و fhg‏ پوشا باشد. ثابت کنید هر سه تابع of‏ و و ۸ دوسویی‌اند. 


فصل ۱۳ 
وارون‌های e's‏ 


در فصل ۵ دیدیم که برای هر رابطه سه نوع وارون؛ چپ: راست و دوطرفه؛ وجود دارد. ولی 
altos‏ زیر نشان می دهد که تی اکر رابطه از 4 به 8 ab‏ باشد» وارون‌های آن ممکن است 
تابعی از 8 به ۸ نباشند. 


۳ مسئله 
فرض کنید A= {a,b}‏ , [۱,۲) = 8. تابع ((۱(,)۵,۱,ع)) = SF‏ را از ۸ به 8 در نظر 
بگیرید. نشان دهید که هیچ یک از وارون‌های چپ راست یا دوطرفه ۶ به عنوان رابطه‌ای از 
8 به ۸ تابعی از 8 به ۸ نیست. 

دراین فصل وارون‌هایی (چپ, راست پا دوطرفه) از توابع مورد نظر هستند که خود تابع 
باشند 


با uals‏ وازون‌های alo‏ را با تماد گنا ری OS oiled‏ 


۳ تعریف 
فرض کنیم 8 + ۸ : f‏ تابع است . در این صورت: 

الف) تابعی چون BA‏ : و را وارون چپ f‏ می‌گویيم اگر ida‏ = 7 و؛ یعنی مثلث 
زیر تعویضپدیر باشد 


A+B 
10۸ Ny ¥9 
A 


ب) تابعی چون BA‏ ۸ را وارون راست f‏ می گوییم اگر ےل = foh‏ یعنی مثلث 
زیر تعویضبدیر باشد 


VN‏ مبانی ریاضیات 


AB 
ht Zidg 
B 


ب) تابعی چون  : BA‏ را وارون (دوطرفه) f‏ می‌گوییم اگر هم وارون چپ و 
هم وارون راست آن باشد. 


فضيه زیر بیان دیگری از مفاهیم بالا است. 


۳ فضه 
فرض کنیم 7 ج ۸ : f‏ تابع است. در این Tey po‏ 
الف) تابعی جون ۸ ج 8 : و وارون چپ S\ cul f‏ و 


(Va € A) g(f(a)) = a 


Co‏ تابعی جون BA‏ : ۸ وارون راست ا کر 


(Vb € B) f(h(b)) = ۶ 


پ) تابعی چون ۸4 ج 8 : ۶ وارون (دوطرفه) / است اگر و تنها اگر برای هر ۸ € » و 


هر bEB‏ 
=by f'(f(a)) =a‏ ((۵) 1۳ 
۲۳ مسئله 
فرض کنید {a,b}‏ = ۸ و (۲,۳ ,۱) B=‏ تابع ((۲ ,6( ,)\ f = {(a,‏ را از ۸ به 8 در نظر 


۶ همه رابطه‌هایی را از 8 به ۸ بنویسید به طوری که به عنوان رابطه وارون چپ‎ (call 
هستند؟‎ A باشند. از این رابطه‌هاء کدام‌ها تابعی از 8 به‎ 

ب) همه رابطه‌های از 8 به ۸ را بنوبسید به طوری که به عنوان رابطه وارون راست fo‏ 
باشند. از این رابطه‌هاء کدام‌ها تابعی از به A‏ هستند؟ 


۳ مستئله 
فرض کنید {a,b,c‏ = ۸ و (۱,۲) = 8. تابع ((۲ ,6) ,(۲ ,8( ,)\ {(a,‏ = را از ۸ به 8 در 
الف) همه رابطه‌های از 8 به 4 را بنویسید به طوری که به عنوان رابطه» وارون چپ / 


وارون‌های توابع ۱۱۳ 


ب) همه رابطه‌های از 8 به ۸ را بنویسبد به طوری که به عنوان رابطه؛ وارون راست 7 


۳ تدذکر 

وفنی صحبت از وارون چپ» راست يا دوطرفه تابع f‏ می‌کنيم منظور «تابعی» است که وارون 
چپ راست با دوطرفةٌ ز است. مسئله‌های بالا نشان می‌دهند که یک تابع ممکن است وارون 
چپ» راست یا دوطرفه نداشته باشد. همچنین؛ وارون چپ با راست» در صورت وجود؛ لزوماً 
منحصر به فرد نبست. ولی؛ مسئلهٌ زیر نشان می‌دهد که وارون (دوطرفه) تابع» در صورت 
وجود. منحصر به فرد است. 


۳ مستئله 
فرض کنید ‏ + ۸4 : ] تابع است. با استفاده از قضبه ۳.۱۳ ثابت کنید: 

الف) اگر و یک وارون چپ و ۸ یک وارون راست 7 باشد. آن‌گاه ۸ = و و لذا / وارون 
(دوطرفه) دارد. 

ب) وارون 7 در صورت وجود» منحصر به فرد است. 

پ) اگر ۶ بیش ازیک وارون چپ داشته باشد. وارون راست ندارد. 

ت) اگر ۶ بیش ازیک وارون راست داشته باشد» وارون چپ ندارد. 


۳ تعریف 


می‌گوبیم که تابع B‏ ب 7:۸ وارونبذیر است اگر وارون ‏ وجود داشته باشد. دراين صورت 
وارون BALLS‏ : ۲ 77 نمايش می‌دهیم. 


۳ تذکر 


۳ قفضه 
فرص کہم 8 ج 4 BC yf:‏ : و تابعند. در این صورت: 
الف) اگر تابع f‏ واروندیر باشد آن گاه تابع | واروندیر است و در این صورت 


(ff) =f 


ب) اک و 9 واروندیر باشند. f‏ ه و وارونیدیر است و در این صورت 


۲۱ ۳۱( ه و) 


YT‏ مبانی ریاضیات 


۳ مسئله 
با یک مثال نشان دهید که ممکن است ۶ ه و وارونبذیر باشد» ولی ۶ و و وارونپذیر نباشند. 


قضية ران می‌دهد که تحت جه شرایطی تابعی وارون جب. راست پا دوطرفه دارد. 


۳ قضیه 
الف) فرض fi 4 + 8 oS‏ تابع است. در این صورت fi AFD‏ وارون چپ دارد اگر و تنها 
اگر ۶ یک به یک باشد. 

ب) تابع f‏ وارون راست دارد اگر و تنها اگر ‏ پوشا باشد. 

پ) تابع ۶ وارون (دوطرفه) دارد اگر و تنها اگر ۶ دوسوپی باشد. 


تمرین ۱۳ 


۱) فرض کنید تابع f : RR‏ با ضابطه ۲ - ۲2 = f(z)‏ تعریف شده است. 
الف) Col‏ کنبد ‏ دوسوپی است. 
ب) تابع " "را بیابید. 
۲) تابع NN‏ : ۶ را با f(n) =n" dale‏ در نظر بگیرید. نشان دهید: 
الف) ‏ وارون راست ندارد. 
ب) حداقل دو وارون چپ برای / بیابید. 
۳ فرض aS‏ (۰ < 1:۰ «) = 5. تابع 5 ج 5 : ورا با ضابطه "± = (2)و در نظر 
بگیرید. ثابت کنید و دوسویی است و وارون ay‏ را بیابید. 
RR ab UT )۴‏ : با تعریف ۲« = h(x)‏ وارونپدیر است؟ 
ab ۵‏ ۴ ج (۱,۱-) : ۶ را با ضابطه زير در نظر بگیرید: 


r 
— \ogt 


f(z) 
وبا تعریف‎ : R نشان دهید تابع (۱,۱-) ج‎ 


۳ 
سس = (9)2 
۲ + ۱ 4 ۱ )7( 


وارون f‏ است. 


وارون‌های توابع ۱۱۵ 


1( نشان دهید تابع RR!‏ ]با تعریف زیر یک به یک است و یک وارون چپ برای 
tole fo‏ 


f(t) = ((t + ۱(۲,)۲۸ + ۱(۲( 


¥( فرض کنید ۶ f : A‏ 0 ج 8 : وو۸ ج 0 : تابع هستند به طوری 
که fhg = idg chgf = id,‏ و saps les gfh = ide‏ هر یک از توابع وو < 


دوسویی‌اند و وارون آن‌ها را بیابید. 
(A‏ فرض کنید 7 + 5 : 7 تابع است و 0 # 5. تابعی جون 5 + ۲ : ۸ بیابید به طوری 
الف) هر تابع با duel‏ نانهی» یک به یک است اگر و تنها اگر وارون چپ داشته باشد. 
ب) هرتابع پوشاست اگر و تنها اگر وارون راست داشته باشد. 
LT (V0‏ تابعی که وارون جب منحصر به فرد دارد؛ دوسویی است؟ 


1۱( فرض fog AS‏ تعریف شود و f‏ . و هر دو وارون چب داشته باشند. نان دهد fog‏ 


وارون are‏ دارد. 


این فصل ly‏ ره مطالعة مفهوم مهم مجموعه‌های Coe‏ اختصاص می‌دهیم. 


۴ تذکر 


۴ مستئله 
برای هر یک از مجموعه‌های 
AS 0,4 (۱۲۳۱۱۵‏ 


همه یکریختی‌های روی A‏ (از ۸ به (A‏ را بنویسید. 


wy i ۴‏ 
می‌گوییم مجموعه A‏ یکریخت ( هم‌ارز یا همعدد) مجموعه 7 است و می‌نوبسیم 8 = 4 
اگر حداقل یک یکریختی چون  : 4 B‏ وجود داشته باشد. اگر ۸ یکریخت 8 نباشد 


۴ مسئله 
نشان دهید که رابطه یکریختی مجموعه‌ها رابطه‌ای هم‌ارزی ( انعکاسی. متقارن و متعدی ) 


۱۸ مبانی ریاضیات 
است. ( این مطلب مترادف بودن اصطلاح هم‌ارزی و یکریختی مجموعه‌ها را نوجیه می‌کند.) 


۴ فضبه 

فرض کنبد 8 ج 4 : ] تابع است. نان دید 
ACS‏ رای اف یک بت ات 
ب) $1 ۶ log‏ باشد. آن‌گاه B‏ با زیرمجموعه‌ای از ۸ یکربخت است. 


۴ مسئله 
فرض کنید برای هر عدد طبیعی ck‏ 


N(k) = PNG و‎ t 


الف) نشان دهبد N(1)‏ بح SIN (k)‏ و تنها اگر ]= ۸ 
ب) فصن AS‏ مجتموعته امت نهان A ON (Kk) Gos‏ اکرو تتها اکر 
A = {ay ar, °°, an}‏ 


پ) فرض AS‏ (ه,0۱,۵۲,۰۰۰) = 4 و }1 ,6,۵۷۲,۰۰۰ = 8. نشان دهبد SIAL B‏ 


و ننها اگر k=l‏ 

ali ۴ 

نشان دهید LN‏ هر یک از مجموعه‌های زیر بکرپخت است : 
الف) }2{ N,=NU‏ 


ب) 7 مجموعه اعداد طبیعی زوج. 

پ) ۸؛ مجموعه مضارب طبیعی عدد طبیعی مفروض «. 
ت) 0؛ مجموعه اعداد طبیعی فرد. 

Ga {nT ihn EN} ث)‎ 


۴ مسمسسکله 
نشان دهید 7 بح . 


۴ قضه 


یکریختی ۱۹ 


۴ مستله 
نشان دهید .N ~ N x N‏ 


۴ مسگله 
نشان دهید GR ab‏ (؟ ,؟-) : ۶ با ضابطه 2 = f(r)‏ بکربختی است. 


۴ مسئله 
فورض کنید cc ib ‘a‏ 0 اعداد حفبقی‌اند و أ > 1۰0۰ > 6. نشان دهید تابع f : [a,b] — [e, d]‏ 
با تعریف زیر یکریختی است. 


d—c be — ad 
Tigers E 


۴ قضیه 


۴ فضیه 


برای هر مجموعه ۰۸ AE P(A)‏ 


۴ تذکر 
به 8 (یا از 8 به ۸) بيابیم. dnd‏ مهم زیر نشان می‌دهد که اگر بتوانیم یک زوج تابع یک به 
یک (نه لزوما دوسوبی) چون f : 4 B‏ و 4 ج 8 : و بيابيمی آن‌گاه می‌توانيم تابعی 


۴ قضیه (شرودر - برنشتاین) 
اگر aly‏ یک به یک چون 8 -- ۸ : و ۸ ج 8 : و وجود داشته باشند. آن گاه Ax~ B‏ 


۴ مستئله 
با استفاده از فضیه شرودر - برنشتاین نان دهید: 
الف) Q~N‏ 


NYNXN (co 
پ) هر بازة باز » بسته یا نیم‌باز یکریخت 1 است.‎ 


۱۰ مبانی ریاضیات 


در پایان این فصل چند قضبه و ane‏ دیگر را مطرح می‌کنيم که در فصل ٩‏ به کار 


۴ قضبه 
فرض BLA aS‏ و 6 مجموعه‌اند. در این صورت: 
الف) }۱{ A ~ A x‏ 
ب( AxBr~BxA‏ 
ب( (A x B) x C x A x (B x C)‏ 


۴ قضبه 

فرض کم ۸ = ۸ و '8 BY‏ در این صورت: 
الف) AxB~ A' x B'‏ 
ب) اگر 0 = A40 B‏ و 0 = 0 4 آن‌گاه AUB x AUB'‏ 
ب( AUB > AUB‏ 


۴ نمادگذاری 
فرض کنیم A‏ و 8 مجموعه‌اند. مجموعهٌ همه توابع از A‏ به 8 را با 24 (یا (8 (Func(A,‏ 


۲ ۲ نشکا 

نشان دهید برای هر مجموعه چون ۸ داریم: 
A® ~ {0} (call‏ 
ب) ۸ ہے A‏ 
پ) AKA‏ ے At‏ 


۴ فضه 
برای هر مجموعه جون (A‏ داریم ۱(۶,ه) ~ P(A)‏ 


ate VENY 
Rw {o, VPN نشان دهبد‎ 


یکریختی ۲۱ 


۴ قفضه 
٥ oS os‏ < ۸ و 2 < 8. در این صورت AB~ CO?‏ 


۴ فضه 

فرض کنیم ۸ 8 و € مجموعهاند. در این صورت: 
الف) ار 0 - BAC‏ آن گاه ABC =~ AP x AC‏ 
نی هرمز نم ABUC‏ 
(A x (۴ x AS x BS (oe‏ 


ABXC بح‎ (AB ۴ (ww 


۱ ابیت کیب مجو Z‏ با مجموعه تمام اعداد صحیح فرد یکریخت است. 
۲( فرض کنید ab‏ ۲ جب × : ] پوشا و × متناهی است. نشان دهبد تعداد اعضای ۷ 
نمی‌تواند بیش از تعداد اعضای × باشد. 
1( نشان دهید برای هر ۱ B® ~(0,\) n>‏ 
۴ نشان دهید برای هر ۱ < \FR~ RR in‏ ,۰). 
0( فرض m,ne€N aS‏ 
(ll‏ فرض کنید <n‏ 7 و تابعی یک به یک مانند ۳ — 2  :‏ بیابید. 
ب) نشان دهید XMM‏ بح X™ × ×٣‏ 
ا یک SOBA UG‏ وی 
ت) نشان دهید ×۸١‏ ہہ Xx" × XN‏ 
ث) نشان دهید XN‏ ہ XN‏ بر XN‏ 
ج) CBS‏ 4 ثابعی یک به یک مانند 2 ج h XA‏ بيابید. 
1( نشان دهید ۰,۱(1۲) = × با زیرمجموعه سره‌ای از × یکریخت است. 
۲ فرض کنید 1١‏ و ۲[ ناتهی و مجرا از هم هستند. فرض کنید 1۲ لا ,1 = 1. ثابت کنبد: 


(TI 4.) x (TI 4s) > [] 4۰ 


a€ly 136 2 


ol. es‏ رباضیات 


(A‏ فرض کنبد {Aahacr‏ و {Bauer‏ خانواده‌هایی از مجموعه‌ها باشند. نشان دهید: 
الف) (0۱۵ 4۰)یعم] ] > (oer Ae) A Teer Ba)‏ 
ب) (Ines Aa)U Teer Ba)‏ با زیرمجموعه‌ای از Teer (AaU Ba)‏ یکریخت است. 
4( فرض Bi BCA AS‏ ج ۸ : ۲ تابعی یک به یک است. نشان دهید 8 > ۸. 
(Vo‏ فرض کنید 5 مجموعه‌ای با » عضو و 5 ج 5 Sia:‏ ج 5 : 8 توابعی باشند به 


طوری که ۱ - 7 = |(8)5= .|a(S)|‏ نشان دهید توابعی دوسویی چون ‏ و وروی 5 
وجود دارند به طوری که B= fag‏ 


است: 
Ay, F(T) € Ay}‏ € (۱۶)۱ ۸۱۱۸۸۲ + (۲ ,1۱ :)1 < ۲ 
تعمیم تعریف حاصل‌ضرب دکارنی Ay × Ay‏ است. 


P(B) > P{A)‏ : 7 مد کور در تدکر ۰۹۰۱۱ دوسویی اند 


دراين فصل قضيه مهمی را دربارهٌ توابع مطالعه می‌کنیم که همتای آن در تمام دروس جبر 
مطرح می‌شود. ابتدا برای ایجاد انگیزه این قضیه» مسئلهٌ bale‏ زیر را حل کنید. 


۵ مسکئله 
تابع B‏ + ۸: را به صورت زیر در نظر بگیرید: 


ی ا 


الف) مجموعه 7 = A‏ را به کمک تابع f‏ به گونه طبیعی افراز کنید و افراز به دست 
آمدہ را با 27 نمایش دهید. 


ب) تابعی بکربختی طبیعی چون NF‏ ۸/۶ به Imf‏ تعریف کنید. 


فضیه اساسی تابع در واقع حالت کلی حکم «ب» مسئلهٌ بالاست. ابتدا مسئلة زیر را حل 


۲۴ مبانی ریاضیات 


۵ مسئله 
رن کزان B‏ + ۸ : ] تابع است. لان ‘dso‏ 
الف) Imf}‏ ع ۱ : )۶-۱ = A/f‏ مجموعه Domf‏ = ۸ را افراز می‌کند. 
ب) نشان دهید dll,‏ به نمایش Ky‏ وبا تعریف 
akya <=> f(a) = f(a’)‏ 
برای A‏ € » ,ه» رابطه‌ای هم‌ارزی روی A‏ است. 
پ) نشان دهید ۸/۶ = AL Ky‏ 


۵ تعریف 
فرض کنیم 8 + ۸ : ] تابع است. Mla)‏ هم‌ارزی Ky‏ روی ۸ را هسته هم‌ارزی ۶ (یا به 


طور ساده؛ هسته (f‏ می‌نامیم. 
۵ مسئله 


الف) هسته تأبع vale f‏ شده در مله ۱:۷۵ زا مشخص کنید: 
ب) تابع (۰,۱) ب 7 : f‏ را با تعریف زیر در نظر بگیرید 


اگر ٣‏ ر ا © 
ر * زوج ؛ 5 
اگر م فرد باشد ۱ { = 1 


ها BOS atin |Z) Ks‏ 
لم زیر نشان می‌دهد که هر رابطه هم‌ارزی هسته Sy‏ تابع است. 
۵ لم 
فرض کنبد ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعه A‏ است. تابعی طبیعی و پوشا چون 
نم ۸ ج ۸ : 7 وحجود دارد به طوری که هسته برابر با تم ست ! یعنی ~= Ay‏ 


حال آماده‌ایم که فضیه اساسی تابح ر بیان کنیم. 


فرض کنیم 7 4 f‏ تابع است. در این صورت A/Ky = Imf‏ 


Abie ۵‏ 
درستی فضیه اساسی تابح را برای توابع زیر نحقیق کنید. 


فضيه اساسی تابع ۱۳۵ 


الف) تأبع f‏ داده شده دز لد ۴.0۵0 . 
ب) f : ZZ ab‏ با نعریف f(m) =r‏ که در آن 7 (کوجک‌ترین) بافيمانده 
(نامنفی ) حاصل از تقسیم 7 بر عدد طبیعی ابت ۸ است. 


تمرین ۱۵ 


al )۱‏ تصویر 5 ج 7 × 5 : را با تعریف و = f(s,t)‏ در نظر بگیرید. یکربختی 
(S x T)/f = 5‏ مذکور در قضبه اساسی توابع را توصیف کنید. 


ab )۲‏ «تفاضل» 2 ج "× Nx‏ : ] را با ضابطه زیر در نظر بگیرید. 


f(m,n) =m—n 


m+ni=ntm’ و تنها اگر‎ Sl(m,n)Ky(m',n’) نشان دهید‎ (call 

ب) با استفاده از توصیف Ky‏ در «الف»» به طور مستقیم تحقیق کنید که Ky‏ رابطه‌ای 
هم‌ارزی awl‏ 

پ) نتیجه بگیرید که 7 2 (N × N)/Ky‏ 


۳ فرض aS‏ 7 × ,7 = ۰2 یعنی 


X = {(m,n)|m,n € وه ر2‎ °} 


الف) نشان دهید رابطه b~‏ تعربف زیر رابطه‌ای هم‌ارزی روی × است: 


(m,n) ~ (p,q) <=> mp = nq 


ب) با استفاده از قضیه اساسی توأبع نشان دهید X/ m= Q‏ 


است. نشان دهید: 


الف) رابطهٌ 20 با تعریف زیر رابطه‌ای هم‌ارزی روی × است. 


zy EY xy <=> f(x) E f(xy) 


ب) نشان دهید tKy CE!‏ به عبارت دیگر 


zı Ky ty = >a, E' zy 


فرض کنید al‏ ۲۷ ج × : ] پوشاست. فرض کنبد ۸ رابطه‌ای هم‌ارزی روی X‏ 
است به طوری که ۸ > ,. نشان دهید رابطۂ 77 با تعریف زیر رابطه‌ای هم‌ارزی 
روی ۷ است: 


Ê R' Yy ج‎ 0 R Ly 
Sf (ty) = yy و‎ ])2۱( = yy که در آن‎ 


فرض کنید al‏ ۷ ج × : f‏ پوشاست. نشان دهد تناظری دوسوپی بین مجموعه 
همه رابطه‌های هم‌ارزی روی ۲ و مجموعه همه رابطه‌های هم‌ارزی روی × که شامل 
هه caf‏ وجود دارد. 

فرض ab wid‏ ۷ و × : f‏ به صورت f = gh‏ نجزبه می‌شود که در Ol‏ 
7ب × : پوشا و ۲ ج 72 : ویک به یک است. نشان دهید: 

(ull‏ یک تابع دوسوپی جون 2 + 77 : م وجود دارد به طوری که نمودار زیر در 
هر مسیر تعویضیدیر است : 

Imf 
ff wt 


x +, y 


| 
AN ¥ 79‏ 
2 
ب) ab‏ م با ویژگی بالا منحصر به فرد است. 
در تمرین ۰۸ به جای Spe lek Simp oy‏ × را قرار دهید aS‏ 


Ae Ke jal شا سل‎ 


۱۳۹1 


(1 


قضية اساسی تابع ۱۳۷ 


(\o‏ ( تعمیم قضیه اساسی توابع) فرض کنیم 7 + × : 4 تابعی پوشا و 5 ج × : م 
تابعی دلخواه باشد. نشان دهبد م از طریق « تجزیه می‌شود» یعنی تابعی چون 
5 ج ۲ : # وجود دارد به طوری که ہل = Slip‏ و تنها اگر Ky > Ky‏ به‌علاوه تابع 
۷ در صورت وجود» منحصر به فرد است و 
(Al‏ # یک به یک است اگر و تنها اگر Ky = Ko‏ 

\\( نشان دهید که فضیه اساسی توابع و تمرین‌های ۸ و ٩‏ حالت‌های خاص تمرین \o‏ 


هستند . 


(VY‏ فرض کنید E‏ و 7 به ترنیب رابطه‌هایی هم‌ارزی روی مجموعه‌های × و ۷ هستند. 
توابع طبیعی 21/1 ج × : ہو ۲/۲ ج ۲ : "را در نظر بگیرید. 
الف) ثابت كنيد ۷/۲ X/E x‏ + ۷ بر × : ۷ x‏ 7 تابعی پوشاست. 
ب) هسته هم‌ارزی 7 « را توصیف کنید. 


1۳( فرض کنید × + 4 : f‏ و ۲ + ۸ : وتابع باشند. تابع 


RET 
a مد‎ (f(a), 9(a)) 
Ge کی وی ان کر‎ aie esl 
ube Gear Call 
و دقبقا یک عضو مشترک داشته باشد.‎ Blo al f ب) هرسافهٌ‎ 
BC BM باشند و‎ A فرض کنید ] و "7 دو رابطه هم‌ارزی روی مجموعهٌ‎ ۴ 


الف) نشان دهید رابطه به نمایش B/E‏ و با تعریف زیر رابطه‌ای هم‌ارزی روی ۸/8 


[gle B/E [y]g = [ele = lyle 


ب) ثابت کنید (A/E)/(E'/E) ~ A/E!‏ 


۵ فرض کنید 8 — ۸ : ] تابع باشد و ۰8 2 رابطه‌هایی هم‌ارزی به ترتیب روی ۸ و 
7 باشند. نشان دهید تابعی چون ۸/17 ج ۸/2 : ۷ وجود دارد به طوری که نمودار 


مبانی ریاضیات 


زیر کامل می‌شود؛ یعنی Slo of=poy‏ و تنها اگر 


+ Ey => f(x)E' f(y) 


۱٩ فصل‎ 


هر خانواده از مجموعه‌ها را به چند طریق می‌توان دسته بندی کرد. در فصل ۱۴ مجموعه‌ها را 
به کمک رابطة هم‌ارزی یکریختی دسته بندی کردیم و مثلا" دیدیم که مجموعه‌هایی چون 
Q ۰2 iN‏ در یک دسته (—F, F) ۰), ۱( Reg‏ در دسته ای دیگر و برای هر عدد طبیعی in‏ 
مجموعه‌های با « عضو در یک دسته فرار می‌گیرند. دراين فصل مجموعه‌ها را به دو دسته 
مجرا از هم متناهی و نامتناهی تقسیم می‌کنیم. 

با مجموعه‌های متناهی و نامتناهی به طور شهودی و غیر رسمی آشنا شدیم و تشخیص 
این که مجموعه‌ای متناهی است پا نامتناهی به قدری واضح به نظر می‌رسد که ممکن است 
تصور شود نیازی به بحث و بررسی بیش‌تر ندارد. ولی؛ برای بررسی دقیق این مفاهیم. به 
تعریف دقیق (ریاضی گونه) نیاز است. 

چند تعریف معادل برای مجموعه‌های متناهی و نامتناهی وجود دارد. طبیعی ترین آن را 
به عنوان تعریف می آوریم و سپس تعریف‌های معادل آن‌ها را به عنوان قضیه بیان می‌کنیم. 


٦‏ تعریف 
مجموعه 4 را متناهی L)‏ پایان) می‌گوییم اگر 0 = 4 یا به ازای عددی طبیعی چون . 
N(R)‏ = 4 که در آن (,۲,۰۰۰ N(k)  )۱,‏ 


۱ تعریف 
مجموعه 4 را نامتناهی (بی بایان ) می گوییم اگر متناهی نباشد. 


NA‏ مسئله 
فرض کنید 0 7 ۸ متناهی باشد. نشان دهید ote‏ طبیعی منحصر به فردی چون ۸ وجود دارد 


۱۳۰ مبانی ریاضیات 


به طوری که ( > ۶ > ۱ : :40 = ۸4. 


٠‏ قضیه 
فرض کنیم مجموعه‌های A‏ و 7 متناهی‌اند. در این صورت مجموعه‌های زبر نبز متناهی‌اند. 
الف) وال ۸ 
ب) AUB‏ 
ب( Ax B‏ 
ت) B^‏ 
ث) P(A)‏ 


مسکله 
نشان دهبد مجموعه N‏ نامتناهی است. 


۱ فضيه 
فرض کنبم × > ۸ و ۸ نامتناهی است. در این صورت ALN‏ 


قضه 
برای هر مجموعه چون 4 احکام زیر معادلند. 
الف) ۸ نامتناهی است. 
ب) A‏ زیرمجموعه‌ای NL edu So‏ دارد. 
پ) ۸ با زیرمجموعه سره‌ای از خودش یکربخت است. 


۱ تننبحه 


مجوعه A‏ متناهی است اگر و تنها اگر با هیچ زیرمجموعة سره‌اش یکریخت نباشد. 


تمرین ۱۱ 


الف) A‏ متناهی است اگر و تنها اگر 8 متناهی باشد. 
ب) ۸ نامتناهی است اگر و تنها اگر 8 نامتناهی باشد. 


۲ فرض کنید ۸ و 8 مجموعه‌اند. نشان دهید: 


الف) اگر 8 4€ و 8 منناهی باشد؛ آن‌گاه A‏ نیز متناهی است. 
ب) BSI‏ > ۸ و ۸ نامتناهی باشد» آن‌گاه 8 نیز نامتناهی است. 
۳( فرض کنید 8 ¬ ۸ : ] wb‏ است. نشان دهبد: 
الف) اگر f‏ یک به یک و 8 متناهی باشد. آن‌گاه A‏ نیز متناهی است. 
ب) اگر ‏ یک به یک و ۸ نامتناهی باشد. آن‌گاه 8 نیز نامتناهی است. 
پ) اگر 7 پوشا و ۸ متناهی باشد. آن‌گاه 8 نیز متناهی است. 
ت) اگر f‏ پوشا و 8 نامنناهی باشد. آن‌گاه ۸ نیز نامتناهی است. 
۴ فرض کنید مجموعه‌های A‏ و 8 نامتناهی‌اند. نشان دهید مجموعه‌های زیر نیز 
نامتناهی‌اند. 
الف) AU{zr}‏ 
ب) AUB‏ 
پ) ظ 4 
ت) 4و 
P(A) (&‏ 
0( درستی با نادرسنی عکس احکام قضبه eS Say ١‏ 


1 درستی یا نادرستی عکس احکام تمرین ۴.۱۱ را ثابت کنبد. 
۷( ثابت کنید اگر تمام زیرمجموعه‌های سره 8 متناهی باشند. آن‌گاه 8 نیز متناهی است. 


× ۷ نشان دهید اگر ¥ زیرمجموعه‌ای متناهی از مجموعه نا متناهی × باشد. آن‌گاه‎ (A 


4( فرض کنید A‏ مجموعه است به طوری که هر مجموعه‌ای که به طور سره ۸ را شامل 
شود نامتناهی است. نشان دهید A‏ نامتناهی Gal‏ 


(Vo‏ ابت کنید مجموعه متشکل ازاعداد اول نامتناهی است. 


فصل ۱۷ 
مجموعه‌های شمارا و ناشمارا 


در فصل قبل مجموعه‌ها را به دو دسته متناهی و نامتناهی تقسیم کردیم. دراین فصل 
دسته‌بندی مفید دیگری از مجموعه‌ها ارائه می‌دهيم. دیدیم که هر مجموعه نامتناهی 
زیرمجموعه‌ای یکریخت با N‏ دارد. اين مطلب ایجاب می‌کند که اهمیت ویژه‌ای برای 


مجموعه bl N‏ شویم. 


۷ تعریف 
مجموعۂ A‏ را شمارا (یا شمارشپذیر) می‌گویيم اگر متناهی یا با لا یکریخت باشد. در غیراین 
صورت 4۸ را ناشمارا (یا شمارش‌ناپذیر) می‌گوییم. 


۷ مسئله 

از مجموعه‌های زیر کدام‌ها شمارا هستند ؟ 
N. (cal‏ 
(Bw‏ مجموعه اعداد طبیعی زوج. 
پ) tA‏ مجموعهٌ مضارب طبیعی عدد طبیعی مفروض ۶. 
ت) 0؛ مجموعه اعداد طبیعی فرد. 
ث) G={n':neEN}‏ 
Cora BEC as‏ 
ج) (a,b)‏ که در آن ۴ € ۷,ه و ا > ۵. 
ج( R‏ 
Z a‏ 


۱۳۴ مبانی ریاضیات 


Q د)‎ 


۷ مسئله 


۷ تعریف 
خانواده اندیسدار رع:(:0) را شمارا می گوبیم اگر مجموعة اندیس آن یعنی 7 شمارا باشد. 


۷ فضه 
فرض کنیم 8 < 4. در این صورت A‏ شماراست اگر و ننهااگر 2 شمارا باشد. 


۷ قفضه 


۷ مسئله 
فرض fA Bad‏ تابعی یک به یک است. نشان دهید اگر 8 شمارا باشد. آن A lS‏ نیز 


۷ مسلئله 
فصن کد و ج 4 : 7 نابعی پوشاست. نشان دهنید اکر A‏ شمارا باشد. آن‌گاه B‏ > 


۷ مسکله 
فرض کنید ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعه شمارای A‏ است. نشان دهبد سم A]‏ 


۷ قفضه 
اگر مجموعدهای Ay 5 Ay‏ شمارا باشند» آن گاه A,r‏ لا Ay‏ شماراست. 


۷ مسئله 


نوها شیارا و اشارا ۱۳۵ 


۷ مسئله 
نشان دهید اگر مجموعه‌های Ay “A4,‏ شمارا باشند» آن‌گاه 


LJ 4: = ۰۱ WAV Ue Ay 
= 


۷ فضيه 
اجتماع هر خانواده شمارا از مجموعه‌های شمارا شماراست. 


۷ مسئله 
فرض کنبد A‏ شمارا و 7 مجموعه همه زیرمجموعه‌های متناهی 4 است. نشا دهید که B‏ 
شماراست. 

ر 


۷ فضه 
ار مجموعه‌های 4 و 8 شمارا باشند. آن‌گاه 8 Ax‏ شماراست. 


۷ مسئله 
فرض کنبد که ۰ An‏ شمارا هستند. نشان دهید An‏ ۰۰۰ × ۸۱ شماراست. 


۷ مسگله 
نشان دهید که P(N)‏ ناشماراست. 


تمرین ۱۷ 


1( از مجموعه‌های زین کدام‌ها شماراست؟ برای پاسخ خود دلیل بیاورید. 
(call‏ (« اول است A = {n € N|‏ 
ب) B= )۳ 6 4: r>o}‏ 
پ) lor}‏ > 2 > 61:۱ 2) < 0 
ٿ) CC‏ 
D={meRs- 2 SFP a4 ten) (o‏ 


isthe ۱۳‏ ریاضیات 


۲) فرض ay‏ × شماراست و CX‏ ۲. نشان دهید ۷ - × شماراست. 

۳) فرض Bas‏ € ۸ و ۸ ناشماراست. نشان دهید 8 نیز ناشماراست. 

۴( ثابت کنید de gers‏ تمام اعداد گنگ بین ه و ۱ ناشماراست. 

0( فرض کنید A‏ و 8 شمارا هستند. نشان دهید AUB‏ نیز شماراست. LT‏ عکس این حکم 
درست است ؟ 

:انت کت مجفوغه تمام زبرمجموعه‌های نامتناهی N‏ ناشماراست . 

(V‏ فرض کنید Sy‏ مجموعه همه چندجمله‌ای‌های درجه ۲ به صورت 

2 + mz +n 

باشد که در آن 7 mine‏ ثابت کنید Sy‏ شماراست. 

(A‏ ابت کنید مجموعه تمام چندجمله‌ای‌های 

E an )+---+a\r+a, 

که در آن @ € EN 4a;‏ « شماراست. 

ات کشت اشا سک و وا ا ا ا 


10( فرض کنید 5 مجموعه دایره‌های صفحه RY‏ باشد که مرا کزشان مختصات گویا دارند و 
شعاعشان LS cole!‏ هستند: نشان دهبد 5 شماراست: 


11( فرض کنبد 5 مجموعه کره‌های فضای ۲۳ باشد که مراکزشان مختصات گویا دارند و 
Slee led‏ اغدادئ وبا US as‏ دهد شتا راست: 

۲ فرض R × FR: 2۲ ty’ = ۱( ad‏ ع (2,۷)) = 7. ثابت aS‏ ۸ ند 7 وازاین رو 
"7 ناشماراست. 

ant" +---+a\zr+a,=° 

با ضرایب LS‏ باشد. دررغیراین ضورت» آن عدد را امتعالی (با غبرجبری) مي‌ناميم. 
الف) نشان دهید مجموعه اعداد جبری شمارش‌پدیر است. 
ب) نشان دهید برخی از اعداد حقیقی ub‏ متعالی باشند. 
ب) ابت کنید مجموعه اعداد متعالی ناشماراست. 


مجموعه‌های شمارا و ناشمارا ۱۳۷ 


از مجموعه‌های زیر کدام‌ها شمارا و کدام‌ها ناشمار! هستند؟ برای پاسخ خود دلیل 
بیاورید. 

الف) مجموعه A‏ متشکل از همه تابع‌های چون ON‏ (0,۱) : ۶. 

ب) مجموعه By‏ متشکل از همه تابع‌های مانند ۷ ج [م,٠٠٠,١)‏ : .f‏ 

پ) مجموعه Bn‏ ×¿ ,ل = 0. 

ت) مجموعهٌ D‏ متشکل از همه تابع‌های مانند ١‏ ج :N‏ ۶. 

ث) مجموعه 2 متشکل از همه تابع‌های مانند (۰,۱) ج f : N‏ 

ج) مجموعه 7 متشکل از همه تابع‌های مانند (۰,۱) ج  : N‏ به طوری که به 
ازای عددی جون MEN‏ 


(vn > M) f(n) =° 


چ( G de gare‏ متشکل از همه تابع‌های مانند × ج N‏ : ] به طوری که به ازای 
عددی جون (MEN‏ 


(Vn < M) f(n)=\ 


Va‏ مجموعة H‏ متشکل از همه تابع‌های مانند ٩‏ ج 3 »f‏ به طوری که به ازای 
عددی جون MEN‏ 


(vn > M) f(n)= a, 
اشت:‎ Guia, EN. که در آن‎ 
IN خ) مجموعه 7 متشکل از همه زیرمجموعه‌های دوعضوی‎ 
IN د) مجموعه 7 متشکل از همه زیرمجموعه‌های متناهی‎ 
۸۶ > © ,ه] : ۶ طوری باشد که به ازای عددی چون‎ JOR ab فرض کنید‎ 
MHz, an} G (°, , (f(2) +--+ )2۰(۱ > M 
شماراست.‎ 5 = )« 6 ],۱[: f(z) نشان دهید مجموعه (* و‎ 


ثابت کنید هر مجموعه شمارای نامتناهی چون × زیرمجموعه‌ای شمارای نامتناهی 
مانند ۲ دارد به طوری که ۲ - × شمارای نامتناهی است. 


(1۴ 


(۱۵ 


em 


فصل ۱۸ 


عدد اصلی 


در این فصل as‏ داریم مفهوم «تعداد عضوهای» مجموعه‌ها را معرفی و مطالعه کنیم. شاید 
بتوانیم بگوبیم که در دورهُ ابتدایی با مفهوم تعداد عضوهای مجموعه‌های متناهی به طور 
شهودی آشنا شدیم. در وأفع آموختیم که به هر مجموعه متناهی مانند (A‏ عددی مانند »٥‏ ۰۱ 
۲ ۰ نسبت دهیم که معرف «اندازه» با «تعداد عضوهای» مجموعه A‏ است. همجنین. 
آموختیم که چطور تعداد عضوهای دو مجموعه را با هم مقایسه جمع و در هم ضرب کنیم. 

حال این سوال طبیعی مطرح می‌شود که LT‏ می‌توانیم مفهوم «تعداد عضو» را به گونه‌ای 
به مجموعه‌های نامتناهی تعمیم دهیم به طوری که بتوانیم آن‌ها را با هم مقایسه جمع و در 
هم ضرب کنیم؟ پاسخ به این سوال مثبت است. ولی همان طور که بدون توجه به تعریف 
دقیق زوج مرتب (تعریف کوراتوفسکی) و صرفا با معرفی نماد (a,b)‏ و تعریف تساوی 

(a,b) = (c,d) ه جحه‎ < ۰ & b=d 


توانستیم زوج‌های مرتب را به خوبی به کار ببریم» می‌توانيم بدون توجه به تعریف دقیق 
مفهوم «تعداد عضو» یک مجموعه نمادی برای نمایش آن معرفی و تعریفی برای تساوی 
تعداد عضوهای دو مجموعه ارائه و آن‌ها را با هم مقایسه. جمع و در هم ضرب کنیم. البته 
تعریف دفیق این مفهوم را نیز ارائه خواهیم داد. 


۸ تعریف 
فرض کنیم ۸ مجموعه است. هر یک از نمادهای 00۳4۸ یا ۸۱| را عدد اصلی ( کاردینال یا 
تعداد عضو) مجموعه A‏ می‌نامیم. 


۱۴۰ مبانی ریاضیات 


۸ تعریف 
فرض کنیم A‏ و 8 مجموعه‌اند. در این صورت چنین تعریف می‌کنیم: 


Card A= Card B +e ۸ ب<‎ ] (x) 
تعریف مترادف بودن اصطلاح همعدد و یکریختی مجموعه‌ها را توجیه می‌کند).‎ Cyl) 


۸ مسئله 
درستی یا نادرستی احکام زير را اثبات کنید. 

Card {a,b} = Card ۲۱, ۲( الف)‎ 

Gard {1,Y} = Card{ا,‎ 1,1} ب(‎ 

Card Q = Card N = Card 2Z پ)‎ 

Card N = Card R ت)‎ 

Card R= Card [9, \] (& 

ر ۱:۱۸ Wo‏ نای برای یه مرس کف ون ان کت کد کا 
شی ء چیست. LT‏ می‌توانیم (مانند مورد زوج مرتب) یک شیء ریاضی برای Card A‏ معرفی 
کنیم که در ویژگی (x)‏ ضدق TUS‏ پاسخ به این سوال وفتی A‏ متناهی است همان تعداد عضو 
مجموعه A‏ است که به طور شهودی با آن LAT‏ هستیم و در زیر تعریف دفیق آن را می آوريم. 
از فصل قبل یاد آوری می‌کنيم که هر مجموعه متناهی ناتهی مانند ۸ با das‏ منحصر به 
فردی چون (۸) ۷ از مجموعه اعداد طبیعی N‏ یکرپخت است. 


۸ تعریف 
فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای متناهی است. در این صورت: 

الف) اگر A = N(R)‏ که در آن ۸ عددی طبیعی است: می‌گویيم تعداد عضوها ( عدد 
اصلی با کاردینال) ac gare‏ ۸ برابر با ۸ است و می‌نوبسم ۸ = ۸۱| ( پا ۶ = ۸ (Card‏ 

ب) اگر 0 = ۸ آن‌گاه Al =o‏ 


۸ مسکله 
فرض کنید مجموعه‌های A‏ و 8 متناهی‌اند. نشان دهید: 
|A| = |B) <=> AY B‏ 


حال این سوال مطرح می‌شود که آیا می‌توانيم یک شیء ریاضی برای Card A‏ معرفی 
کنیم که در هر دو حالت A‏ متناهی و ۸ نامتناهی در شرط (x)‏ صدق کند؟ روشن است که اگر 


عدد اصلی \F\‏ 


۱ نامتناهی باشد آن‌گاه ۸ با هیچ (۸) ۸ ای یکریخت نیست ولدا هیچ یک از اعداد ی‎ A 
فرار دهیم. همجنین» عافلانه نیست که عدد اصلی همه‎ Card ۸ را نمی‌توانیم برابر با‎ ۲ 
آن را با یک نماد 00 نمایش دهیم‎ be مجموعه‌های نامتناهی را مساوی هم تعریف کنیم و‎ 
Card N را برابر‎ Card 8 پس نباید‎ iN ZR زیرا ویژگی («) نقض می‌شود. برای مثال‎ 
تعریف کنیم.‎ 

ol,‏ حل طبیعی این است که با الگو قرار دادن حالت متناهی؛ دستهٌ مجموعه‌های نامتناهي 
را نیز به رده‌های یکریختی افراز کنیم و عدد اصلی همه مجموعه‌های منعلق به یک رده را 
یکسان و عدد اصلی مجموعه‌های متعلق به رده‌های متفاوت را نامساوی در نظر بگبریم. 


۸ تعریف 

فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای (متناهی یا نامتناهی) است و A > B}‏ : 18 = [4] رده هم‌ارزی 
شامل A‏ نسبت به رابطة هم‌ارزی یکریختی است. دراین صورت چنین تعریف می‌کنیم: 
عدد اصلی 4 برابر است با 


Card A = [A] 
مسئله‎ ۸ 
۲۰۱۸ مذکور در تعریف‎ (x) در شرط‎ Card A با در نظر گرفتن تعریف ۰۱.۱۸ نشان دهید‎ 
تعریف‎ ۸ 


عدد اصلی هر مجموعه متناهی را یک عدد اصلی متناهی و عدد اصلی هر مجموعه نامتناهی 


۸ تدکر 

گر چه برای نمایش اعداد اصلی متناهی از نمادهای مشخصی مانند » ۰۱ ۲ ۰۰۰ استفاده 

می‌کنیم» در حالت IS‏ نمادهای مشخصی برای نمیش اعداد اصلی نامتناهی وجود ندارد. 

معمولا عدد اصلی مجموعه‌های R‏ و × را به ترتیب با × (آلف» حرف اول عبری) و .× ( یا 
در حالت کلی؛ وقتی می گوییم cote a‏ اصلی است. منظور این است که مجموعه‌ای 

جون A‏ وجود دارد به طوری که a= Card A‏ (یعنی (a= [A]‏ 


۱۳ مبانی ریاضیات 


۸ تعریف 
فرض کنیم » و 8 دو عدد اصلی باشند. و Card Bya=Card Av Wis‏ < 8. دو اين 
صورت تعریف می‌کنیم: 2 > Sla‏ تابعی یک به یک از ۸ به 8 وجود داشته باشد. 


۸ تدکر 

هر گاه مفهومی را بر حسب عضوهای یک رده هم‌ارزی تعریف می‌کنیم باید نشان 
دهیم که این تعریف مستقل از انتخاب عضو متعلق به رده است. در این صورت 
می‌گوییم تعریف داده شده خوشتعریف است. برای مثال اگر تعریف ۸ را برای JAS‏ 
اصلی در نظر بگیریم و بخواهیم نشان دهیم که تعریف رابطة > مذکور در ۱۰۰۱۸ 
خوشتعریف است. باید ثابت کنیم که اگر [A]‏ € ۸ و  ]8[‏ 9 (بعنی: [A]‏ = [4] و 
[ظ] = [B]‏ ( آن‌گاه A > Card B‏ ۵۳۵ اگر و تنها اگر '8 Card A’ > Card‏ بعنی؛ تابعی 
یک به یک از ۸ به 8 وجود دارد اگر و تنها اگر تابعی یک به یک از ۸ به Bl‏ وجود داشته باشد. 


۸ مسکئله 
نشان دهید تعربف > مدکور در ۱۰.۱۸ خوشتعریف است. 


۸ قضبه (شرودر ‏ برنشتاین) 
برای هر دو عدد اصلی S\iBya‏ 6 > وه > 8 آن گاه 8 = a‏ 


۸ فضه 
رابطه > روی اعداد اصلی ترتیب جزئی است. 


۸ مسئله 
اگر » و 8 دو عدد اصلی باشند برای اثبات 2 > » چه مطالبی را باید ثابت کنیم؟ 


۸ مسئله 
نشان دهید برای هر one‏ طبیعی iN‏ .× > «. 


۸ مسئله 
ئشان دهد تراغ هر عدد اصلی نامتناهی جون “Xe > a «a‏ 


۸ مسمئله 
نشان دهید × > Xe‏ 


عدد اصلی VY‏ 


۸ فضه 


برای هر مجموعه ۸ |(۳)۸] > |۱۸. 


Yo.\A‏ مسکله 
نشان دهید JR] = |P(N)|‏ 


۸ مسئله 
دنباله‌ای اکیدا صعودی از اعداد اصلی نامتناهی بیابید. 


۸ مسئله 
LT‏ دستهة اعداد اصلی نامتناهی؛ متناهی است؟ LT‏ بزرگ‌ترین عدد اصلی وجود دارد؟ 


بیاورید. 


7,۷ 04 ۰ ۷ 72 ۰ ۷ ۱ 13۳ ۰ ۲ 0 ۰ 2 ۰ N 


iG= {n* : 1 N} (مجموعه اعداد طبیعی زوج) (0(مجموعه اعداد طببعی فرد)؛‎ E 
.R ۱ Q ۲ ۲(مجموعه اعداد طبیعی اول)‎ 


۲ ثابت کنید عدد اصلی هر بازه بسته, هر بازه GL‏ و هر بازه نیم‌باز پرابر با × است. 
۳ ثابت كنيد اگر «Card ۸ = Card B= y,‏ آن‌گاه Card (AU B) = Card B‏ 
۴ عدد اصلی مجموعه N¥‏ پي,ل‌ارا تعبین کنید. 


۵) فرض کنید ۸ € . ثابت کنید اگر ۸ Card (AU )2(( = Card‏ آن‌گاه ۸ نامتناهی 
است. آیا عکس این مطلب درست است؟ 


Card P(A) = Card P(B) auS ثابت‎ .00۳0 A= Card 8 aS فرض‎ (1 
Card A > Card B ابت کنید اگر 8 € ۸ آن‌گاه‎ ۷ 


LA اگر و تنها اگر‎ 0۳0 ۸ > Card 8 کنید‎ col و 8 مجموعه‌اند.‎ A فرض کنبد‎ (A 
زیرمجموعه‌ای از 8 یکریخت باشد.‎ 


a‏ مبانی ریاضیات 
4( فرض کنید ۰۵ 8 و + عدد اصلی‌اند. els‏ تیه 
الف) اگر 8 > هو > ۸ آن‌گاه > ۵. 
ب) SI‏ 8 > » و + > ۸8 آن‌گاه > ». 
ب) اگر 8 > » و + > 8 آن‌گاه > ». 


(V0‏ فرض کنید A‏ و 8 مجموعه‌هایی نانهی باشند. نشان دهید 8 A > Card‏ 0۳0 اگر و 
تنها اگر تابعی پوشا از 8 به A‏ وجود داشته باشد. 


۱ ثابت کنید تعداد جندجمله‌ای‌های با ضرایب گویا برابر با .× است . 


1۲( کا دهید تعداد اعداد جبری برابر با Xo‏ و تعداد اعداد متعالی روا ۰ و 
کوچک‌تر یا مساوی با × است. 


۱٩ فصل‎ 


حساب اعداد اصلی 


با اعمال caer‏ ضرب و توان اعداد اصلی متناهی و ویژگی‌های آن‌ها آشنا هستید. دراین فصل 
می‌خواهيم این اعمال را ay‏ اعداد اصلی نامتناهی نیز تعمیم دهیم. ابتدا به مستلةٌ زیر توجه کنید. 


۹ مسئله 
فرض کنید » و 2 دو عدد اصلی‌اند. نشان دهید مجموعه‌های مجرا از هم A‏ و 8 وجود دارند 
به طوری که A‏ 70ج = Card B ya‏ = 0. 


۹ تعریف 
فرض کنیم Card Bia = card A‏ = 0 و 0 = ظ 0 4. در این صورت مجموع ۵ و 7 به 
نمایش 2 + » عددی اصلی با تعربف زیر است: 


a+ 8 = Card (AUB) 
آن‌گاه‎ ۸ 0۱ 8 = 0 SIX به عبارت‎ 


Card A+ Card B = Card (AU B) 
مسئله‎ ۹ 


۹ تدکر 
اگر بخواهیم بدون توجه به شرط مجرا بودن مجموعه‌های A‏ و Card A + Card Bi B‏ را 


ol. ۴٦‏ ریاضیات 


iy a‏ کنیم» می‌نوبسیم: 
Card A + Card B = Card (AUB)‏ 


٩‏ مسئله 
اعداد اصلی ۳ و ۴ را در نظر بگبرید و نشان دهپد ۷ < ۴ + ۳. 


doa 4‏ 
مجموع .× + .× را تعبین کنبد. 


۹ مسگله 
مجموع × + .× را تعیین کنید. 


A.\4‏ فضيه 

فرضص کہم ۰۵ 2 و 7 عدد اصلی‌اند. در این صورت: 
الف) ato=o+ta =a‏ 
ب) به +4 0 < 6 + ه 
هنن 


٩‏ مسئله 

درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را برای اعداد اصلی دلخواه ۰۵ 8 و 7 ثابت کنید. 
a+B=a=> 8 = (Al‏ 
ب) ‏ =8 +> + < 8 +۰ 
پ) 5+ 8 = +4 بو ج8 < 0 


۹ تعریف 
فرض Card Bya=Card A aS‏ = 8 دایز ضتوارت حاصل‌ضرب » و 8 به نمایش OB‏ 
b)‏ ۰.۵ با 8 (a x‏ عددی اصلی با تعربف زير است: 


af = Card (A x B) 


۹ مسکئله 
نشان دهید عمل ضرب اعداد اصلی خوشتعریف است. 


حساب اعداد اصلی ۱۳۷ 


۹۹ مسئله 
اعداد اصلی ۲ و ۳ را در نظر بگیرید و نشان دهید ٦‏ = ۳ × ۲. 


۹۹ مسلله 
حاصل‌ضرب ,۰ را تعیین کنید. 


۹ قضیه 
فرض Bia aS‏ و 7 عدد اصلی‌اند. در این صورت: 
الف) a\=\a=a‏ 
ب) ه = وه = هه 
Ba (oe‏ = 0 
ت) a(By) = (afB)y‏ 
ث) a(@ + 4¥) = aû + ay‏ 


Aline ۹٩ 

درستی یا نادرستی حکم‌های زیر را برای اعداد اصلی »۰ 2 و y‏ ثابت کنید. 
الف) ۱ B=‏ جد = ab‏ 
ب) B=y‏ جد ہہ = ۰8 (با شرط ٥ہ‏ چ ») 
پ) py‏ = مه جد ۶ = 


٩۹‏ تعریف 

فرض کنیم card Bya=Card A‏ = 8. دراین صورت. توان a‏ عدد اصلی 
a? = Card (A?)‏ 

است» که در آن AB‏ مجموعه توابع از 8 به ۸ است. 


۹۹ مسکله 
نشان دهبد عمل توان اعداد اصلی خوشتعریف است. 


۹ مسئله 
نشان دهید YX) < y‏ 


ol ۱۳۸‏ ریاضیات 


۹ قضه 
ors ve»‏ »» 8 و 7 sas‏ اصلی‌اند. در این صورت: 
الف) \ = a’‏ 
a =a tS‏ 
abt = aP at (Oo‏ 
ٺ) ght = (a9)?‏ 
ث) 0ه = (ap)‏ 


۹ فضه 

فرض کنیم ۰0 7۰8 و 8 عدد اصلی‌اند. در ppl‏ صورت: 
a<B,y<b=aty< 8 + (dS‏ 
با 8۵ > ده ج a > , 7 > ٩‏ 
پ) ۶ > 7ہ ج > , ۵ > ه 


۹ فتاه 
نشان دهید برای هر عدد اصلی »» ۲۶ > ». 


۹ کر 

مسئله ۱۷۰۱۸ نشان می‌دهد که × > Xe‏ حال این سوال مطرح می‌شود که LT‏ عددی اصلی 
چون + وجود درد ا طوری که ۵:۳ > ۰ این سوال را اولین با ر کانتور مطرح کرد و 
ل ا سای کون تام واه کا و 


پس می‌توان آن را بر حسب نیاز به عنوان یک اصل موضوع (به نام ۱ 
پدیرفت يا نیذیرفث. 


تمرین ۱۹ 


col (\‏ کنید Sra Sl‏ عدد اصلی نامتناهی باشد. آن‌گاه a+\=a‏ 


cob ۲‏ کنید اگر » یک عدد اصلی نامتناهی و یک عدد اصلی متناهی باشد. آن‌گاه 


au +n =a 


۴ ثابت کنید رک + مد 


حساب اعداد اصلی ۱۴۹ 


(f‏ ثابت کنید برای هر دو مجموعه A‏ و 8 داریم: 


Card A + Card B = Card (AU B) + Card (AN (ظ‎ 


۵) نشان دهید .× = (@ × Card (Q‏ 
1( فرض کنید Syn‏ عدد اصلی متناهی ناصفراست. نشان دهید .× = NY,‏ 
۷ فرض کنید » و 2 عدد اصلی‌اند. Cold‏ کنید: 
الف) اگر af =o‏ آن‌گاه » = هیا ه = 8. 
ب) اگر ۱ = ۰8 آن‌گاه ۱ = هو ۱ = 8. 
(A‏ فرض کنید Syn‏ عدد اصلی متناهی ناصفر است. نشان دهید که برای هر عدد اصلی 


6 داریم: 
(" جمله) na=atat::-+a‏ 
CA‏ فرض کنید C‏ مجموعه اعداد مختلط است. ابت کنید × = Card ٥‏ 
۰ ثابت ABT‏ × = ×× و × = XX‏ 
\\( فرض کنید a‏ عددی اصلی است. ثابت کنید ۱ = NW‏ 
۲( ثابت کنید برای هر عدد اصلی متناهی ۲ < م × = ۲۷۰ = nt‏ 
OY‏ ثابت کنید بر Xe‏ 
1۴( ثابت کنید برای هر عدد اصلی متناهی | X= Xx" nd‏ = 
۱۵( فرض کنید *× = ». ثابت کنید برای هر ۷ € in‏ 


a" = ۰ج‎ = a =a 


1) درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را برای اعداد اصلی Gia‏ و « ثابت کنید. 
الف) 6+۰ > + ج8 > ه 
ب) fy‏ > مه ج 0 > a‏ 
ب) 8 > له ج 0 > ۰ 


ت) > ۳ج > ه 


Yo فصل‎ 


اصل انتخاب 


در این فصل یکی از اصول نظریه مجموعه‌ها را معرفی و جند dyad‏ معادل با آن را اثبات 


es 


۰ تعریف 
فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای نانهی از مجموعه‌های ناتهی است. هر تابع لاب ۸ : f‏ را که 
دارای ویژگی زیر باشد» یک تابع اتتخاب برای A‏ می‌ناميم. 

WAEA, ۱۸ ۸4 


۰ مسگله 
فرض {a,b,c} aS‏ = × و (0) — A= P(X)‏ دو تابع انتخاب برای A‏ بیایید. 


۰ اصل اتتخاب 


ای هر مجموعه ناتهی OP‏ ۸ از مجموعه‌های ناتهی . تابح انتخاب وجود دارد. 


۰ فضه 
Sol‏ زبر معاد لند: 

الف) اصل انتخاب. 

ب) برای هر مجموعه ناتهی چون ۸4 از مجموعه‌های نانهی دو به دو مجرا؛ مجموعه‌ای 
جون ) وجود دارد به طوری که برای هر ۸ € ۰2۸ ۲۱۸ ) تدک‌عضوی است. 


۱0۲ مبانی ریاضیات 


ا 
احکام زیر معادلند: 
ey en‏ تفاب 
ب) برای هر مجموعه ناتهی چون 6 نابع انتخاب برای }0{ - P*(X) = P(X)‏ وجود 
دارد. 
پ) برای هر مجموعه ناتهی چون 8 از مجموعه‌های ناتهی دو به دو مجراء تابع انتخاب 


وحود دارد. 


4.239 1.Y° 
احکام زیر معادلند:‎ 
الف) اصل انتخاب.‎ 
نانهی‎ Ther Ai ب) برای هر مجموعه ناتهی چون ,ع:(:۸) = ۸ از محموعه‌های ناتهی؛‎ 


اسٽ. 


۰ فضه 


اصل انتخاب با احکام دیگری نیز معادل است که برخی از معروفترین آن‌ها را بدون AS‏ 
در قضيه زیر بیان می‌کنیم. 


۰ فضبه 
احکام زیر با اصل انتخاب معادلند: 

الف) (لم زورن) فرض کنیم (> ,۸) مجموعه‌ای مرتب جرئی است به طوری که هر زنجیر 
hs a‏ بالا دارد. در این صورت ۸ حدافل Sy‏ عضو ماکسیمال دارد. 

ب) (لم زورن) فرض کنیم (> (A,‏ مجموعه‌ای مرنب جرئی است به طوری که هر زنجیر 
ol‏ کران بالا دارد. در این صورت برای هر ۸ aE‏ عضو ماکسیمالی چون ۸ ۵ وجود دارد به 
طوری که ا > a‏ 


اصل انتخاب ۱0۳ 


آب) «صل ماکسیمال هاسدورف) هر مجموعهٌ مرنب جزئی چون (> ,4) حدافل یک 
تخیر ها کسیمال دارد؟ بخن CSI‏ مجموعه همه زنجیرهای ان گام ke ween‏ مات 
C)‏ ,0) حداقل Sy‏ عضو ما کسیمال دارد. 

ت) اصل ماکسیمال هاسدورف) فرض کنیم (> ,۸) مجموعه‌ای مرتب جرثی است. در 
ابن صورت برای هر رنجبر چون 8 در ۸4 زنجیر ماکسیمالی چون ) در ۸ وجود دارد به طرری 
.B CC aS‏ 

ث) اصل خوشترتببی) مجموعه آ خوشترنیب است؛ یعنی هر زبرمجموعه ناتهی از N‏ 
دارای کوچی‌نرین عضو است. 

ج) اصل خوشترتیبی) هر مجموعه را می‌توان خوشترتیب کرد؛ یعنی برای هر مجموعه 
چون 4 ترتببی جرئی چون > روی ۸ وجود دارد به طوری که (> (A,‏ خوشترتیب است. 

ج) فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای ناتهی از مجموعه‌ها باشد. اگر مشخصه A‏ متناهی باشد 
آن گاه (A, C)‏ دارای عضو ما کسیمال است امی گوییم مشخصه A‏ متناهی S\ cal‏ رای هر 
مجموعه جون 6 ۸ > SIX‏ و تنها اگر هر زیرمجموعه متناهی × در 4 باشدا. 

ح) برای هر رابطه چون ۸ از ۸ به 3 تابعی چون ۶ از 10۳/1 = ظ به 17 وجود دارد به 
طوری که ۸ > . 

۵ > برای هر دو عدد اصلی »و 8.8 > هیا‎ Sai 


Yo نمرین‎ 


۸ جک ۸ : f‏ وجود دارد به طوری که برای هر ۸ € 2 e‏ ج F(z)‏ 


۲) فرض کنید A de genus‏ نامتناهی است. نشان دهید افرازی چون ۲ از A‏ وجود دارد به 
طوری که هر عضو آن شمارای نامتناهی است. 

۳ ابت کنید دو صورت لم زورن که در dudes‏ ۸.۲۰ داده شده معادلند. 

۴ ثابت کنید دو صورت اصل ماکسیمال هاسدورف که در قضیه ۸.۲۰ داده شده معادلند. 

Soles )۵‏ بودن احکام «پ» و CED‏ در قضيه ۸.۲۰ را اثبات کنبد. 


۵۴ مبانی ریاضیات 


۷ فرض کنید (> (A,‏ یک مجموعه مرتب جزئی ناتهی است به طوری که هر زنجیر آن 
یک کوچک‌ترین کران بالا در ۸ دارد. فرض کنبد A‏ 4 : 7 تابعی با این ویژگی باشد 
که برای هر ۸ ع ه» f(a) >a‏ نشان دهید f‏ دارای ahs‏ ثابت است؛ یعنی عضوی 
چون 4 € م وجود دارد به طوری که م = (7)0. 


(A‏ نشان دهید اصل oll‏ اصل ماکسبمال هاسدورف لم زورن و اصل خوشترتیبی 
معادلند. 


فصل ۲۱ 


اعداد را می‌توانيم با هم جمع و در هم ضرب کنیم. حتی گاهی می‌توانیم صحبت از تفریق؛ 
تقسیم؛ قرینه و وارون اعداد کنیم. جمع. ضرب. تفریق» تفسیم. قرینه‌بابی و وارون‌یابی همه 
اعمالی روی مجموعه‌هایی از اعدادند. در واقع بنیادی‌ترین مفهوم در جبر» عمل « تاپی است. 
در این‌جا مفهوم عمل دوتایی را گسترش می‌دهیم و عمل olin‏ رابرای هر عدد صحبح و 
نامنفی « روی مجموعه‌های دلخواه, نه لزوما مجموعه‌های اعداد؛ معرفی می‌کنیم و مثال‌هایی 
از آن ارائه می‌دهیم. 

ابتدا توجه می‌کنیم که بنا به قرار ۸٩ ob‏ نمایش مجموعه‌ای تک‌عضوی مثلا 
۳1 است (البته عضو این مجموعهٌ تک‌عضوی را می‌توانیم با هر نمادی به جای 
تماش pene‏ پس دراین‌جا » صرفاً یک نماد است و نقش «عدد» صفر را ندارد). 
همجنین. ۸ = ۸۱ وبرای هر ۱ n>‏ (« جمله) ۸۰۰۰۶۸ = ۸۳ (تعریف ۱۴۰۴ را ببینید). 


۱ تعریف 


۸ھ ج A: A4"‏ 
را یک عمل يا به عبارت دفیق‌تریک عمل «تایی روی A‏ می‌نامیم. 


۱ مسئله 
برای هر یک از اعداد ۲,۳ ,۱ = in‏ عملی « تایی روی Z‏ تعریف کنید. 


۱۵1 مبانی ریاضیات 


۱ تعریف 
فرض کنیم ۸4 ب ۸۳ :۸ عملی روی 4 باشد و BCA‏ می‌گوييم 8 تحت A‏ بسته است 
اگر برای هر 9,۰۰ در 9 


20,۰۰۰, ( EB 


Sus, Lea‏ د ۸ بر ”8 تابعی از ”8 به 8 باشد و در نتیجه عملی روی 8 به دست 


دهد . 


۱ مسئله 
آیا N‏ تحت عمل‌هابی که در مسئْله ۲.۲۱ ارائه دادید بسته است؟ 


۳-۱ 
الف) اگر 9 = on‏ آن‌گاه A°‏ مجموعه‌ای تک‌عضوی مثلا" إ٥‏ است. در ننیجه هر عمل 


صفرنایی روی A‏ چون 
A‏ ج (ه) = ۲:۸ 
رها ف A(e) sul‏ = » را از ۸ انتخاب می‌کند. 
ب ) اگر ۱ = on‏ آن‌گاه A! = A‏ و در نتیجه هر عمل یک‌نایی روی ۸ AS)‏ آن را عمل 
یکانی نیز می‌نامیم) مانند 


ےھ ج ۸ :۸ 


چیزی جز یک تابع از ۸ به ۸ نیست. 
ب) اگر ۲ = in‏ آن‌گاه ۸ × ۸ = ۸۲ و در نتبجه هر عمل دوتایی روی A‏ تابعی با دو 


متغیر جون 


1: A × 4 ج‎ ۸ 


است. همان طور که در بحش \o‏ دیدیم» اگر نماد مشحصی برای نمایش یک عمل دوتابی 
Om‏ روی ۸ وجود نداشته باشد» نماد * را به کار می‌بریم و معمولا نگارة زوج مرتب (z,y)‏ را 
تحت * با rey‏ نمایش می‌دهیم. البته گاهی برای سادگی امر؛ + را نیز حذف می‌کنیم و به 
جای ب + ۰ نماد ty l) zy‏ را به کار می‌بریم» گرچه ممکن است منظورمان حاصل‌ضرب 
(با مجموع) دو «عدد» نباشد. 


۱0۷ deri 
تدکر‎ ۱ 
(sit) A یاد آورئ می کنیم که برای بررسی خوشتعربفی عمل دوتایی + روی مجموعه‎ Games 
اثبات تابع بودن *) بايد نشان دهیم که‎ 

2 * روی ۸ بسته است : یعنی: برای هر ۸ € 2,4 ۰ ۸ € لا‎ × (call 

ب) برای هر A4‏ € لا ,ل ,2 رت 


* و < رز + جب r=, y=y‏ 


۱ مسئله 

تحقیق کنید که آیا اعمال یکانی و دونایی زیر روی مجموعه داده شد ه خوشتعریف E Sere‏ 
الف) 2- = (2)۶ روی .NN‏ 
ب) 2- = A(X)‏ روی Z‏ 


ب) = لا * 2 روی 2. 
ت) ل - 2= ل*+2روی 7. 
Ochs‏ = ل * 7 روی Q‏ 


EOE Fog 
که در‎ P(X) روی‎ 4* 8 = AU 
در‎ P(X) روی‎ ۸۶ B= AN 


tw tw «e CIS برع ی‎ 
(۳ 


at 
Z/ =y~= eT روی مجموعه خارج فسمنی‎ 7 * Y= 8 


۱ جدول کبلی 

اگر مجموعه A‏ متناهی و « عملی دوتایی روی A‏ باشد. آن‌گاه + را مي‌توانیم به کمک جدولی 
شبیه جدول ضرب اعداد که در دبستان به کار می‌بردیم مشخص کنیم. به این ترتیب که ابتدا 
عضوهای A‏ را در Ail‏ بالایی و همچنین در حاشیه سمت چپ جدول می‌نویسیم (معمولا" 
عضوهای A‏ را در هر دو حاشیه به یک صورت مرتب می‌کنیم). سپس به آزای هر ۶ و ل در 
ary Job iA‏ (يا (zy‏ را در محل تلافی سطر مربوط به 2 و ستون مربوط به ل می‌نویسیم. 
بنابراین» اگر A = )6۱, ۵۷,۰۰۰, an}‏ آن‌گاه × با جدول زیر مشخص می‌شود. 


a; an 
aya; Ayan 
a; و‎ Sgn didn 


۱۵۸ مبانی ریاضیات 


این جدول را به نام ریاضیدان انگلیسی آرتور کیلی « جدول کیلی» می‌نامند. 


۱ مسئله 

فرض aS‏ (۰,۱,۲) =م= /۰2 271 = 7 6 2 و 27 = 07 ۰7 جدول‌های AS‏ عمل‌های 
دونایی ® و © را روی Z/ =p‏ نشان دهبد. تحقبق کنید که هر یک از مجموعه‌های 
{o}‏ , }1{ تحت کدام یک از عمل‌های 9 و © بسته است. 


را در زیر معرفی می کنیم. 


۱ تعریف 
فرض کنبم + عملی دوتایی روی SA Ae gates‏ در این صورت می‌گوييم + روی A‏ 
الف) شرکتیدیر ا ست اگر برای هر ۸4 € 2 ,2,۷ 


ce(y*z) = )2 * (2 


ت تعویضیذیر است» اگر برای هر ۸ € ۷ ,27 


17 ۲ 1 < ۷ * 


ب) عضو همانی دارد» اگر عضوی مانند 6 در A‏ وحود داشته باشد به طوری که 


)۷ ۶ ۸( r+e=zx=ekz 


۱ مسئله 
تحقیق کنید که هر یک از اعمال دونایی CEM CEM CY‏ و CED‏ داده شده در مسئله Y.Y\‏ 
elas‏ ویژگی (با ویژگی‌های) بالا را دارد. 


۱ فضه 


اک دوتابی * روی محموعه A‏ دارای عضو همانی باشد آن گاه عضو همانی ۳ منحصر 


۱۵۹ etn عمل‎ 


۱ تعریف 
فرض کنیم عمل دوتابی * روی ۸ دارای عضو همانی چون ء باشد. فرض کنیم ۸ € ۵. 


atb=e=bxra 


دراین صورت را یک وارون ه نسبت به + می‌نامیم. 


۱ مسئله 
با یک مثال نشان دهید که وارون یک عضو وارونبذیر لزوما منحصر به فرد نیست. 


۱ قفضه 
SI‏ عمل دوتابی * روی A‏ شرکتبذیر و دارای عضو همانی چون hsdloe‏ شى 
عضو در صورت وجود. منحصر به فرد اسٽت. 


١‏ تذکر 
ال دار انت کاک عمل وراي رو وع yA‏ با ورت ری ae)‏ 
نمایش دهیم و ۸ نسبت به این عمل دارای عضو همانی باشد» آن‌گاه این عضو همانی را ( که 

بنا بر ضيه ۱۲۰۲۱ منحصر به فرد است) با ۱ ( پا ») نمایش می‌دهیم. 

ب) فرض کنیم عمل دوتایی روی مجموعه 4 را به صورت ضربی نمایش دهیم و این 
عمل عضو همانی داشته و شرکتبذیر باشد. در این صورت برای هر ۸ ع ه» وارون » راء که 
در صورت وجود بنا به قضبه ۱۵۰.۲۱ مفحصر به فرد است, با ۱-» نمایش می‌دهیم. اگر 
عمل دوتایی روی A‏ جمعی باشد. به جای 7۱» نماد »- را به کار می‌بریم و آن را قرینه ۾ 
ام 


تمرین ۲۱ 


(١‏ در هر مورد زیر تعیین کنید که LT‏ + عملی دوتایی روی مجموعه 5 داده شده است» و 
estos‏ ای اه اش یا N‏ 
(cad‏ ,7 = 5؛ 9۲ +4 < * 0. 
ب) 7 =$ ! ۵۳۵  <‏ *0. 


a+b = ate ؛‎ 5 < (oO 


۱1 مبانی ریاضیات 


Gaba ket ؛‎ 5 = 7 Cs 

ث) 7 = 5 ؛ و - ]4 < ]۲ 0. 

ج) 2 < 5 ؛ ۵ > و ه. 

.6 + ع و‎ MESS )۱,-۲,۳,۲,-۴( ج)‎ 
.axb=ab!+S = {1,1,7 , lA Ve 


iS = Matrxr(R) 


( 0۱۱ ayy ۰) بو‎ ۰۲ ۳۹ ayy +b ayy +۱ ۱ 
0۲۱ ayy by,  byy ayy + ۲ nr Nae 
A*B=(AAB)AB!S=P(X) د)‎ 
A و ۲* با تعریف زیر عمل‌هاپی دوتایی روی‎ ۰۱ GT A= {\,-\,i,-i} aS فرض‎ (۲ 
TG 2 
.0 *۱ ۾ = ظط‎ +b الف)‎ 


.a ۲۷۲ 6 = ab ب(‎ 


ae‏ ها (potas‏ تون 


1 یک عمل دوتایی متفاوت با جمع» تفریق و ضرب روی مجموعهٌ عددهای صحیح زوج 
تعریف کنید. 
الف) mxn =m" +n"‏ ب( mxn =m — n‏ 


mxn = (m+ n) ت)‎ m+n = ب( 7 — و‎ 


۱1۱ cin عمل‎ 


DYER عمل دوتابی * را روی 1 به صورت زیر تعریف کنید : برای هر‎ (A 
rey= ryt \ 
نشان دهید:‎ 
الف) * تعویضبدیر است ولی شرکتہدیر نیست.‎ 
عضو همانی دارد؟‎ + LT ب)‎ 


4( فرض کنبد + عملی دوتایی روی ۸ است. عضو Lae A‏ عضو صفر نسبت Kay‏ 
می‌گوییم اگر 


(VbE A) axb=a=bra 


الف) از ١١‏ عمل دوتایی روی {a, b}‏ = ۸ کدام‌ها عضو صفر دارند؟ 
ب) LT‏ عمل دوتابی مدکور در تمرین ۸ عضو صفر دارد. 
ب) نشان دهید اگر ۸ € » هم عضو همانی و هم عضو صفر نسبت به + باشد» آن‌گاه 
A= {a}‏ 
(V2‏ عمل دوتایی + را با تعریف زیر روی مجموعه اعداد طبیعی N‏ در نظر بگیرید: 


a * b = mar{a, b} 


همانی دارد؟ 


(V1‏ فرض کنید A= {a,b c,d}‏ عمل دوتایی + را که با جدول کیلی زیر روی A‏ تعریف 
شده است در نظر بگیرید: 


آیا این عمل دوتایی شرکتہذیر» تعویضپذیر یا دارای عضو همانی است؟ 
۲) عمل دوتایی * را با تعریف زیر روی مجموعه }0{ Zt = NU‏ در نظر بگیرید: 


۲ 
mxn =m +n’ 


UT‏ 7۴ با این عمل دوتایی دارای عضو همانی است؟ 


۱3۲ مبانی ریاضیات 


gle (VT‏ مثالی از عمل دوتایی روی مجموعه‌ای متناهی بنویسبد که 
الف ) شرکتپذیر باشد؛ ولی تعویضپدیر نباشد. 
ب) تعویضپذیر باشد» ولی شرکتپدیر نباشد. 

۴ نشان دهید هر یک از عمل‌های دوتایی داده شده در زیر شرکتبذین دارای عضو همانی و 
هر عضو مجموعه نسبت به آن دارای وارون است. 
(call‏ عمل دوتایی + روی مجموعه همه توابع پیوسته حقیقی مقدار روی بازه [۱ ,۰] با 
تعریف 


< و * 1 
که در آن برای هر ۱ > > Aft) = fF) + g(t) ۰٥‏ 
ب) عمل دوتایی + روی مجموعه ۴ × ((۰) - ۸) با تعریف 
(a,b) * (c,d) = (ac — bd, ad + bc)‏ 
10( عمل دوتایی را با تعریف زیر روی ‏ در نظر بگیرید: 
a*b=ab+b'‏ 
LT‏ + شرکتبذین تعویضیدذیر یا دارای عضو همانی است؟ 
11( عمل دوتایی × را با تعریف زیر روی ۴ در نظر بگیرید: 
a +b = ab + ۵‏ 
آیا + شرکتپدیر یا تعویضپدیر است؟ 
۷) نشان دهبد ‏ با تعربف zy‏ + ل + ۲ ce y=‏ عملی دوتایی روی (۲ ,1۱ - N‏ = ۸4 
(VA‏ فرض کنبد A‏ مجموعه‌ای نانهی باشد و ۸ € ». نشان دهید * با تعریف ه = ل * ت 
برای هر ۸ > x,y‏ عمل دوتایی شرکتبدیر روی ۸ است. 
14( ابت کنید عمل تفاضل متقارن A‏ شرکتپذیر و تعویضپدیر است و ) روی ۵ توزیع 


(Yo‏ تاه SSeS‏ ها دونایی + شرکتپذیر باش oS oT‏ عمل دوتایی دوگان of‏ با تعریف 
زیر نیز شرکتبدیر است: 


ex y= و‎ + 2 


2, ۵ € Q در نظر بگیرید: برای هر‎ ٩ عمل دوتایی × را با تعریف زیر روی‎ (TT 
ab 


o 
فشان ده‎ 
تحت عمل * بسته نیست.‎ Z الف)‎ 
wl ب) مجموعه £ متشکل از اعداد صحبح زوح تحت * بسته‎ 
پ) + شرکتپذین تعویضبذیر و دارای عضو همانی است.‎ 
نسبت به * وارونپدیر است.‎ ٩ ت) هر عضو ناصفر‎ 
7,7 € 2 عمل دوتایی + را با تعریف زیر روی 7 در نظر بگیرید : برای هر‎ )۳ 
man=m+n+ \ 
نشان دهید:‎ 
متشکل از همه اعداد صحیح زوج تحت * بسته نیست.‎ E الف) مجموعد‎ 
ب) مجموعه 0 متشکل از همه اعداد صحیح فرد تحت + بسته است.‎ 
پ) عمل + شرکتپذین تعویضپذیر و دارای عضو همانی است.‎ 
نسبت به * وارونپدیر است.‎ Z ت) هر عضو‎ 


۴) فرض کنبد ۴ € » عددی حقیقی است. نشان دهید عمل دوتایی *با تعربف زیر روی 
R‏ شرکتبذیر و دارای عضو همانی است: 


2 * ۷ < 2 1 ۷ + ary 


PR اعداد حقیقی باشند. عمل دوتایی * را با تعربف زیر روی‎ »,9 ٤ ۸ فرض کنبد‎ (VO 


نظر بگیرید: 
cxy=a(r+y)+bzy‏ 


11( عمل‌های دوتایی زیر را روی مجموعد N‏ در نظر بگیرید: 


مبانی ریاضیات 
(2,۷) > ۷ 2*۱ 3 لا ر2] = ۷ ۲ 2 


که در آن (2,۷) و y]‏ ,2] به ترتبب بمم و کمم 2 و و هستند. نشان دهید: 
ب) عمل دوتایی ۷۷ شرکتبدیر تعویضیدیر و دارای عضو همانی ات 
فرض کنید عمل دوتایی + روی مجموعه × دارای عضو همانی است و در شرط زیر 
صدق می کند: 
(y+ 2) = )۲ * 2( * ۷‏ * 2 

فرض کنید M‏ مجموعه همه ماتریس‌های ۲ × ۲ روی ٩‏ است. برای هر ۷ € (A,B‏ 
چنین تعریف می‌کنیم: 

_ AB+ BA \ 


: (= شش‎ + BA)) 


A+B 
ras: Gul 


ب) برای ماتریس‌های 


(A+ B) * C # A+ (B *C) داریم‎ 


(es 


¥ 


فرض کنید M‏ مجموعه همه ماتریس‌های ۲۲ ۲ روی 4 است. عمل دوتایی * رأ به 
صورت زیر روی M‏ تعربف می کنیم : sly‏ هر M‏ € 8 ,4 


AB - BA 


A B= 
/ ۲ 


1۴ 


(YY 


(YA 


(۹ 


عمل « تایی ۱۹۵ 
شان Peas:‏ 
الف) برای هر AEM‏ ۰ = ۸ +۸ که در آن » ماتریس ۲ × ۲ صفر است. 
ب) برای هر سه ماتریس Bid‏ و 0 در Ax(BeC)+Bx(C#A)+C#(AtB) = ° M‏ 
پ) ۷ با عمل + عضو همانی ندارد. 
(w‏ برای هر سه ماتریس 4 ظ «M jC‏ 
Ax(B+C)=(A*B)+(A*C)‏ 
(B +C) * A = (B * A) + (C * A)‏ 
ث) نشان دهید * تعویضپدیر و شرکتېدیر نیست. 
.Z[i] = {a+ 08 : i= V—\,a,b€ Z} aS oy (To‏ نشان دهید: 
الف) Z[i]‏ تحت جمع و ضرب اعداد مختلط بسته است. 
ب) Zi]‏ نست به جمع و نست به ضرب عضو همانی دارد. 
پ) همه عضوهایی از []2 را بیابید که نسبت به ضرب وارونبذیرند. 


LT (1)‏ تقسیم عملی تعویضپذیر روی (۰ > :8 € 2{ = 1۲ است؟ LT‏ شرکتبذیر 


(TY‏ برای هر in EN‏ مجموعه رده‌های همنهشتی به پیمانة را در نظر بگیرید: 
Zn = 7/ << E \}‏ 


عمل‌های دوتایی جمع و ضرب رده‌های همنهشتی را به صورت زیر روی 2 تعریف 
کا 


nb = ab 5 G+nb=a+b 
نشان دهید:‎ 
الف) این عمل‌ها شرکتپذیر و تعویضپذیرند و عضو همانی دارند.‎ 
ب) هر عضو ,2 نسبت به جمع دارای فرینه است.‎ 
و 7۷ بنویسید.‎ 2٩ جدول‌های کیت ج و ضرب را روی‎ Cyt 


(TF‏ مجموعه Zy‏ را همراه با ضرب رده‌های همنهشتی در نظر بگیرید. عضوهای وارونپذیر 
آن را dole‏ 


۱11 مبانی ریاضیات 
(YO‏ عضوهای وارونبذیر 7 را نست به ضرب بیابید. 


1( عضوهای وارونبذیر Zn‏ را نست به ضرب مشخص کنبد. 


۷ برای هر × € ۸ مجموعهٌ (۱ - ,۲,۰۰۰ ,0,۱) = Zn‏ را در نظر بگیرید. عمل‌های 
دوتابی جمع همنهشتی به پیمانه « و ضرب همنهشتی به پیمانه را روی ہ2 به 
صورت زیر تعریف می‌کنیم: برای هر 2 € ,0 


6 امن‎ < 5 ,a@,b=r 
بر 7 هستند.‎ ab به ترتیب باقیمانده‌های حاصل از تقسیم 9 + » بر « و‎ : yr gl که در‎ 
نشان دهید:‎ 
الف) این عمل‌ها شرکتپذیر و تعویضبذیرند و عضو همانی دارند.‎ 
نست به جمع همنهشتی دارای فرینه است.‎ Zn ب) هر عضو‎ 
۳۸ 


سم 


جدول‌های LS‏ جمع و ضرب همنهشتی را روی Zr‏ و 2۷ بنویسید و آن‌ها را به ترتیب 
با جدول‌های جمع و ضرب 2 و Zy‏ مقایسه کنید. 


14( عضوهای وارونپذیر Zn‏ را نست به ضرب مشخص کنید. 


فصل ۲۲ 
دستگاه و ساختار جبری 


مبحث جبر مطالعه دستگاه‌ها و ساختارهای جبری است. در این بخش دستگاه و ساختار 
جبری عام را تعریف و سپس چند ساختار جبری خاص را معرفی و به اختصار مطالعه می‌کنیم. 
مطالعه دفیق و کامل ساختارهای جبری در دروس p>‏ انجام می‌شود. 

از فصل قبل یاد آوری می‌کنیم که هر تابع 4 ج ۸:۸۳ را که در آن n‏ عددی صحیح و 
نامنفی است یک عمل ( « تایی) رون هو A Ae‏ می‌نامیم. به زبان ساده داریم: 


۲ تعریف 
مجموعة A‏ همراه با مجموعه‌ای چون ۳ از عمل‌های روی ۸ را یک دستگاه جبری می‌نامیم. 


۲ تذکر 
دستگاه جبری « ۸ همراه با ۳ را با (AF)‏ واگر AGELESS (Ay And‏ 
| کر اشکان-اشتتاه dls‏ به طور A Lira ban‏ تمانن می‌دهیم. 


۲ مسئله 
دستگاهی جبری با دو عمل صفرتایی؛ یک عمل یکانی و دو عمل دوتایی ارائه دهید. 


۲ تعربف 


فرض کنیم A‏ (همراه با مجموعه‌ای جون از عمل‌های )9 (A CS‏ دستگاهی CS ym‏ باشد و 
۸ > 8. اگر 8 تحت هر عمل ۴ €٤‏ ۸ بسته باشد. می‌گوپیم دستگاه جبری (BF)‏ زیردستگاه 
جبری ۸ است و می‌نویسیم 4 > . 


۱۹۸ مبانی ریاضیات 


۲ مسئله 

الف) دستگاه جبری را که ون ان + و .اعمال جمع و ضرب معمولی اعداد 
صحیح هستند در نظر بگیرید. زیردستگاهی از (۰,+:2) و زیرمجموعه‌ای از 2 که زیردستگاه 
این دستگاه نباشد ارائه دهید. 

ب) زیردستگاهی از دستگاه داده شده در حل مسئله ۳.۲۲ و زیرمجموعه‌ای که زیردستگاه 
آن دستگاه نباشد ارائه دهید. 


۲ تعریف 
دستگاه جبری (Ask)‏ را که در آن * عملی دوتایی روی مجموعه A‏ است؛ گروهواره می‌نامیم. 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از گروهواره و زیرگروهواره ارائه دهید. 


۲ تعریف 
فرض کنیم (A; F)‏ دستگاهی جبری و ( مجموعه‌ای از «معادلات» است که در دستگاه 
جبری (AVF)‏ صدق می‌کنند. دراین صورت می‌گوییم ۸ یک ساختار جبری از نوع ,< 


أاست. 


۲ تعریف 
فرض کنیم (A; F)‏ ساختاری جبری از نوع D‏ است و ۸ > 8. می‌گوییم 8 زیرساختار ۸ 
ات اک 

الف) 8 تحت هر عمل ۳ ع ۸ بسته باشد؛ 

ب) F)‏ ;5( ساختاری از نوع ASL‏ 


Sais Vay 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از نبمگروه ارائه دهید . همجنین؛ مثالی بیابید که گروهواره باشد ولی نیمگروه شا تین 


EY 
AGEs sh) ریک وو‎ BASS ور انت‎ C2 رظن کی( مکو ات و‎ 


دستگاه و ساخثار جبری ۱1۹۹ 


۲ تعریف 
ساختار جبری )0 ,+:/۸) را که در آن « ee‏ دوتایی و ۸ معرف lee‏ صفرتایی روی 
M‏ است تکواره می‌نامیم اگر 

الف) + شرکتبذیر باشد. 

ب) » عضو همانی + باشد. 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از تکواره ارائه دهید. 


۲ تذکر 


فرض کنیم (6 ,*:/) تکواره و ۸ > 8. در این صورت 8 زیرتکواره (زیرساختار) ۸ است 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از زیرنکواره ارائه دهبد. 


۲ تعریف 

ساختار جبری (*:6) را که در آن + عملی دونایی روی # است گروه می‌نامیم اگر 
الف) × شرکتبدیر باشد 
ب) + دارای عضو همانی چون ع باشد؛ 
پ) هر عضو G‏ وارونپدیر باشد. 


له 
ال غاب ag Sh‏ سال Sah‏ که گرو ناشن ار د کت: 


۲ قضه ۱ 
فرض eS‏ («:0) گروه است در این صورت: 
الف) عضو همانی گروه منحصر به فرد است. 
ب) وارون هر عضو منحصر به فرد است. 
پ) اگر )27 نمایش وارون × در € باشد آن‌گاه ۵ = (aS)‏ 
ت) برای هر 0 € 2,۷ (cay) Say lec‏ 


whol, مبانی‎ ۱۷۰ 


XY‏ ند گر 
(all‏ اگر عمل دوتایی گروه 6 را به صورت ضربی نمایش دهیم» 6 را گروه ضربی می‌نامیم 
و معمولا" به جای Dy‏ می‌نویسیم cy‏ همچنین؛عضو همانی گروه ضربی را می‌توانیم با نماد 
VG‏ یا به طور ساده با ۱ و وارون ت را با 27 نمایش دهیم. 

ب) اگر عمل دونایی گروه 0 را با + نمایش دهیم. 6 را گروه جمعی و عضو همانی آن 
را با نماد bog‏ به طور ساده با » نمایش می‌دهیم و آن را عضو خنثی نیز می‌نامیم. همچنین؛ 
در گروه جمعی» وارون 6 € ٭ را با — نمایش می‌دهیم و آن را قرینه ت نیز می‌ناميم. 

پ) در گروه جمعی 9G‏ - ۰ به معنی (۷-) + « است و احکام «پ» و «ت» قضيه بالا 
به صورت زیر نوشته می‌شوند: 

۵ < (2-)- و y-2‏ =( + ت)- 


۲ تعریف 
اه دوتایی گروه G‏ تعویضیدیر باشد؛ بعنی 


(Vz, ۷ € G) Ly = yx 


گروه را تعویضپذیریا آبلی می‌گوبیم. [معمولا ؛ولی نه لزوما؛ گروه آبلی را جمعی در نظر 
می ais‏ در این صورت. برای هر 6 ye‏ ,2 2 + رز < را + .] 


۲ مسئله 


۲ تذکر 
فرض کنیم € گروهی با عضو همانی cule‏ و HOG‏ به آسانی می‌توان نشان داد که H‏ 
زیرگروه G‏ است ( نعریف ۹.۲۲ را ببینید) اگر و تنها اگر 

H (call‏ تحت عمل دوتایی گروه G‏ بسته باشد؛ 

ب) 1 6 .و 

پ) برای هر ATE HihEH‏ 


۲ ¥ نت4 
منال‌هایی از زیرگروه )+ :2) ارائه دهید. 


۲ تعریف 


دستگاه و ساختار جبری ۱۷۱ 


id ops aa 
نیمگروه؛ و‎ (R 


ب) عمل + روی عمل . «توزیعپذیر» باشد» یعنی برای هر ۴ € ۷,2 ,2 


2) + 2( = zy + xz 
) + 2(2 = yz + 2z 


۲ تدکر 
با توجه به تدکر (uy Yo. YY‏ عضو خنثی منحصر به فرد حلقه را با چره پا » و ty‏ منحصر 
به فرد هر 17 6 2 را با 2- نمایش می‌دهیم. 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از حلقه ارائد دهید. 


۲ مسئله 
فرض کنید ۸ حلقه است Ry‏ € 2 رن ,2. نشان دھید: 
الف) Zo = Oof = o‏ 


پ) ی = (—2)(-y)‏ 
(w‏ وه - وه = (2 - )2 و (y - 2(2 = ye - ze‏ که در آن (2-) + ل = 2 -ل. 


۲ تعریف 
فرض کنیم ) (R;+,.‏ حلقه است. در این صورت: 

الف) ۸ را atl‏ تعویضپذیر می‌گوییم اگر عمل ضرب آن تعویضپذیر باشد 

ب) ‏ را حلقهٌ US‏ می‌گويبم اگر عمل ضرب آن دارای عضو همانی باشد. عضو 
همانی Rade‏ را با ۱ یا ۱ نمایش می‌دهیم. 


۸۳۲ ۳۰ مسکله 
مثال‌هایی از حلقهٌ تعویضپذیر و یکدار ارائه دهید. 


۲ گر 
فرض کنیم ) Ri+,.‏ ) حلقه است و SCR‏ به آسانی می‌توان نشان داد 5 زیرحلقه ۸ است 


(تعریف ٩.۲۲‏ را ببینید) اگر و تنها اگر 
الف) 5 ع 0 


۱۷۲ مبانی ریاضیات 


ce‏ 5 تحت جمع و ضرب حلقه ۸ بسته باشد. و 
پ) برای هر 5 € « ٩‏ € 2 
همجنین دراین OLS‏ فرارداد می کنیم که اگر ۸ یکدار باشد. آن‌گاه an ES‏ 


۲ مسئله 


۲ تعریف 
حلقهٌ تعوبضپذیر و یکدار 2 را دامنة صحیح می‌نامیم اگر ۱ » و برای هر ط € 2ن ,۵ با 
سح ۳ 
(فانون حذف) y=2‏ ج و = را 
۲ تعریف 


ساختار جبری (Fits)‏ را که در آن + و . عمل دوتایی روی ۴ هستند میدان پا هبات 
شیا اکر 

الف) )+ (Fs‏ گروه آبلی (با عضو خنثی 0( 

ب) (۳۳:۰) گروه آبلی باشد؛ که در آن }0{ Ft = F—‏ (با عضو همانی ۱) »و 

پ) برای هر ۴ € 2 ,لا ,2 


2)1 + 2( = zy + 2 


۲ تدکر 
با توجه به تعریف YG‏ هر میدان F‏ حلقه‌ای تعویضہدیر و یکدار با 0 # ۱ است به طوری که 
هر عضو ناصفر F‏ نسبت به عمل ضرب وارونبذیر باشد. 


۲ مسئله 
مثال‌هایی از مبدان و حلقه‌ای که میدان نباشد ارائه دهید. 


alae ۲‏ 
نشان دهید که هر میدان دامنه‌ای صحیح است . 


۲ تدکر 
فرض کنیم F‏ میدان است و CF‏ . به آسانی می‌توان نشان داد که K‏ زیرمیدان ۲ است 
(نعریف ٩.۲۲‏ را ببینید) اگر و تنها اگر 


دستگاه و ساختار جبری ۱۷۳ 


الف) 6 ۰,۱ 

ب) K‏ تحت جمع و ضرب F‏ بسته باشد؛ 
پ) برای هر KR ce K‏ € 2- و 

ت) برای هر 16 € 2و » # 2 15 € ۱ 2. 


۲ مسئله 


مثال‌هابی از زیرمیدان ارائه دهید. 


۱ آیا N‏ همراه با عمل توان اعداد طبیعی» نیمگروه است؟ 

۲ فرض کنبد × مجموعه است. نشان دهید ×× = F(X)‏ همراه با عمل دوتایی ترکیب 
توابع تکواره است. 

lic UZ = 21 و‎ 7۷ = yr نیمگروه است و 6 € 2 ,ك ,5 به طوری که‎ G فرض کنبد‎ (r 
دهید 22ل = 2ل2.‎ 

۴ نشان دهید که هر ني نیمگروه متناهی دارای عضو خودنوان است (عضو 2 خودنوان است 

اگر 2 = 2۲). 

روی A‏ در نظر بگیرید : برای هر ۸ > SI‏ 


(f9)(2) = f(x) * (ه)و‎ 


۵ 


سر 


نشان دهید که: 

(call‏ ۸ با عمل YE‏ تکواره است. 

ب) ۸ 6 7 وارونبدیر است اگر و تنها اگر به ازای هر ۸ 6 f(a)‏ در M‏ وارونپذیر 
1( فرض کنبد € گروهواره‌ای با عضو همانی چپ (راست) Glas cule,‏ دهبد: 

الف) مجموعةٌ 77 متشکل از همه عضوهای همانی چب (راست) G‏ همراه با همان 


ب) 17 تعویضپذیر است اگر و تنها اگر (.۶) = H‏ 


۷ الف) نشان دهید R‏ همراه با عمل دوتایی * با تعریف زیر تکواره است : برای هر 
E R‏ ۷ ,۰2 


7 + 1 -< ۲ + ۷ + 0 


ب) نشان دهید (۱) - 1 = 7 همرا با + گروه است. 

(A‏ فرض کنید × مجموعه است. نشان دهید (P(X); A)‏ گروهی آبلی است. 

4( نشان دهید A = ]۲ : me Z}‏ همراه با ضرب اعداد. گروه است. 

۶) در هر مورد زیر تعیین کنید که HOLT‏ زیرگروه € است یا نه. 
الف) (+;2) = 0 ؛ *2 = .H‏ 
ب( H={0,V,F}tG=(Zai®a)‏ 
پ) =(R;+)‏ 6 ؛ لا مجموعه مضارب گویای عدد im‏ 

۱ فرض کنید G‏ گروه باشد و 77 و ۸ زیرگروه G‏ باشند. نشان دهید ۱16 ۸ نیز زیرگروه 
6 است. HUK‏ جطور؟ 

۲ نشان دهید برای هر ۸ > in‏ دستگاه‌های (م.,م+:7) (,2,:0,۵) Male‏ تعویضپذیر 
یکدارند. 


۳ فرض کنید 7 حلقه‌ای یکداراست. نشان دهید برای هر ۸ € ۾ 


(-\)a=-a= a(—\) 


as gop ۳‏ هات ات و beer‏ انات LS‏ 
btaxcta=> b=c (All‏ 
ب) ه = و جد يږ = ود و, 
ب) atb=o=b=-a‏ 


_(a—b)=b-a (wo 


۵ رصن کید Ree‏ رد و ۳ .abce‏ اثبات کنید: 
الف) © = 0 سر 


دستگاه و ساختار جبری ۱۷۵ 


ب) ba=caka#o=b=e‏ 
پ) ه < هه. 

ث) ه < و جد ه٥‏ م .a = o & a‏ 
ث) » وارون ضربی ندارد. 

ج( اگر و d‏ ناصفر باشند آن‌گاه 


(ab~‘) + (cd 7^) = (ad + be)(bd)7 ` 


۷ یا 2۳ زیرخلفه Ze‏ اننت ؟ Tle‏ 
۷ ایا بر ale‏ 2۶ است ؟ Sle‏ 
(VA‏ فرض کنبد .S ={f € F(R): f(e) = o}‏ نشان دهید 5 زیرحلقه F(R)‏ است. 
14( فرض کنیم ۸ حلفه cul‏ عضو ناصفر ۸ > ۰ را مفسوم‌علبه صفر می‌گوییم اگر عضو 
ناصفر ۸ ع 6 وجود داشته باشد به طوری که 
ab = o = ba‏ 
مقسوم‌علبه‌های صفر حلقه‌های 2 و Zy‏ را بیاہید. 


«n فرض کنیم ۸ حلقه‌ای یکدار است به طوری که به ازای عددی طبیعی چون‎ (Yo 
song میا ۱ بح 92۱ در این صورت» کوجک‌ترین عدد طبیعی با این‎ ep E 
را مشخصه ۸ می‌نامیم و آن را با 0۸۸ نمایش می‌دهيم. اگر چنین عدد طبیعی وجود‎ 
نداشته باشد. می‌گوييم مشخصه ۸ صفر است.‎ 

a ll‏ لهاي 2 810 1 dog bel ducks‏ ەة تدك ۲۱۰۲۲ مشخ 

: انیت‎ lala a aaa با‎ dale 


ب) مشخصه حلقه‌های Zn‏ را بیابید. 


haul 
همرا با جمع و ضرب اعداد مختلط حلقه‌ای تعویضیدیر و یکدار است.‎ Zli] شان دهبد‎ (YY 


این دهد QO}‏ ع QV] = 1» +۷۲ :a,b‏ همراه با جمع و ضرب اعداد هيات است. 


فصل ۲۳ 


همریختی و SPUN‏ 


در مطالعةٌ مجموعه‌ها؛ توابع وسیله ارتباط بین مجموعه‌ها هستند. در dalle‏ دستگاه‌های 
ریاضی و به‌ویژه دستگاه‌های جبری نیز مفهوم توابع خاص بین آن‌ها از اهمیت ویژه‌ای 
برخوردار است. دراین فصل توابع خاص بین برخی از دستگاه‌های ریاضی را معرفی و به 
اختصار مطالعه می‌کنیم. ابتدا حالت ساده‌تر گروهواره‌ها را در نظر می گیریم . 


۳ تعریف 
فرض کنیم ,+ عملی دوتایی روی مجموعه ۱ و ty‏ عملی دونایی روی مجموعد Gy‏ باشد. 


(Va,bE 6۱( plaxy b) = (a) +۲ y(b) 


اگر همریختی م دوسویی باشد؛ آن را یکریختی می‌نامیم. 


۳ تعریف 
می‌گوییم گروهوارة G\‏ یکریخت گروهواره Gy‏ است؛ می‌نویسیم ‘Gy = Gy‏ ایک 


۳ مسئله 

تابع 7 + 2 : م را با Yn dbo‏ = ()م در نظر بگیرید. 
الف) UT‏ م از گروهواره (+ ;2) به گروهواره (+:۲2) یکریختی است؟ 
ب) UT‏ م از گروهوارهٌ (+:2) به گروهوارةٌ (۲2:۰) یکریختی است؟ 


gl. ۱۷۸‏ ریاضیات 


۳ مسګله 

تابع × ج N‏ : م را با ضابطة ۲۳ = y(n)‏ در نظر بگیرید. 
الف) LT‏ تابع م از گروهوارهٌ )+ (Ni‏ به گروهوارهٌ (. ;۸) همریختی است؟ 
ب) آیاتابع م از گروهواره (. ;) به گروهواره )+ :() همریختی است؟ 


۳ مسئله 
نابع Rt‏ + 3 : م را با ضابطه عم = )ون نطو یکت يد کور ا 
(ه < 6:2 ») = Rt‏ آیا تابع م از گروهوارة )+ (Ri‏ به گروهوارهٌ (.:18۴) یکریختی 


است؟ 


۳ فضيه 
رابطه یکربختی گروهواره‌ها پیک رابطه هم‌ارزی است. 


تعربف همریختی و یکربختی کروه‌ها sila Vass‏ تعربف ۲.۲٣‏ است. چون حلفه‌ها دو 
عمل دوتایی دارند. همریختی و یکربختی آن‌ها به صورت زیر تعریف می‌شود. 


۳ تعریف 
فرض کنیم 5 و T‏ حلقه باشند. ab‏ 7 + 5 : م را همریختی (حلقه‌ای) می‌نامیم اگر برای 
هر 5 € 6,0 

الف) ()م + y(a)‏ = (9 + )ب 

ب) (ام(ه)م = lat)‏ 

همریختی ٥‏ را یکربختی می‌گوییم اگر دوسویی باشد. دراين صورت می‌گوييم حلقةٌ 5 
یکربخت dale‏ 7 است و می‌نویسيم SET‏ 


توجه کنید که در تساوی‌های «الف» و «ب» WL‏ عمل‌های سمت چپ در حلقه 5 و 


۳ مسکئله 
ab‏ ۲2 + 2 : م را با ضابطه ۲٢‏ = ()م در نظر بگبرید. UT‏ م یک یکریختی از حلقه 
(۰,+:2) به حلقه (. ,+ (YZ;‏ است؟ مسئلة ۳۰۲۳ را ببینید. 


۳ فضه 
فرض کنیم 7 + 5 : م یکریختی حلفه‌ای است. در این صورت: 


همریختی و یکربختی ۱۷۹ 


الف) © = (۰)م. که در آن 2 سمت جب متعلق به 5 و ۰ سمت راست متعلق به 1 است. 
ب) برای هر 5 ae‏ (6)م- = p(—a)‏ 

ب) اگر 5 بکدار aah‏ ۱2 = (و۱)م و در نتبجه 7 یکدار است. 

7 در‎ (a) وارونبدیر باشد آن گاه‎ a € 5 بکدار باشد و‎ CP Ame اگر > (و در‎ (wo 


.y(a-*) = y(a)~' ۳ وارونبدیر است‎ 


۳ مسئله 

فرض کنید 7 + 5 : م یکریختی حلقه‌ای باشد. نشان دهید: 
الف) اگر ٩"‏ زيرحلقة atl S‏ آن‌گاه ('5)م زیرحلقه 7 است. 
ب) اگر "7 زيرحلقه 7 تاشت آن‌گاه (7) 2 زيرحلقه S‏ است. 


۳ قضیه 
الف) هر حلفه یکدار با مشخصه صفر زیرحلفه‌ای Cou Se‏ با 2 دارد. 
ب) هر حلفه یکدار با مشخصه 7 زیرحلفه‌ای یکریخت با Za‏ دارد. 


۲ فضه 
الف) هر هیأت با مشخصه صفر Queda Se dha)‏ دارد. 
ب) هر هبات با مشخصه عددی اول م hay‏ بکربخت با Zp‏ دارد. 


۳ تدکر 
این دو فضیه» ۰2 4 و هر Zn‏ را به صورت اصل موضوعی ساده‌ای مشخص می کنند: 

الف) Z‏ حلفه يكدا ربا مشخصه صفر مینیمال است (یعنی > 2 حلقه پکداری با مشخصه 
صفر است که هیچ زیرحافه سره یکدا ربا مشخصه صفر ندارد). 

ب) Q‏ هیأتی با مشخصهٌ صفر مینیمال است (یعنی» Q‏ هیأتی با مشخصهٌ صفر است که 
هیچ زیرهیات سر با مشخصة صفر ندارد). 

پ) برای هر in‏ ہ2 حلقۂ یکدار با مشخصه ١‏ مینیمال است (یعنی؛ 2۸ حلقه یکداری با 
مشخصه ۰ است که هیچ زیرحلقه سره یکدار با مشخصه ۰ ندارد). 


وضع هبات ۸ را در فصل "۲ مشخص می‌کنيم. 


۳ تعربف ۱ 
فرض کنیم (۱> :۸) و (۲> (Bi‏ دو مجموعه جرئا مرتب باشند. تابع 2 4 : م را حافظ 


۱۸۰ مبانی ریاضیات 


ترب می‌گوییم اگر 


(Vay,ay € A) ay > ay => (a, ) <y (ar) 


۳ تعریف ۱ 
فرض کنیم (۱> :۸) و (۲> :) دو مجموعه جرئا مرتب باشند تابع 8 ج 4 : م را 
یکریختی ترتیبی می‌گوبیم اگر م دوسویی باشد و 


(Vay,ay € A) ay > ay => (ay) > ۲ (ar) 


در صورت وجود یکریختی ترنیبی 8 ج ۸ : م» می‌گوبیم (۱> :4) و (۲> ;8) یکربخت 
ds) cia‏ 


۳ مسئله 
نشان دهید (> (Ni‏ و (> (Ej‏ یکریخت ترتیبی‌اند؛ در این‌جا ۳ مجموعه اعداد طبیعی زوج 


أشن 
تمرین ۲۳ 


0 آیا تابع ثابت صفر YZ‏ 72 : م یک همریختی از (+:2) به (+:۲2) است؟ از 
(+:2) به (۲2:۰) چطور؟ 


۲( آیا تابع ثابت 2 + 7 : م با تعریف ۱ = (0)م 7 € ه» یک همریختی از )+ (Z;‏ به 
(Z; +)‏ است؟ از (+:2) به (Z;.)‏ جطور؟ 


۳) از توابع زیر کدام‌ها روی )+ (N5‏ همریختی‌اند؟ 
الف) ۱ p(n) = Yn+‏ ب( ۲۸۲ = y(n)‏ 


۴ فرض کنید Gy‏ ج ,6 : م یکریختی گروهواره‌ها باشد. ثابت کنید اگر هر عضو Gy‏ 
وارون خودش باشد. آن‌گاه هر عضو Gy‏ نیز وارون خودش است. 


۵) نشان دهید تابع Zn‏ ج مر : م با تعریف a‏ = (0)م بکریختی حلقه‌ای است. 


همریختی و یکریختی \A\‏ 


۷ فرض کنبد دو گروه Gy‏ و Gy‏ یکریخت باشند. نشان دهبد LT Gy‏ است اگر و تنها 
اگر LT Gy‏ باشد. 

ChR = ChS فرض کنبد حلقه‌های یکدار 7 و 5 یکریخت باشند. نشان دهبد که‎ (A 

4( فرض کنید حلقه‌های ۸ و 5 یکریخت باشند. نشان دهید ۸ دامنه صحیح است اگر و 
تنها اگر 5 dials‏ صحیح باشد. 

(Ve‏ فرطن ass‏ حلقه‌های: 3 و کبک Baws clued‏ هبات امت و ها آ گر 
ola 5‏ باشد. 

۱ فرض کنید f : 4 B‏ یکریختی ترتیبی از (> (A;‏ به (> ;8) باشد. نشان دهید: 
A (call‏ € 2 ماکسیمال (مبنبمال) است اگر و تنها اگر 7 © f(r)‏ ماکسیمال (مینیمال) 
باشد. 
ب) ‏ پوشش ‏ است اگر و تنها اگر f(y)‏ پوشش f(z)‏ باشد. 
(wo‏ ۸ کاملا مرتب است اگر و تنها اگر 27 کاملا مرتب باشد. 

۲) فرض A= 12 6 ۳: ۰: 3n € N,z = | - 4} as‏ و (۱) :۸۱ - 8. ترتیب معمولی 
اعداد را روی A‏ و 8 در نظر بگیرید. نشان دهید A‏ یکریخت نرتیبی N‏ است. ولی 


یکریخت ترتیبی B‏ نبست. 


(NT‏ فرض کنید 8 4 4 : ۶ تابع است. توابع fe‏ و * مذکور در فصل ۱۱ را در نظر 
بگیرید. نشان دهید , و * حافظ رابطهٌ ترتیبی > هستند. 
۴ نشان دهید یکریختی ترتیبی مجموعه‌های جرا مرتب رابطه‌ای هم‌ارزی است. 


10( فرض کنید A‏ و 8 مجموعه و 8 ج ۸ : f‏ یکربختی است. نشان دهید (P(A), C)‏ 
(P(B), >(‏ یکریخت ترنیبی‌اند. 


فصل ۲۴ 
£ 


در فصل‌های بعد فصد داریم دستگاه‌های اعداد را با اصول موضوع مشخص کنیم. بکی از 
این اصول موضوع وجود رابطٌترتیبی خطی اکبد است به طوری که با اعمال جمع و ضرب به 
گونه‌ای مناسب سارگار باشد. از این رو مطالعه حلقه‌های دلخواه مجهز به رابطةٌ ترتیبی خطی 
اکید مفید به نظر می‌رسد. 


۴ تعریف 
Ste‏ 5 را حلقه مرتب می‌ناميم اگر مجهز به یک رابطةٌ ترتیبی خطی اکید مانند < باشد به 
طوری که برای هر 2۰:2 در 5؛ 
الف) ۶+( < 2 +« ج )2>1( & (>y)‏ 
ب( ?> yt‏ < 272 جح (ه << 2) ۵ (ه << ه) 
اگر 5 همراه با > حلقه‌ای مرتب باشد of‏ را با (< :5) نیز نمایش می‌دهیم. دامنة صحیح 


مرتب و هبات مرتب نیز به صورت بالا تعریف می‌شوند. 


۴ تعریف 

رابطه دوتایی < را روی مجموعه دلخواه × رابطه ترتیبی خطی اکید می‌گویبم اگر 
متعدی باشد و در فانون سه‌گانگی صدق کند؛ یعنی برای هر × € ۷ ,2 دقبقا یکی از سه 
حالت ل = ۵ و < » ± < نا رخ دهد. همچنین ل < «به معنی « ل < »یا ن = 2» است و 
نمادهای > و > نشاندهنده وارون < و < هستند. 


۲.۲۴ مسئله 
مثال‌هایی از حلقه و هبات مرتب ارائه دهید. 


۱۸۴ مبانی ریاضیات 


۴ تدکر 
احتمالا از خود می‌پرسید که LT‏ حلفه‌ای وجود دارد که مرتب نباشد؟ UT‏ حلقه‌ای وجود دارد 
که همراه با بیش از یک رابطه ترتیبی مرتب باشد؟ حدس شما چیست؟ دراین فصل به این 
سوّال‌ها پاسخ می‌دهیم. 

توجه کنید که اگر (< :5) حلقه‌ای مرتب باشد. آن‌گاه بنا بر قانون سه‌گانگی: برای هر 
5 € » دقیقا یکی از سه حالت © =2 < 2۵ ۰ > 2 رخ می‌دهد. 


۴ تعریف 
فرض کنیم )>55( حلقه‌ای مرتب است. در این صورت؛ عضو 5 »را مثبت با منفی 
می گوییم بر حسب این که ٥‏ < 2يا SO:‏ همجنین؛ مجموعه 


ای و ور 
را مجموعه عضوهای مثبت 5 می‌ناميم. (اگرامکان اشتباه نباشد Ps‏ را با 2 نمایش 
می‌دهیم.) 


۴ فضه 
فرض کیم (< :5) حلقه‌ای مرتب باشد. در این صورت: 
الف) مجموعه ۶ در شرابط زیر صدق می کند: 
۱) 7 نست به جمع و ضرب حلفه 5 بسته است؛ یعنی 


۳ 2 , ۲ 23ج ۳ 6 18,1 


۲) برای هر 5 € 2 دفیقا یکی از سه حالت ه PE Pins‏ € «- رخ می‌دهد. 
ب) برای هر 5 € 2,9 


۳ع ره  -‏ جسه ( < 7 


۴ فضه 


فرض S aS‏ حلفه است و زیرمجموعه‌ای چون CS‏ 7 وجود دارد به طوری که 


حلفة مرنب ۱۸۵ 


ly (Y‏ هر 5 ع ic‏ دقبقا یکی از سه حالت PE Tip =o‏ 7 6 2- رخ می‌دهد. 


و صورت: 


الف) رابطه > با تعریف زیر رابطه‌ای ترتیبی خطی اکید و )>55( حلقه‌ای مرتب است 
7 6 1 - 2 جسب 1 < 1 


ب ) P SSP aT‏ مجموعه عضوهای toes‏ مت مذ کور در «الف» است. 


dime ۴‏ 
قضیه‌های 1.۲۴ و ۷.۲۴ جه مطلبی را بیان می کنند؟ 


۴ قضيه 
Les‏ کنیم )> ;5( حلفه‌ای مرتب باشد. در این صورت برای هر 5 € 2 ,ل ,2 داریم: 
الف) اگر ن < 2 آن‌گاه 2 + نو < 2 + 2 . 
ب) \§ ه < ت آن‌گاه ه > 2-. 
ب) اگر ۰ > 2 آن‌گاه ه < 2-. 
(w‏ اگر ن < lS Sie‏ بو- > 2 . 
(du‏ اگر ن < وه < ی آن‌گاه 2ن < جه . 
اگر ن < وه > ی آن گاه <yz‏ 22 . 


۴ مسلئله 
فرض کنبد (< ;5) حلقه‌ای مرتب است. نشان دهید: 
(Call‏ برای هر عضو ناصفر 5 me‏ ه < '2. 
es‏ اکن کیان ctl‏ آن هه AS‏ 
ت برای هر عضو مثبت 2 و عدد طبیعی OM‏ < 7.2 


۴ مستله 


فرض کنید 7 همراه با دو Mal,‏ ترتیبی (خطی واکید) مانند ,< و ۲< دامنه مرتب باشد. 
فشان دهید ۲ <= <؛ یعنی 


بح 27 چحب y‏ ,1>2 


VA‘‏ مبانی ریاضیات 


۴ مسئله 
نشان دهید حکم مسئلهة ۱۱.۲۴ برای 9 نیز صادق است؛ یعنی تنها به یک روش 4 را 


می‌نوان به هیاتی مرتب نبدیل کرد. 


۴ سمسئله 
اش ده اه ۱۱۲ ۱ NOY ay es)‏ را بشید ا با رابظه د sola‏ 
اة :< cee eS eps Ral SV‏ یا این مثال به سوال اول طرح شده درتدکر ۴.۲۴ 


۴ مسلئله 


نشان دهید برای 1> in‏ هیچ رابطه ترتیبی خطی اکید وجود ندارد که Zn‏ همراه با آن 
حلفه‌ای مرتب تشکیل دهد. 


مسئله بالا به سوال اول تذکر ۴.۲۴ پاسخ مثبت می‌دهد. مثال زیر نیز پاسخی مثبت به 
ول هو اند کر ۲۰۲۲ ات 


۴ مسئله 
هبات QIVT]‏ را در نظر بگبرید (تمرین ۲۰۰۲۲ را ببینید). نشان دهید رابطة < با تعریف زیر 
۰-۳ < ۲ - و >=< ۲ > a+bV¥‏ 


(4]۷۲) همراه با < نیز هیاتی مرتب است. توجه کنبد که [2]۷۲ همراه با رابطهٌ بزرگ‌تری 


معمولی اعداد هیانی مرتب است. 
تمرین ۲۳ 


SiS مک ام هی ی مره گید‎ Ola کی در‎ EO 
را نمی‌توان مرتب‎ ole داشته باشد. آن‌گاه آن‎ ole معادله » = ۱ + 2۲ در هبانی‎ 


کرد 


۲) همه جواب‌های 0 = ۱ + 2۲ را در هیات‌های ۰2۲ 7۳ م2 duly‏ 


۱۸۷ مرتب‎ dale 


۳) فرض کنبد ۸ حلقه‌ای مرتب است. برای هر ۸ € » چنین تعربف می کنیم: 
ET‏ 
cob‏ کنید برای هر FR‏ € 2 ,ل :2 
الف) ۾ < |e)‏ و «- < |x|‏ 
ب) إو | + |ه| > إو + ه| 
پ) پرای هر ۰ < ۰۰6 > || اگر و تنها اگر 2>2 > ۵-. 
ت) |ه|- < 2 < Jel‏ 
ث) ey! = |2|ly|‏ 
ج) اگر  *‏ ب وارونپذیر Jey] = ||" adh‏ 
ج) |ء - | 2 |ش. 
ح) 0-2 + - ه| > 2 - ها. 
خ) اا + |e‏ > | - ها. 
د) | - »| > || - إا 
© ان + ull > |e‏ ااا 
ر( ه < هاگر و تنها اگر ه > 7۱. (در صورت وجود 07۲) 
ز) اگره << آن‌گاه ه < ۵7۱ < 07۱. (درصورت وجود ' 7هو ۵7) 
ژ) اگر ه < هو ه < ف آن‌گاه "۵ < Slat‏ و تنها اگر ا a>‏ 
۴ فرض کنید ab Riz]‏ جندجمله‌ای‌های با ضرایب حقیقی باشد. آیا Riz]‏ همراه با 
رابطةٌ < حاصل از رابطهٌ > با تعریف زیر حلفه‌ای مرنب است؟ 


f(x) > و)z(‎ => ])۰( > g(e) 


0( نشان دهید که دو رابطهٌ ترتیبی مذکور برای QIVT]‏ در مسئله ۰۱۵.۲۴ تنها رابطه‌های 
ترتببی هستند که تحت آن‌ها [4]⁄۲ به هبات مرتب تبدیل می‌شود. 

ole )7‏ (۵۳ را مشابه هیأت (۵]۷۲ در نظر بگیرید و نشان دهید که به دو روش 
می‌توان آن را به Ola‏ مرتب تبدیل کرد. 


۱۸۸ مبانی ریاضیات 


(V‏ هبأتی با دقبقاً چهاررابطهٌ ترتیبی مختلف ببابید به طوری که همه آن را به هباتی مرتب 
(A‏ فرض کنید F‏ شبات تفت ioe‏ نشان دهید: 
الف) ۱ > ه > ۱-. 


ب) اگر y‏ < ه آن‌گاه و Se < Bed‏ در آن ۱-(۱ +۱)(و + ه)  SHY‏ 


4( باق گنیک بر ان هر ۵ در هن حلاف مرس یگدا ری SOS‏ 


فصل ۲۵ 


oo 


dials‏ صحیح مرتب را در فصل قبل تعریف کردیم. دراين فصل خواهیم دید که حلقه‌های 
مرنب «تقریبا» دامنة صحیح هستند. anes a‏ دنر وجه کنیل : 


۵ فضيه 
هر Ail‏ مرتب (< ;5) بدون مقسوم‌علیه صفر است. 


dees‏ جالب زیر نشان می‌دهد که هر dale‏ تعویضپذیر یکدار مرتب باید دامن صحبح با 
مشخصه صفر و در نتبجه نامتناهی باشد. 


۵ تتبحه 
هر حلقه تعویضیذیر پکدار مرتب دامنه صحبح است. به علاوه مشخصه این حلقه صفر است. 


۵ مسئله 
نتبجه بالا جه مطلبی در مورد حلقه‌های ,7 in EN‏ بیان می کند. (aaa VY ales)‏ 


۵ تعریف 
دو حلفه مرتب (:<:5) و (<:1) یکربخت ترتیبی‌اند اگر یک یکریختی حلقه‌ای 
T‏ ج 5 : م وجود داشته باشد به طوری که 


)۷2, ۷ 6 5( 2 <, جه و‎ م)z(‎ >; oly) 


۱۹۰ مبانی رباضیات 


۵ نتیجه 
اگر D‏ دامنه‌ای صحیح و مرتب باشد» آن‌گاه D‏ شامل زیرحلقه‌ای یکریخت ترتیبی با Z‏ است. 


نتیجه بالا نشان می‌دهد که اگر D‏ دامنه‌ای صحیح و مرتب باشد» آن‌گاه زپردامنه‌ای 
کرت یی با 2 Gla tgs bib‏ که وھا با بک کے چ ا دافتدهای 
صحیح و مرتب Q‏ و ۸ با 2 یکریخت نیستند (چرا؟). ولی خواهیم دید که اگر D‏ دارای 
eT‏ مد کیو در Gia er‏ ریا اا با 2 یکریخت است. 


۵ تعریف 
دامنه صحیح و مرنب D‏ را خوشترتیب می گوییم اگر هر زیرمجموعه ناتهی از 
o}‏ < ۰ : (1 6 2) < ۲ دارای کوجک‌ترین عضو باشد. 


۵ مسئله 
نشان دهید دامنه صحیح و مرتب Z‏ خوشترتیب است. آیا () نیز خوشترتیب است؟ 


۵ فضه 
D §\‏ دامنه‌ای صحیح. مرتب و خوشترتیب باشد. آن‌گاه ۱ کوچک‌ترین عضو مثبت D‏ است. 


۵ فضبه 


هر دامن" صحیح خوشترئیب با 2 یکربخت ترتببی است. 
فضیه‌های YL‏ نشان می دهند که تا حد یکریختی» 2 تنها دامنة صحیح مرتب حوشترتیب 


تمرین ۲۵ 


۱) ثابت aed‏ که دامن صحیح ZIVY]‏ خوشترتیب نیست. 


۲( فرض کنید دامنه صحیح D‏ خوشترتیب است و 2 € » به طوری که are‏ و( زا 
نشان دهید dials SILT a >a‏ صحیح و مرتب D‏ خوشترتیب نباشد» این حکم برفرار 


(r‏ فرض کنید دامن صحیح D‏ خوشترتیب است و K={re D>: ere ٥‏ نشان دهید 

۴ فرض کنید که 7 هیانی مرتب است. نشان debs‏ هر زیرمجموعۂ F‏ حداکثر دارای یک 
کوچک‌نرین کران بالاست. 

۵ فرض کنبد F‏ هبأتی مرنب است و ۴ € a,b‏ نشان دهید اگر ib > a‏ آن‌گاه 
(a,b) = {rer : » > <b}‏ نامتناهی است. 


فصل ۲۱ 


هبات مرتب کامل 


در فصل قبل نشان دادیم که 7 را می‌توانيم با این عبارت WIS‏ مشخص کنیم که 
Zy‏ دامنه‌ای صحیح مرتب و خوشترتیب است» 


به عبارت دیگر ویژگی stele‏ 7 را از دامنه‌های صحیح مرتب دیگر متمایز می‌سازد. LY‏ 
ویزگی‌ای وجود دارد که *1 را از هیأت‌های مرتب دیگر از جمله ‏ متمایز سازد؟ cal so‏ فصل 
به اين سوال پاسخ مثبت می‌دهیم. 

بند «ب» مسئلاةً زیر ویژگی‌ای از 8 را نشان می‌دهد که انگيزةیافتن ویژگی‌ای برای ۸ 
ات را وهای وت تا Mud‏ 


٠‏ مسئله 
الف) نشان دهبد معادلة ۲ = 2۲ در @ جواب ندارد؛ يعنى VY ¢ Q‏ 
ب) نشان دهید Ac gare‏ 


(۲ > ۲۲ : 60 ۳ - 5 
در Q‏ کران YL‏ دارد. ولی در Q‏ کوچک‌ترین کران بالا ندارد. در حالی که 5 در 8 دارای 
کوچک‌نرین کران بالا است. 


٦‏ تعریف 
ole‏ مرتب را کامل می‌گویيم اگر هر زیرمجموعه نانهی آن که دارای کران بالا در ۴ 


ol. ۱۹‏ ریاضیات 


۱ فضيه 
هبات مرنب اعداد حفبقی کامل است. 


Savy 


ب) هر هیأت wu) ee ae NS‏ «الف» و فضیه ۱۳۳۳ 
«الف»). 


حال نشان می‌دهیم که هر دو هیات مرتب کامل یکرپخت ترتیبی‌اند. 


۱ قفضه 
اگر Fy‏ و Fy‏ هبات مرنب کامل باشند آن گاه Cou Se Fy‏ نرتسی ۷ Sa‏ 


بنابراین. دستگاه اعداد حقیقی LR‏ عبارت زیر WIS‏ مشخص می‌شود: 


Ole R»‏ مرتب کامل است» 


تمرین ۲۱ 


\( با استقرا ثابت کنید در هر حلقه مرتب چون 9 9۴ > *ه b=‏ > ه > ۰. همچنین به 
ازای R‏ € ». ه > ca‏ نشان دهید اگر عضوی جون ۸ € 7 وجود داشته باشد که r>o‏ 
و r Cd‏ آن‌گاه این ۳ یکتاست. 


۲) با استفاده از اصول موضوع میدان مرتب کامل. ثابت کنید هر عضو مثبت » از ۴ جذر 
مثبت یکتایی دارد. (راهنمایی : (ه > ٤ Qa’‏ 2) را در نظر بگیرید.) 


۳) البات قضیه ۳.۲۹ را کامل کنید. 


۴ نشان دهید هیأت مرتب ۴ کامل است اگر و تنها اگر هر زیرمجموعه ناتهی آن که دارای 
کزان تابن در کباش یری ری کان ا ین کر ٨‏ داشتة ably‏ 


فصل ۲۷ 


استقرای رباضی 


در فصل بعد می‌خواهیم پم اصول موضوعی را معرفی کنیم که دستگاه ه اعداد طبیعی ‏ را کاملا" 
gots‏ فی کیت کی | ز اصول موضوع را در این فصل مطالعه می‌کنیم که به صورت زیر 


۷ اصل استقرای ریاضی 
فرض کنیم SON‏ طوری باشد که 
= وع ۱و 
-اگر 5 € ۶ آن‌گاه 5 € ۱ + . 
در این صورت N‏ = د. 


از این اصول برای اثبات قضیه‌هایی استفاده می‌کنیم که می‌توانند به صورت 


„, PEN , p(n) 


نوشته شوند که p(n) ee‏ گزاره‌نمایی روی N‏ است. Gabe‏ فصل با فرض قبول این اصل. 
استفاده از آن را نشان می‌دهیم و Lim‏ فد فضیه معادلا انا نات می‌کنیم. ابتدا صورت 
مانوس‌تری از این اصل را می آوریم. 


۷ فضه 
ol‏ استفرای رباضی معادل است AL‏ که اگر p(n)‏ گزاره‌نمایی روی N‏ باشد به طوری aS‏ 


p( 1) =‏ درست wl‏ و 


۱۹۹ مبانی ریاضیات 


ae‏ و p(k)‏ درستی (۱ + p(k‏ را نتبجه دهد 
آن گاه p(n)‏ برای هر EN‏ 7 درست است. 


۷ تذکر 

برای اثبات درستی 858 “Wn EN, p(n)”‏ نخست ثابت Pi te‏ افش peer‏ 
(7)۱ درست است و سپس ۱ فرض درستی p(k)‏ ثابت می‌کنیم که (۱ + )7 درست است. 
در این روند LSI‏ فرض درستی p(k)‏ را فرض استقرا و اثبات درستی (۱ + ٭)م ( یا 
(p(k) => p(k + ۱(‏ را مرحله استقرا می‌نامیم. 


۷ مسلئله 


نشان دهید برای هر عدد طبیعی ۸ 
الف)  ete‏ 


n \ Hines Wh 
ا‎ G+ 7 ۲ ب)‎ 


Aline ۷‏ 
نشان دهید برای هر عدد طبیعی Slin‏ مجموعه A‏ دارای ۸ عضو باشد آن‌گاه P(A)‏ دارای 


کاهی اسر و راخت تر Gal‏ که اضل معادل زیر را جائ اضل استفرای ریا ند 


۷ اصل عمومی استقرا 
فرض کنیم گزاره‌نمای p(n)‏ روی N‏ طوری باشد که 


ج p(\)‏ درست است؛ و 
- درستی ()م برای Sk‏ ۰ = ز درستی (۱ + )م رأ نتبجه دهد. 
در این صورت p(n)‏ برای هر EN‏ 2 درست است. 


۷ تذکر 


گرچه اصل عمومی استقرا ظاهری عام‌تر قوی‌تر یا کلی‌تر از اصل معمولی استقرا دارد؛ ولی 
فضیه زیر نشان می‌دهد که این دو اصل معادلند. حل مسئله ۹.۲۷ و اثبات قضبه ۱۰.۰۲۷ 


نشان می‌دهند که گاهی راحت‌تراست که اصل عمومی استقرا را به کار ببریم. 


۱۹۷ solgalial 


۷ 4.23 
اصل معمولی استقرا معادل با اصل عمومی اسنفراست. 


۷ مسئله 
هر عدد طبیعی چون ۸ برابر با ۱ یا مضربی از عددی اول است. 


ات تین ال با ان اف 


۷ اصل خوشترتیبی N‏ 
هر زبرمجموعه نانهی از N‏ دارای کوچک‌ترین عضو است. 


۷ قفضه 


۷ سمسئله 
(call‏ نشان دهید هر زیرمجموعة ناتهی از 7 که دارای کران پایین باشد. کوچک‌ترین عضو 
در 


ب) نشان دهید هر زیر مجموعه نانهی از 7 که دارای OLS‏ بالا باشد بزرگ‌ترین عضو دارد. 
گاهی لازم است اصل استقرا را به صورت زیر به کار ببریم. 


۷ اصل استقرا در مبنای ۸ 

فرض کنیم گزاره‌نمای P(r)‏ روی ۸ طوری باشد که برای ote‏ طبیعی مفروض :؛ 
p(k) —‏ درست است؛ و 
— درستی plm)‏ برای ۸ < «7 درستی (۱ + p(m‏ را ایجاب کند. 

در این صورت p(n)‏ برای هر ۸ > 7 درست است. 


۷ مسئله 
شا فش ایا ا etal sal‏ ای رباص سا نز 


۷ مسئله 
نشان دهید برای هر عدد طبیعی ۳ > «. اگر 


A, a As 89 ا اش‎ 


۱۹۸ مبانی ریاضیات 


تابع باشند» آن‌گاه تابع مرکب ‏ ۰ ۶۲ ۰۰۰۰۰ fn‏ مستقل از نحوهٌ قرار دادن پرانتزهاست. 


تمرین ۲۷ 


۱ ثابت کنید برای هر عدد طبیعی i‏ 
الف) ۱(۲ (n+‏ = (۱ + ۰)۲۸- 2 
ب( (۱ + n(n‏ = ۲۸ 2-۱ 

iM نشان دهید برای هر عدد طبیعی‎ (Y 


4 Mint Yat \) 
1 


a 


۳ نشان دهید برای هر عدد طبیعی ‏ 


Col (0‏ کنید برای هر ote‏ طبیعی ۲ < ۸» 


ِ (n - ۱()۸() + \) 
(k — \)k = + 
2 ۳ 


استقرای ریاضی ۱۹۹ 


۷ نشان دهید برای هر عدد طببعی « 


)-۱( ۲ = 


i= \ 


(—1)"n(n + ۱( 


tk نشان دهید برای هر عدد طبیعی « و عدد طیعی ثابت‎ (A 


n 


sf \ 
10 + \).--G+k—- Me 


t= \ 


pula t \)-- (n+) 


4( نشان دهید برای هر ۸ € Yn-—\Vin‏ >" 

.۲۳ < ۲۰+ Vin < ۳ نشان دهید برای هر عدد طبیعی‎ (Vo 

11( نشان دهید برای هر عدد طبیعی ۵ < in‏ "۸ < ۲. 

۲ نشان دهید برای هر عدد طبیعی JY? < nin‏ 

.۲ < ۲7 in نشان دهید برای هر عدد طبیعی‎ (VY 

7 نشان دهید برای هر دو عدد حقبقی مثبت »و و هر عدد طبیعی‎ (VF 


0۰] حے‎ a” > 


۳۹( ثابت کنید برای هر 7 عدد حفیفی (Tn ‘(TZ‏ 


11 n 
So ad > < اا‎ 
1=! i= 


»۸ و هر عدد طبیعی‎ 2 Zt ۱ نشان دهید برای هر عدد حقیقی‎ (VY 


ny 
E Fee ee a 


- 


whol, مبانی‎ Yoo 
AS عدد سه عدد « - ۲ را تقسیم می‎ in کنید برای هر عد طبیعی‎ Col (1۸ 
Olan in نشان دهید برای هر عدد طبیعی‎ .a, = ۲٣٣۴ ٣ فرض کنید‎ (14 


(Yo‏ نشان دهید برای هر عدد طبیعی Shin‏ ۷( € ۲و « > ۲ > ۱ آن‌گاه ۱۱( - 7) عدد 
n!‏ را بخش می کند. 


۱ نشان دهید برای هر N‏ € ,۰ "< ۳ > ۱ 


(ner) (GQ) 2۰۰ (2) =)‏ =( 
(F0) =F)‏ + (2) 
که در آن Gay‏ = (3). 
Glas (TY‏ دهید برای هر دو عدد حقیقی » و و هر عدد طبیعی ۰ 


۴(ج) ۰۰۰ + ۳۵ ۵۳(ج) + + FTE (Tab‏ = ۴( + ه) 


(YY‏ نشان دهید برای هر عدد طبیعی ؛ 


۱۰۱۱+ ۲۰۲۲+ ۰۰۰+ ام‎ = (nt ۱(۱-۱ 


in هر عدد طبیعی‎ Sly دهید‎ is (YO 


Sag) = ۲۳-۰ 
k= 


w A 


1( (الگوریتم تفسیم ( نشان دهید اگر nim‏ اعداد صحیح نامنفی باشند و ه 7 7 آن‌گاه 
اعداد صحیح نامنفی منحصر به فردی چون و و 7 وجود دارند به طوری که 


1۲ < 7۲۷ + و‎ o > > 


Yo) bls انآ‎ 


۷) فرض کنبد ymin EN‏ 4 بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک آن‌ها است. نشان دهید 
اعداد صحیح EZ‏ « ,۷ وجود دارند به طوری که .d = mu + nv‏ 


(YA‏ فرض کنبد ‏ € ۰7 ۲ < 7 و 
و۱۰۰۰ M = Py Pr‏ 


بت تجزیه 7۰ به عوامل اول باشند. نشان دهبد 7 = و و با تغییر ترنیب :مها (در صورت 


۲۹( و تخود ۸ ازاعداد حقیقی را استفرایی می‌گوییم اگر برای هر ۸ € ۰2 ۸ € ۱ + 2. 


فصل ۲۸ 


دستگاه اصل موضوعی اعداد طبیعی 


تاکنون با اعداد طبیعی و اعمال روی آن‌ها به طور شهودی آشنا بودیم و آن‌ها را به کار 
می‌بردیم. . دراین فصل می‌خواهیم اصول موضوعی را معرفی کنیم که دستگاه اعداد طبیعی را 
توصیف می کنند. . مزیت این کار دراین است که در دستگاه‌های شهودی» sla Sins‏ قور 
نظر با مثال و تجربه به دست می آیند در حالی که ویژگی‌های دستگاه‌های اصل موضوعی به 
طور منطقی از اصول موضوع استنتاج می‌شوند. 

ویژگی‌های » بسیاری را می‌توانیم برای اعداد طبیعی نام ببریم. . ولی آپا لازم است تمام این 
ویژگی‌ها را به عنوان اصل موضوع ببذیریم؟ البته پاسخ به این سوال منفی است. زیرا بسیاری 
ازاین ویژگی‌ها را می‌توان از ویژگی‌های دیگر نتیجه گرفت. پثانو ریاضیدان ایتالبایی؛ در 
اواخر فرن نوزدهم مبلادی با الگو قرار دادن دسته‌ای اندک از ویژگی‌های ساد اعداد طبیعی؛ 
اصول موضوعی را ابداع کرد که این دستگاه اعداد را “MS‏ مشخص می کند. Sos Sea‏ 
تنها با استفاده | زاین چند اصل موضوع»› و بدون توجه به نما" دهای Ted‏ می‌توانیم تمام 
ویژگی‌های اعداد طبیعی را «ثابت» کنیم. همجنین» نشان می‌دهیم که هر دستگاه با این اصول 
موضوع با دستگاه شهودی اعداد طببعی ایا یکسان» یعنی بکرپخت؛ است. 


۸ اصول موضوع PLY‏ 
می‌گوبیم مجموعه‌ای چون A‏ همراه با تابعی مانند 4 ج 4 : و در اصول موضوع Wy‏ صدق 
می کند اگر 

ب lag s (١‏ نباشد؛ پعنی عضوی چون ا در ۸4 وجود دارد به طوری که 


(Va € A) s(a) FL 


۵,۷ € ۸ به یک باشد؛ یعنی برای هر‎ Sos (Yo 


Yof‏ مبانی ریاضیات 


پ ۳) (اصل موضوع استقرا) اگر ۸ > 8 طوری باشد که 8 LE‏ و برای هر 8 ع ف 
EB‏ (5)0» آن‌گاه .B = A‏ 


۸ تعریف ۰ 

تابع A‏ ۸ :ه مذکور در بالا را تابع تالی روی ۸ می‌نامیم. برای هر ۸ € ۵ (ع)ه را 
عضو تالی » و » را عضو مقدم )0( می‌گوييم. همچنین؛ ۸ یا به بیان دقیق‌تر؛ (1 ,5 :4) را 
مجموعه پئانو می‌نامیم. 


۸ تد کر 
با توجه به شباهت اصل موضوع «پ ۳» به اصل استقرای ریاضی. این اصل را نیز اصل 
موضوع استقرا نامیده‌ايم. 

همجنین؛ توجه کنید که اصل موضوع Coy‏ نضی aS‏ ا ها gas‏ 4 امنت که تیت و 
پوشیده نمی‌شود (یعنی تالی هیچ عضوی نیست). ولی قضیة زیر نشان می‌دهد که در واقع 
چنین است. به اثبات این قضیه ساده توجه کنید و روش استفاده از اصول موضوع gi‏ را ببینید. 


۷۸ قضه 
فرص کیم L)‏ ,و (A;‏ مجموعه پئانو باشد و ZL aE A‏ ۵ در این صورت. عضو منحصر به 
GO‏ چون ۸ ع 0 وجود دارد به طوری که s(b)‏ = ۾ به مارت So‏ (1) - ۸ = (5)۸. 


۵۸ سوال 
حال دو سوال زیر مطرح می‌شوند : 

الف) LY‏ مجموعه gt‏ وجود دارد؟ 

ب) آیا Ya‏ یک مجموعة sil‏ وجود دارد؟ 
در این فصل به این دو سوال پاسخ می‌دهیم. 


۸ پاسخ سوال «الف» 

روشن است که اگر وجود مجموعة شهودی اعداد طبیعی و اصل استقرای ریاضی را بپذيريم 
آن گاه × همراه با تابع تالی N‏ ج N‏ : و با تعریف 2-۱ s(n)‏ یک مجموعه پئانو است. 
اگر بخواهیم پاسخی اصولی به سوال «الف» بدهیم. باید اعتراف کنیم هیچ تضمینی وجود 
ندارد که مجموعه la‏ وجود داشته باشد. ولی اصلی به نام «اصل موضوع نامتناهی» در 


gece sel Seok ats 
نظربة مجموعه‌ها ایجاب می‌کند که مجموعة زیر وجود دارد:‎ 
V={V,:n€N} 
Ve = )0, )0(( پس‎ Va = هر ۱ > ۰ (۱-,۷) لا م۷‎ sly که در آن }0{ = ۱ و‎ 
و به همین ترتیب ادامه می‌دهیم.‎ Ve = )0, {0}, 0, {0}}} 
به راحتی ثابت می‌شود ۷ همراه با تابع تالی ۷ ب ۷ : وبا تعریف‎ 
را و‎ Vat 


ree Ss‏ پانو است. این نچو د پئانو را مجموعه فون نویمان می‌نامیم. در مسئله 
۸ این مجموعه را به طور صوری و بدون استفاده از مجموعه ‏ معرفی می‌کنیم. 


۸ مسئله 

الف) دو مجموعه پئانو از اعداد طبیعی مثال بزنید که برابر × نباشند و دریکی ۵ =ا و در 
دیگری RE)‏ 

ب) فرض کنید × مجموعه‌ای دلخواه است. یک مجموعه پئانو چون M‏ بسازید به طوری 
که × حل. 

۸ تعریف 


فرض کنید M‏ مجموعه‌ای از مجموعه‌هاست. M‏ را مجموعه استقرایی می‌گوییم | 
M (all‏ ع (0). 
ب) برای هر XU{X}E M 6 EM‏ 


۸ مسئله 
فرض کنید A‏ کوچک‌ترین مجموعه استفرایی است. نشان دهید A‏ یک مجموعه بئانو است. 
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در واقع A‏ همان مجموعةٌ فون نویمان است. 


۱۰۳۸ پاسخ سوال «ب» 

در پاسخ به سوال ۵.۲۸ «الف» دیدیم «اصل موضوع نامتناهی» ایجاب می‌کند که 

مجموعه‌های پئانو فراوانند. در این‌جا می‌خواهیم به سوال «ب» پاسخ دهیم. نشان خواهیم داد 
ابتدا با اثبات فضیه زير نشان می‌دهیم اصل موضوع استثرا «پ ۳» هم برای اثبات‌ها و هم 

برای تعریف‌ها طراحی شده است. 


whol, pl ۲۰۹ 


۸ قضيهٌ بازگفتی 
فرض کنیم (1 ,۸:5) یک مجموعه gilt‏ × یک مجموعه: × ج × : یک تابع باشد و 
EX‏ . در این صورت تابعی WS‏ جون × ج 4 : م وجود دارد به طوری که 

p(L) = » یک)‎ 

دو) برای هر ۸ € »۰ ((0)ع) ۶ o(s(a))‏ 


نوجه کنید که ابتدا (1)م و سپس با فرض تعریف (6)م: ((0)ه)م تعریف شده است. در 
ایق ضورت می گوییم م به صورت بازگشتی یا استقرایی تعربف شده است. به عنوان نمونه‌ای 
از کاربرد قضیه بازگشتی: به اثبات Read‏ زیر توجه کنید. 


۸ قضه 
فرض کنیم (1 (Ass,‏ و )1 ,۸:۶) دو مجموعه پثانو باشند. در این صورت تابعی چون 
ج ۸4 : م وجود دارد. به طوری که 

ا 

ب) برای هر 4 € ه» .p(s(a)) = s/(y(a))‏ 

ب) ٥‏ دوسوبی است. 


۸ تنحه 


با توجه به این نتیجه. هر مطلبی که برای مجموعه‌های gill,‏ ثابت کنیم. همتای آن برای 
اعداد طبیعی نیز صادق است. تفاوت اساسی دراین است که بر خلاف دستگاه شهودی اعداد 


طبیعی این آثبات‌ها به طور منطقی داده می شوند. 


۸ مسکئله 
فرض کنید (1 (Ais,‏ مجموعه پئانو و ۸ ج N‏ : م یکریختی مذکور در فضیه یا نتبجهٌ بالا 
الف) نشان ym‏ اگر slp‏ هر p(n) «n € N‏ را با n‏ نمایش دهیم» آن‌گاه برای هر «n E N‏ 
ee)‏ ۱ + ۸ نمایش داده می‌شود؛ توجه کنید که و ...وه و = *و, 
ب) با توجه به بند «الف». جرا می‌توانیم اعضای A‏ را اعداد طبیعی بنامیم. 


دستگاه اصل موضوعی اعداد طبیعی YoY‏ 


تمرین ۲۸ 


1( نشان دهید اصول موضوع پئانو از هم مستقلند؛ یعنی برای هر دو اصل از سه 
اصل موضوع بئان مجموعه‌ای چون × و عضوی چون EX‏ ۶ ویک تابع مانند 
× ج × : م بيابید به طوری که در آن دو اصل موضوع صدق کند. ولی در اصل 
موضوع دیگر صدق نکند. 

۲ تابعی جون ‏ ج × : م متفاوت با تابع NN Jb‏ : ه با تعریف ۱ s(n)=n+‏ 
بیابید به طوری که در اصول موضوع پئانو صدق AS‏ 

۳) نشان دهید اگر تابع × ج N‏ : » دراصول موضوع پئانو صدق کند آن‌گاه یک 
دوسوبی چون NN‏ : م وجود دارد به طوری که Bs‏ = 08 

۴ فضیه بازگشتی را برای N‏ بیان کنید. 

0( فرض کنید × مجموعه است و *× ع 7. نشان دهید تابع *× ج N‏ : م با تعربف 
۳ = (0)م را می‌توان به صورت بازگشتی تعریف کرد. 

1( تمام توابعی چون × ج N‏ : م را بیابید به طوری که مه = 198 

۷ نشان دهید اگر × + N‏ : » در اصول موضوغ پئانو صدق کند و 5 = iso‏ آن‌گاه 
0 = 5. 

(A‏ نشان دهید هیچ عدد طبیعی بین ۱ و ۲ وجود ندارد. 

4( ثابت کنید تابع منحصر به فردی چون N + Rt‏ : ۸ وجود دارد به طوری که 
۳ = (۶)۱ و برای هر ۱ <¿ ۱۲ + (۱ Ai) =[h(i~‏ 

(Vo‏ ثابت کنبد تابعی چون +۴ + N‏ : ۸ وجود دارد به طوری که ۳ (۶)۱ و برای 
a > ۱‏ 

اگر ۲ <( =( = ] نم 
اگر ۱> (۱ )۸ Ce ie‏ 
اه هت کش و تقو 
Une) = Un + Ug uy = Tew, = |‏ 


U1 (UA (UE ۳‏ و ۷ را 4 دست jest‏ نو ثایت کنید هر عدد طبیعی مجموعی از اعداد 


فصل ۲۹ 
حساب در مجموعه‌های GY‏ 


در فصل قبل با معرفی مجموعة پئانو مبنایی اصل موضوعی برای مجموعه اعداد طبیعی ایجاد 
کردیم و نشان دادیم هر مجموعهٌ (اصل موضوعی) پئانو با مجموعه (شهودی) اعداد طبیعی 
N‏ یکریخت است. oul jo‏ فصل با استفاده از اصول موضوع پثانو ساختاری جبری روی هر 
مجموعه پثانو تعریف می‌کنيم و نشان می‌دهیم این ساختار جبری مجرد (اصل موضوعی) با 
ساختار جبری (شهودی) اعداد طبیعی N‏ یکریخت است. 


٩‏ تعریف 
فرض کنیم (1 ,5 :4) یک مجموعه پئانو است. عمل جمع (پثانو) را به صورت استقرایی زیر 
روی A‏ تعریف می‌کنیم: 

ج ۱) برای هر 4 6 sla)‏ =1 + و 

ج ۲) برای هر 4 € ره )6+ ع)ه = a+ s(b)‏ 


۹ مسئله 


با استفاده از فضیه بازگشتی نشان دهید عمل جمع پئانو در وافع تابعی (خوشتعریف) چون 
A‏ ج ۸ × ۸ : + است. 


4 مسئله 


الف) عمل جمع پئانو را روی مجموعه فون نویمان مشخص کنبد. 
ب) با استقرا نشان دهید که برای هر Vat V, =Vatmim,n€ N‏ 


2 مبانی ریاضیات 


۹ تد کر 

فرض کنیم (1 ,5 (A;‏ مجموعه‌ای پئانو است. اگر د را با ۱ نمایش دهیم؛ وازاین پس گاهی 
این کار را می کنیم»› rulers)‏ ۸ را ببینید)؛ «ج ۱) بیان می‌کند که برای هر ۸ € a‏ 
=o)‏ 5)06 در این صورت Mel‏ موضوع «ب ۲» به صورت آشنای زین شوه Saal‏ 


اج مج ۱ ند < ۵1۱ 


همچنین. اصل موضوع استقرای پئانو به صورت آشنای اصل استقرای ریاضی تبدیل 
می‌شود: اگر p(x)‏ گزاره‌نمایی روی مجموعه A‏ باشد به طوری که 

— (7)۱ درست باشد. و 

— درستی (7)0 درستی (۱ + »)2 را نتبجه دهد 
آن گاه (2)2 برای هر ۸ € 2 درست است. 


حال نشان می‌دهیم که ننها با استفاده از اصول موضوع پئانو می‌توانیم ویزگی‌های دستگاه 
اعداد طبیعی را که به طور شهودی پذيرفته‌ايم؛ ثابت کنیم. به عنوان نمونه به مسئله‌ها و 
فضیه‌های زیر توجه کنید. 


٩‏ مسئله 
رض کنید ۸ یک مجموعه پئانو است. نشان دهید برای هر ۸ € ع 1 +ه = (ه)ه ‏ 4+ 1. 


۰۹ قفضه 
فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای پئانو است. در این صورت (+ :۸) نیم‌گروهی تعوبضیذیر است؛ 
بعنی برای هر a,b,c € A‏ داریم: 

(a +b) +c = a+ (b + c( الف)‎ 

atb=b+a ب)‎ 


as ٩ 
داریم:‎ 6,9,6 € A است: بعنی برای هر‎ 


a +c = p+ ۾ چ م‎ < 


۹ مسئله 
فرض کنید ۸ یک مجموعه gill‏ است. عمل ضرب (پئانو) را مشابه عمل جمع (پئانو) روی 


حساب در مجموعه‌های پئانو 


A‏ تغریف کنبد و نشان دهبد تابعی چون ۸ ج 4 × 4 : × به دست می‌دهد. 


۹ مسئله 
با توجه به حل مسئله بالا نشان دهید برای هر ع ه < ه 1. 


۹ قضیه 
فرص کیم SA‏ مجموعه gh,‏ است. در cpl‏ صورت برای هر A‏ € 6 ,۵,0 داریم: 
الف) ۰6 + .a(b+c) = ab‏ 
ب) .)ab(c = a)bc(‏ 
ب) .ab = ba‏ 


٣.۹‏ مسئله 

فرض کنید A‏ مجموعه پئانو است و ۸ 6 ,۵. فشان PbS)‏ 
الف) ‏ + ] + . 
ب) $l‏ اه = و آن‌گاه 1= ۱ = 0. 


۹ قضیه 
در هر مجموعد py‏ داریم: 


ac=be—a=b 


حال رابطه ترتیبی را روی مجموعه‌های پثانو تعریف می‌کنيم. 
۹ تعریف 


0 <  هبج‎ 37 6 ۸, 20 


۹ مسئله 
(call‏ نشان دهید عضو ۲ مذکور در تعریف رابطه ترتیبی منحصر به فرد است. 
ب) نشان دهید برای هر ۸ ع 6 ع < (ه)ی < ۱ + 0. 


in‏ مبانی ریاضیات 


۹ تد کر 
تعریف رابطه‌های < > و > از تعریف < نتیجه می‌شوند. چطور؟ 


۹ مسئله 
فرض کنبد A‏ مجموعه gilts‏ است. نشان دهبد عضو 1 کوچک‌ترین عضو A‏ است؛ یعنی برای 
هر ۸ € »› 1 < 6. 


در حالت کلی فضیه زیر را داریم: 


۹ قفضه 
فرض کنیم 4 مجموعۀ پئانو باشد. در این صورت برای هر 4 be‏ وهای گر ۾ آن‌گاه 
.a < ۵+ ۱ = s(b)‏ 


۹ قضبه 
رابطه < روی مجموعه پثانو رابطه‌ای نرتیبی خطی LS)‏ است. 


۹۹ مسئله 

فرض کنبد A‏ مجموعه پئانو است. نشان دهید برای هر ۸ > «a, ۵, c,d‏ داریم: 
الف) اگر ۵ < هوه < ی آن‌گاه ac > bd sat+c>bt+d‏ 
ب) اگرء + 0 < + آن‌گاه ف < ۵. 
(wv‏ اگر be‏ > عم آن‌گاه ۵ a>‏ 


۹ قفضه 
vey‏ کنیم A‏ و ۸ دو مجموعه پثانو باشند. در این صورت تابعی یکریختی چون 
A!‏ ج 4 : مص وجود دارد به طوری که اعمال جمع ضرب و aba,‏ > را حفظ می کند. 


۹ تذکر 

با توجه به VL Aud‏ هر مجموعه پئانو ۸ با اعمال جمع و ضرب و رابطة ترتیبی‌ای که در این 
فصل معرفی کردیم دستگاهی یکرپخت با دستگاه اعداد طبیعی N‏ تشکیل می‌دهد. نفاوت 
اساسی آن‌ها در این است که ویژگی‌های مورد نظر درباره N‏ با مثال و تجربه به دست آمده و 


حساب در مجموعه‌های پئانو 


حال آن که ویذگی‌های A‏ به طور منطقی از اصول موضوع استنتاج شده‌اند. 


۲٩ تمرین‎ 


1( عمل توان (پئانو) را روی مجموعه پئانو A‏ تعریف و ثابت کنید برای هر ٥ € A‏ ,۵ ,ه» 
(al‏ ۴ه = aot?‏ 
a = (a) 2‏ 
(ab) = a°b° (ov‏ 

alas )۲‏ عضو مجموعه فون نویمان نمايش عدد طبیعی ۳ است؟ 


۳) الف) عمل ضرب ple‏ را روی مجموعه فون Glass‏ مشخص کنبد. 
(Ww‏ با استقرا نشان دهید برای ھر .VVm Varn ine N‏ 


۴ الف) عمل توان پئانو را روی مجموعه فون نویمان مشخص کنید. 
ب) با استقرا نشان دهید برای هر € 0,۰ Vim = Vr‏ 


۵( نشان دهید تابع ۷ ج N‏ : م با تعربف y(n) = Vn‏ اعمال جمع» ضرب و توان را حفظ 
می کند. 


1) اثبات فضنه ۹ «ب» را کامل کنید. 
(Vv‏ اثبات قضیه ۹ کرت را گام Aes‏ 


(A‏ اثبات فضیهٌ ۲۰۰۲۹ را کامل کنید. 


فصل ۳۰ 
ساختن اعداد oe‏ 


در دو فصل قبل دستگاه اعداد طبیعی را به صورت اصل موضوعی معرفی کردیم. dans‏ 
فصل می خواهیم L‏ فرض وجود دستگاه اعداد طبیعی iN‏ دستگاهی بسازیم که بکریخت ۳ 
دستگاه شهودی اعداد صحیح 2 باشد. حال جون ‏ با اصول موضوع مشخص شد» 2 نیز 
اصل موضوعی می‌شود. به این منظور باید عدد صفر و اعداد منفی را معرفی کنیم. برای این 
کار می‌توانیم نمادی چون ٥‏ و برای هر × € « نمادی چون —n‏ را انتخاب و به ٩‏ اضافه کنیم 
و سپس ویژگی‌های مورد نظر را برای عضوهای ac gare‏ جدید معرفی کنیم. ولی» روش 
مجردتر زیر را انتخاب کرده‌ایم زر مشابه با روش ساختن دستگاه ٩‏ از دستگاه 2 است که در 
فصل بعد می‌بینیم. توجه کنید که در اثبات احکام نباید از ویژگی‌های دستگاه شهودی 7 


استفاده کنیم. 


۰ معرفی صفر 
اپتدا عضوی به نام «صفر» و به نمایش » را به × می‌افزاييم و مجموعة (۰) لا IN. = N‏ 
به دست می آوریم. حال ویژگی‌های زیر را برای عضو صفر در نظر می‌گیریم: 

.« > ۰ n € N برای هر‎ - 

= برای هر N.‏ € 6 = + ه < ه +4 . 

- برای هر no=on=omeEN,‏ 


۰ مسکئله 
a ere‏ دهید رابطه L~‏ تعریف زیر روی مجموعه ۰ ۷ N.‏ - 5 رابطه‌ای هم‌ارزی است. 


(m,n) ~ (r,s) > m+s=r4n 


۳ مبانی ریاضیات 


(نوجه کنید که در حل این مسئله نمی‌توانيم از عمل تفاضل استفاده کنیم. زیرا این عمل در 


 ,‏ تعریف نشده‌است.) 


۰ تذکر 
انگبزه تعریف abl,‏ بح به صورت YL‏ این است که برای اعداد طببعی ص ۰ ٣‏ و و داریم: 


7۲۷ - ]( 2< ۲ - و‎ GG 1 4 و‎ =F +n 


۰ تعربف 
Ver‏ ~ /5 را با نماد 5 نمایش می‌دهیم. پس 


S= {[(m,n)]:m,néEN,} 


۰ تد کر 
توجه کنید که برای هر ۰7 ۰ ۲ و و در , ۷ 
[(m,n)] = [(r,s)] <=> (m,n) ~ (r,s)‏ 
41 < و 74 جح 
۰ مسئله 
نشان دهید که اعمال «جمع» و «ضرب» با تعریف زیر روی مجموعه 5 خوشتعریف هستند. 
[(m+p,n4+q)]‏ = ((ومم)] + [(m, n)]‏ 
[(mp + nq, mq + np)]‏ = [(و,م)][(۰ (m,‏ 
بش کر 
گرچه تعریف‌های جمع و ضرب روی 5 به صورت بالا بسیار ساختگی به نظر می‌رسند» ولی 
اگر [(m,n)}‏ را با نماد 7-7 نمایش دهیم. آن‌گاه این تعریف‌ها به صورت زیر در می آیند که 
از مصنوعی بودن آن‌ها می‌کاهد و به خاطر سپردن آن‌ها نیز راحت‌تر است. 


(m — n) + (و - م)‎ 
(m — n)(p - (و‎ 


(m + ( - (n + (و‎ 
(mp + nq) — (mq + np) 


4.23 ٥ 
دستگاه جبری ). ,+ :5) حلفه‌ای تعویضبدیر و بکدار است.‎ 


۰ مسئله 
نشان دهید که dad,‏ < با تعربف زیر رابطه‌ای ترتیبی خطی روی 5 است: 


[(m, n)] > [(و,م)]‎ <> m+q>n4+p 


ساختن اعداد صحیح 
۰ فضه 

حلفه 5 همراه با رابطه نرتیبی > حاصل از تعریف o>‏ حلفه‌ای مرتب ( در وافع dials‏ صحیح 
مرتب) است. 

۱۱۳۰ فة 


ZS ab‏ : م را با تعریف زیر در نظر بگیرید: 


nen) )-هه‎ Tony nen 


نشان دهید م یکریختی ترتیبی حلقه‌ها است و " = P(N)‏ 


۰ تذکر 
با توجه به یکریختی مذکور در مسئله بالا 5 را می‌توانیم دامنه اعداد صحیح بینگاریم. البته 
جون نمادهای شهودی اعداد صحیح ساده‌ترند نها fare a‏ شهودی 2 را به جای ps‏ 


ات 


نمرین ۳ 


SLI 0‏ فضیه ۸۰۳۰ را کامل کنند: 
۲) اثبات aes‏ ۱۰.۳۰ را کامل کنید. 
(r‏ از مطالب فصل ۲۵ تنیجه بگیرید که 5 دامن صحیح است. 
(f‏ احکام زیر را به طور مستقیم ثابت کنبد: برای هر 5 6 6 ,0,6 
الف) ab= oe >a=clblb=o‏ 
ب) a= Ù‏ ج ی + ا<ع +64 
پ) |= هم چسد ه و ه »3 »ها < ع6ه 
ت) ‏ + << + و جت و < a‏ 


a>b&e>o = ac > be (& 


فصل ۳۱ 
ساختن اعداد Ls‏ 


در فصل قبل با استفاده از دستگاه N‏ و ویژگی‌های آن» دستگاهی مجرد ساختیم که با دستگاه 
شهودی اعداد صحیح 7 بکریخت است و در نتبجه دارای plas‏ ویژگی‌های دستگاه 7 است. 
دز اين فصل با استفاده از دستگاه Z‏ و ویژگی‌های آن دستگاه مجردی می‌سازيم که با دستگاه 
شهودی اعداد گویای 4 پکرپخت است. توجه کنید که دراثبات احکام نباید ویژگی‌های 
دستگاه شهودی Q‏ را به کار ببریم. 

با الگو قرار دادن اعضای Q‏ به صورت کسر 2 که در آن 2 6 ,7و » 7 ۰ مجموعد 
۵ × 7 = 7 را در نظر می‌گیریم که در آن }0{ - 7 = 7۳. حال با الگو فرار دادن این مطلب 
که 


r 
= = ms = nr 
5 
. رابطه هم‌ارزی ہ را به صورت زیر روی 7 تعریف می‌کنیم‎ 


۱ مسگله 


(m,n) ~ (r,s) <> ms = nr 


توجه کنید که برای حل مسئله بالا نباید از عمل تقسیم استفاده ApS‏ زیر این عمل در 7 
تعریف نشده و فرض نیز بر این است که هنوز اعداد گویا را نمی‌شناسیم. 


Ae‏ مبانی ریاضیات 


۳ ١ 
داریم‎ T= 1/ توجه کنید که در ہ‎ 


[(m, n)] = [(r, s)] <=> (m, n) ~ (r,s) <> ms = nr 


۱ مسئله 
نشان دهید اعمال جمع و ضرب با تعریف زیر روی T de gare‏ خوشتعریف هستند. 


[(m, n)] + [(p, 4)] 
[(m, n)][(p, 4)] 


[(mq + np, ngq)] 
[(mp, nq)] 


۱ تذکر 
برای به خاطر سپردن تعریف جمع و ضرب روی 7 متذکر می‌شویم که اگر [(,«)] را با نماد 
* نمایش دهیم آن‌گاه 


۳۶ _ M+ 
mp? > mp 4 
nq nq 


oa leet eal as‏ ها وی Q‏ هستند. 


۱ فضبه 
> تگاه جىریى (T;+,.)‏ هبات است. 


۱ مسئله 
نشان دهید رابطه < با تعریف زیر رابطه‌ای ترتیبی خطی روی 7 است: 


[(m, n)} > [(p, 4)] <=> mq > np & nq > ه‎ 


۱ تذکر 
توجه کنبد که تعریف > روی 7 با تعریف رابطة ترتیبی معمولی روی Q‏ سازگار است: 


> ^ > mq > np & nq > © 
n g 5 


همچنین» [(۱ ,۰)] > [(7,7)]اگر و تنها اگر ه < ۸و ه < 7. 


ساختن اعداد LS‏ 


۱ فضبه ۱ 
هبات 7 همراه با Wal‏ ترتببی < حاصل از تعریف > هیاتی مرتب است. 


۱ مسئله 
تأبع 7ب @ : م را با تعریف زیر در نظر بگیرید: 
(WE Q) (=) =[(m,n)‏ 


نشان دهید م یکریختی ترتیبی است و 2 = (2)م. 


۱ تدکر 

با توجه به یکریختی مذکور در مسئلهٌ WG‏ هر عضو 7 را می‌توانیم با نماد # نمايش دهیم و در 
نتبجه "7 را می‌توانیم ole‏ اعداد LS‏ بینگاریم. البته چون نماد #* ساده تراز [(02,۳)] است؛ 
در عمل مجموعه شهودی ‏ را در نظر می‌گبریم. 


تمرین ۲۱ 


۱ اثبات Ayes‏ ۵.۳۱ را کامل کنید. 
۲ اثبات Quad‏ ۸۰۳۱ را کامل کنید. 


۳) فرض aS‏ 7 € 2,۷,2. به طور مستقیم نشان دهید: 
الف) y‏ = ج جد م + ون < 2 + :2 
ب) ل z=‏ جد ه و 2 4 2 = 212 
پ) 2 + >+ >y‏ 
ت) (با فرض ه < 2) وب < 2۶ جع را < 2 
۴ نشان دهد بین هر دو عدد گویا (عضو 7) عددی pac) LS‏ 7) قرار دارد. به عبارت 
re‏ 


r>y=dzeT, > 2S y 


۳۳ مبانی رباضیات 


0( نشان دهید برای هر عدد طبیعی » و هر عدد صحیح cb‏ عدد طببعی ۰ وجود دارد به 
طوری که na‏ > . 


1( نشان دهید برای هر عدد گویای » < 2 و هر عدد گویای cy‏ عدد طبیعی « وجود دارد 
به طوری که 2 > .Y‏ 


۷ تمرین ۱ را به طور مستفیم برای 7 به جای Q‏ ثابت کنید. 


فصل ۳۲ 
ساختن اعداد حفیفی tea)‏ انا 


در دو فصل قبل» دستگاه 7 را از N‏ و دستگاه 4 را از Z‏ ساختیم. دراین فصل می‌خواهیم با 
استفاده از | دستگاه Q‏ شوک gel‏ آن» دستگاه مجردی بسازیم که با دستگاه شهودی اعداد 
حقیقی ۸ یکریخت باشد. در وافع می‌خواهیم هبات مر بسازیه که کامل actly‏ اساسا 
دو روش برای ساختن اعداد حقیفی از cle‏ 4 وجود دارد. یکی روش برش‌های ددکیند و 
دیگری روش دنباله‌های کوشی . ازاین دو روش اولی را که از لحاظ منطقی ساده‌تر است و 
مفاهیم جبری را به کار می‌گیرد. روش جبری و دومی را که به روش عملی و شهودی ساختن 
altel agate cle het‏ اعساری ان تک شرامت واه SS uel‏ 
می‌برد؛ روش آنالیزی می‌نامیم. از آن‌جا که روش دوم؛ که روش کانتور نیز نامیده می‌شود 
شهودی‌تر و ابزارهای آن برای شما آشناتر است ابتدا این روش را معرفی می کنیم و سپس در 
فصل بعد به روش برش‌های ددکیند می‌پردازيم. 
باد آوری می کنیم که هر دنباله از اعداد گویا تابعی چون 


Q‏ + ۱ : و 


امس سای ی ی ee egy‏ ی زا وضو 
ساده با (Sn)‏ نماپش می‌دهیم. 


۲ مسئله 
و ی ی تشان ده 6 همراوبا اعمال رین 


(Qn) + (bn) = (an + bn) 
(an)(bn) = (anbn) 


۳۳۴ مبانی ریاضیات 


۲ تعریف 
می گوییم حد دنباله‌ای از اعداد گویا جون (an)‏ عدد گویای ااست: یا (an)‏ به | همگرا است؛ 
و می‌نویسیم: 


lim ap =!‏ 
oo‏ جس ر 
اگر به ازای هر EQ‏ ۰ < ء عدد طبیعی N‏ وجود داشته باشد به طوری که 


n> N => lan ->۶ 


روشن است که این تعربف برای هدف ما رضایتبخش نیست. زیر همگرایی دنباله‌های 
وتا به عددی حقیفی مورد نظراست نه به عددی کویا: گرجه مجاز نیستیم از اعداد حقیقی 
استفاده کنیم ول برای لحظه‌ای فرض کنید همگرایی دنباله‌ای از اعداد Lf‏ به عددی 
حقبقی مصداق داشته باشد. البته این فرض در الگوهای شهودیمان از اعداد گوبا و اعداد 
حقیقی صدق می‌کند. مسئله این است که «به طور صوری» بر ما معلوم نیست که این عدد 
جیست. با این وجود. اگر (an)‏ به عددی حقبقی چون 1 همگرا باشد. آن‌گاه عدد طببعی N‏ 
وجود دارد به طوری که 


(Vn < N) م۵‎ - > ۲ 
(Vm > N) jam - > ۲ 
و در نيجه‎ 


(m,n > N) |am - امه‎ (am — 1) — (an —1)| 


lam ~ ]| + jan — 1| 
2/۲ + ۰/۲ =e 


بنابراین» OS‏ 6 > امه - |am‏ مطرح می‌شود که به عدد فرضی 1 بسنگی ندارد. 


AIA Il 


۲ تعریف 
دنباله‌ای چون (an)‏ از اعداد گوبا دنباله کوشی است اگر برای هر عدد گویا و مثبت ٤‏ عددی 
arb‏ چون ۷ وجود داشته باشد به طوری که 


(Vm,n>N) lam - اجه‎ > 6 


۲ مسئله 
الف) نشان دهبد در Q‏ هر دنبالة همگرا دنباله کوشی است؛ ولی کک اين مطلب درست 


ساختن اعداد حقیفی (روش آالیزی) 


۳۳۵ 


ب) نشان دهید هر دنبالة کوشی از اعداد LF‏ کراندار است. 
۲ مسئله 
فرض کنبد C‏ مجموعهٌ دنباله‌های کوشی در Q‏ باشد. نشان دهید 6 همراه با اعمال جمع و 


ضرب دنباله‌ها حلقه‌ای تعوبضبذیر و یکداراست (در واقع S atl‏ است) ولی هبات نیست 


Uta‏ بالا نشان می‌دهد که دنباله‌های کوشی نیز می‌توانند نمایشگر اعداد حقیقی باشند. 


باشند. یعنی نمایشگر یک عدد شوند. با «بکسان» گرفتن دنباله‌های همحد به صورت زیر؛ هر 
دو مسئله یکجا حل می‌شود. 


۲ مسئله 
نشأن دهبد رابطه ~ با تعریف زیر روی 6 رابطه‌ای هم‌ارزی است . 
ه im (an ~bn)=‏ ج (an) ~ (bn)‏ 


۲ تعریف 
مجقوعة کہ را با 0 نمانش ory sib ge‏ 


C = [(مع)])‎ : (an) > €} 


۲ مسئله 


نشان دهید اعمال جمع و ضرب با تعریف زیر روی ٤‏ خوشتعریف هستند 


۲ فضبه 
دستگاه (C; +, ) S_»>‏ هبات انت 
1.۳۲ مسئله 


نشان دهید 6 همراه با رابطه < با تعریف زیر هیاتی مرتب است. 


ع < —bn‏ بو ۸۷ > E N, Vn‏ 3۷ ,ه > Qe‏ € 36 جح [(on)]‏ > [(مه)] 


۳۳۹ مبانی ریاضیات 


۲ سمستله 
چرا تعریف زیر برای رابطة ترتیبی خطی اکید روی € مناسب نیست. 


[(an)] > [(bn)] جه‎ AN e ۳,۷۵ > ۷, an > بر‎ 


۲ سمستله 
فرض کنید برای هر 04 € 4 [(9,۰۰۰,)] = .٩‏ نشان دهید Q‏ بکربخت ترتیبی زیرهیات 
Q}‏ € : 6 ع 14 از 0 است. 


۲ مسکئله 
کشان ده سرا .هو ده ای © عددی صحیح جون 7 € م وجود دارد به طوری که 
[(an)] <P‏ 


۲ فقفضه 


۲ فضه 
هر هبات Coy‏ کامل CL‏ یکریخت است. 


۲ تنتیجه 


فصل ۳۳ 


ساختن اعداد حفیفی (روش جبری) 


ذر alee shel Gk Lad‏ رابا انتفاده از دبالهای cold‏ از اغداد کوب ب نام دیبالد‌های 
کوشی ساختیم. به عبارت دیگر هر ba)‏ هم‌ارزی jla = [(an)]‏ دنباله‌های کوشی را یک عدد 
حفیقی نامبدیم. دراين فصل روش دیگری را برای ساختن اعداد حفیقی از اعداد گویا معرفی 
می‌کنيم که به روش و مشهوراست. دراین روش ole‏ مرتب () را که به تعبیر تعریف 
1 کامل نیست» به هیات مرتبی گسترش می‌دهیم که کامل است. این کاررا کامل سازی 
٩‏ نیز می‌نامند. به این منظور زیرمجموعه‌های خاصی از اعداد گویا را به کار می‌بریم که 
برش‌های ددکیند نامیده می‌شوند. هر برش ددکیند را یک عدد حقیقی می‌نامیم و مجموعة 
همه این برش‌ها تحت اعمال جمع و ضربی که تعریف خواهیم کرد هباتی مرثب کامل تشکیل 
می‌دهد که همان هبات اعداد حقیقی است. 

برای ابجاد انگیزة معرفی برش‌های ددکیند و پذیرش آن‌ها ay‏ عنوان اغداد حقیقی؛ ابتدا 
برش‌های گویا را در نظر می‌گیریم و نشان می‌دهیم که مجموعه این برش‌ها همراه با اعمال 
جمع و ضربی که تعریف خواهیم کرد با هات مرتب Q‏ یکریخت است. 


۳ تعریف 
برای هر @ € «» مجموعه 

={r€EQ:z2 <p}‏ و 
را یک برش US‏ می‌ناميم. 


۲.۳۳ تد کر 
توجه کنید که م = pt‏ (تمرین ۷ از فصل ۷ را ببینید) و از لحاظ شهودی» با تصور @ به 


۳۳۸ مبانی ریاضیات 


2 ۲ 4 


۳ مسئله 
نشان دهید *و = *ماگر و تنها اگر p=q‏ 


۱ ۳ مسئله 
نشان دهید Q}‏ ع م : *) = Q*‏ همراه با اعمال زیر یک هیات است: 


*(و + م) = "و + ۳ 
p*q* = (pq)*‏ 
۳ مسگله 
نشان دهید Q*‏ همراه با رابطة < با تعریف زین هیاتی مرتب است: 


< م چحه >q‏ "و 


۳ مسئله 
نشان دهید تابع Q*‏ ج @ : م با تعریف زیر یکریختی ترتیبی است . 


(Vp € Q) (مام‎ =P" 


حال آماده‌ايم که مفهوم کلی برش ددکیند را برای نمایش اعداد حقیفی معرفی کنیم. با 

نوجه به مسئلة 1.۳۳ برای هر 0 ع م مجموعه "م نمایشگر عدد گویای م است. برای مثال 
عدد گویای ۲ با (۲ > 0:2 € 2) = ۲۳ و عدد گویای ۶ با 
rae eS‏ 

)( ={reQ:ir<¥} 

نمایش داده می‌شود. ولی مثلا VT‏ را با کدام زیرمجموعه از Q‏ نمایش دهیم؟ می‌دانيم 

EQ‏ ۷۲ و در نتیجه ۷۲ بی معنی است. برای این که بتوانیم زیرمجموعه‌هایی از 4 را در 

نظر بگیریم که نمایش اعداد حقیقی باشند؛ مفهوم برش LoS‏ را به صورت زیر تعمیم می‌دهیم. 


۳ تعریف 
زیرمجموعه‌ای چون از @ را برش ددکیند می‌نامیم اگر دارای ویژگی‌های زير باشد: 


۳۳۰ مبانی ریاضیات 


۳ ۲۱۸ 
نشان ذهید عمل ری رزوی 8 خوشتعریف است : 


۳ +۲۷ < 10+ ۰:۰ 60,۷ 6 ۷[ 


۳ قفصه 
B‏ همراه با عمل جمع بالا گروه آبلی أست. 


۳ قضیه 
برای هر € 7 ,2 ,۷ ,× اگر ۲ < و 7 < 2 آن‌گاه ۲ + ۲ < 2 + . 


حال می‌خواهیم عمل ضرب را روی 8 تعریف کنیم. عمل ضرب به سادگی عمل جمع 
تعربف نمی‌شود. ابتدا ضرب دو عضو مثبت 8 را تعریف می‌کنيم و سپس آن را برای هر دو 
عضو دلخواه 15 تعمیم می‌دهیم. 


۳ تعریف 
فرض کنیم 8 € 7,۷ به طوری که ”0 > ]و *ه > .V‏ دراین صورت 


۷ < 12 ع 32یا ه > 0:2 ع‎ 0۷ 6 ۷2۵, < °,z=2y} 


۳ سمستئله 
نشان دهید برای هر دو برش مثبت و EBV‏ 7۷ و مثبت است. 


۳ تعریف 

رای هر 8 € U‏ چنین تعریف می‌کنیم: 
اکن Weak‏ 
S|‏ *ه دل 0-٩ of‏ 
اگر U<or‏ ا- 

۳ مسئله 

نشان دهد برای هر UCB‏ *ه < لپا *ه < || 


حال عمل ضرب را برای هر دو عضو ا تعریف می‌کنیم. 


۳ تعریی 
برای 8 € ULV‏ چنین تعربف می کنیم: 


ساختن اعداد حقیقی (روش جبری) ۲۳۱ 


اگر *ه = o* V = o* ۳ U‏ 
U,V>o* 1‏ پا ۶ < U,V‏ 0۱۳۱ - ۲۷ 
اگر (*۰ < ۰۳,0 > ۲۷) يا (*ه > ۰*0 (V>‏ (۱0۱۱۷)- 
اثبات گروه بودن (*۰) - 8 = BY‏ را به چند قضبه تقسیم می‌کنیم. 
۳ فصه 
B‏ همراه با ضرب؛ تکوارای تعویضپذیر است. 


۳ تعربف 
رای هر *۰ > (Bo U‏ چنین تعریف می‌کنیم: 
y}‏ > 0*۰ 2 ,0 > 3یا ه > 60:2 ه) < Uy‏ 
واگر هم( اج 7 
۳ فضه 


برای هر *ه UF‏ در 8 8 € U,‏ 


۳ قفضه 
برای هر عدد گویای ۱ < 2و هر 8 ٤‏ ا به طوری که ۰ U>‏ عضو 7 € ن وجود دارد به 
طوری که ل € cy‏ 


۳ قضیه 
برای هر *ه #۶ U‏ در 5 ۰ وارون صربی 7اشت 


۳ قفضبه 
برای هر «U, ۷,۲۷ EB‏ 


U(V +W) = UV + ۷ 


anas ۳‏ 
دستگاه (. ,+ ;8) هبات مرتب کامل است. 


۲۳۲ مبانی ریاضیات 
۳ تد گر 
با توجه به مسئله‌های 1۵.۳۳ و ۰۸ Qt‏ زبرهیاتی از 8 است که با 4 یکربخت ترتیبی است. 


همجنین» با توجه به فضیه‌های 7 و ۵.۲1 B‏ یکریخت R‏ است. از اين روا B‏ را هبات 


سوال‌های چهار گزینه‌ای 


lus (\‏ یک از گزینه‌های زير درباره مجموعه‌های (A‏ 8 و € همواره درست است؟ 


AUC=BUC=5A=B(Y ANC=BNC=A=B(\ 
جب 0 - 8 ۸-0 ۴) هر سه گزینه بالا در حالت کلی نادرستند.‎ ۸ = 8 ۳ 


elas (Y‏ یک از گزینه‌های زير درباره مجموعه‌های «A‏ 1۶ € همواره درست است؟ 


AUB=BUA=> A=B (| 

AUB= AUC= BUC = AN(BUC) = (ANB) U(ANC) (Y 
AN(BUC) = (AN B)JU(ANC) =} AUB = AUC = BUC ۴ 
REE DIT 


۳( کدام یک از گزینه‌های زیر دربارة مجموعه‌های A‏ و 7 همواره درست است؟ 


ا( AUB=ANB<+<A=B‏ 
۲ 8 ۸ جسه ۸ - 8 ۸۱ 
۳ 4 9 چجسه AUB=ANB‏ 
۴) هر سه گزارة VL‏ در حالت کلی نادرستند. 


alas (f‏ یک از گزینه‌های زير فرتاره مجموعه‌های ۸ و 8 همواره درست است؟ 


(AU B) = A'NB' ++ ۸ < B 0 
(AUB) = ANB' eç ACB (Y 
(AUB) = ۸ 0 B' => BC A ۳ 
(AUB) =ATU BY وان ۸ ) چضد‎ =A OB (Ff 


0( کدام یک از گزینه‌های زیر دربارة مجموعه‌های ۸ ۰8 ) همواره درست است؟ 


(AUB'UC')' = AUBUC 0 
(AUBUC') =ANBmC CY 
(AUB) ACY =ANBNC(T 
هر سه گزینه بالا در حالت کلی نادرستند.‎ )۴ 


1( کدام یک از گزینه‌های زیر دربارة مجموعه‌های ۰4 ۰8 ) همواره درست است؟ 


YF‏ مبانی رپاضیات 
(AN B')U(A'NB) = AUB = ANB = ۸ ۱‏ 
(AN B)U(A'NB)=AUBS>ACB(Y‏ 
(ANB )U(A' NB) = AUB +e ANB =0 ۳‏ 
۴) هر سه گزینه YL‏ ذر حالت کلی نادرستند. 

۷( کدام یک از گزینه‌های زیر درباره مجموعه‌های ۸» 8» ٤‏ همواره درست است؟ 
ANB =0 0‏ حه ۸ = (AUB)JNB'‏ 
(AUB)JNB' = A+ ANB HOt‏ 
(AUB)NB=AS>ANB=O(T‏ 

AN B' = 0۸ ۱1 (ظ‎ N B' = A (f 

(A‏ کدام یک از گزاره‌های زیر درست است؟ 
۱ [۲-) - (ه < 2 : آ ع 12 - (۵> 2۲ > ۲ : ۲ ع 15 
۲) (۲- = }° < 2 : ,6 ۵-12 > 2۲ > ۲ :67 12 
F}U{T, F} (YT‏ = 21 : 0 ع 12 < (۴ > > ٩:۱‏ ع »1 
۴ هر سه کرپنه یال ناذرفهند: 

4( کدام یک از گزینه‌های زیر برای مجموعه‌های Bid‏ و ) همواره درست است؟ 
AUB' => (ANB) = ۸ 6۱ ۱‏ = (ظ (AU‏ 
(AU B) = ۸ N Bl => (ANB)! = ۸ ۷ ۲‏ 
A- (BUC) =(A- B)N(A—C) = (AN B)' = ۸ ۲ B' ۳‏ 
(F‏ هر سه گزینهٌ بالا در حالت کلی نادرستند. 

۰) کدام یک از گزینه‌های زیر درست است ؟ ۱ 
“tAS(BNC)=(A=B)NA=C)O‏ 
A-(BNC)=(A-B)N(A-C) = ANA = 0 ۲‏ 
ANA =0=> A-(BNC)=(A-B)N(A-C)(¥‏ 
۴ هر سه گزینه بالا در حالت کلی نادرستند. 

۱ مجموعه [[(۱)) ,۱) دارای چند عضو است؟ 
T(T eG ۲‏ ۳۰۷۳ 


(VY‏ مجموعه ((((۲ ,۱,)۱))) دارای چند عضو است ؟ 

fF F(T ۰۳ AG 
کدام‌بی ار کزاره‌های‎ ce STAVE eB aA ae SOY 
زير درست است ؟‎ 


6 ۸ لیا‎ ۲ BCC BSA ACC 


CYT‏ فرض کنبد ۸ مجموعه‌ای دلخواه باشد. کدام یک از گزاره‌های زير نأدرست است ؟ 


0C P(A) )۲ We P(A) 0 
۸ P(A)(f 0 6 {0} (r 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای ۳۳۵ 


10( فرض کنبد ۸ مجموعه‌ای دلخواه باشد. کدام یک از گزاره‌های زير نادرست است ؟ 
A (‏ ع 0 ۲) {A}‏ ۸4 
AE PA {A} C P(A) ۳‏ 

11( فرض کنید {a,b}‏ = ۸. مجموعه P(P(A))‏ چند عضو دارد؟ 
VY CY ACY ۴۳‏ ۴ ۱۱ 


(VY‏ فرض کنید (((0))) - 8 و [[0) ,40 0. کدام یک از گزاره‌های زیر نادرست است؟ 


BCP(P(C)) ۲ BEP(P(C)) 0 
BEP(C)(¥ BEP(P(P(C))) ۴ 


(VA‏ عبارت درست را مشخص کنید. 


{0} € {0} ۲ 0€ 0 ۱ 
{0} C {{O}} )۴ {0} C {0} ۳ 


14( کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


{0F} > 10,)9([( )۲ )10(( > )0,)0,))0((( 0 
{0} € (0, {0}} ۴ {0} > {0, {{0}}} ۴ 


(Yo‏ عبارت درست را مشخص کنید. 


۱ = 77770 )۲ {{{O}}} € ۳۳۷ 0 
0 ¢ 0 ۴ {0} ۳0 ۳ 


{{O}} ۲ {{{0}}} 0 
)0,0,10((( )۴ (0, {0}, {{O}}, 10, )0((( ۲ 


۲) کدام یک از عبارت‌های زیر درست نیست؟ 


{0} 10,1001(( )۲ )0( > {0, {0}} 0 
{{O}} > 10, {03} )۴ )10(( C {0, {0}} ۲ 


plas (TY‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


{{0}} > )0,10,10((( )۲ {{O}} > {%, {0, {0}}} 0 
)10(( > )0,)00((( ۴ 100(( = )0,)0,)0((( ۳ 


۴) کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


]10(( >10,110((( )۲ {{O}} C {0, (0, )0, )0(۱(( 0 
{{0}} > {O{O}} ۴ {0} > 110(, {{0}}} ۲ 


elas (YO‏ یک اه فادها وین قاس ات ؟ 


۱ اگر ۷ = 8 ۸۱ آن‌گاه ۸ - B=V‏ ۲) 0 < 1 (ظ - ۸) ۱ 
۳) گر AUB=A‏ آن‌گاه 0 = 8 A—(B=C)=(A=B)UC (f‏ 


سوال‌های چهار گزینه‌ای YY‏ 


1( فرض کنبد A‏ مجموعه‌ای از مجموعه‌ها باشد و ۸ € ۸. کدام یک از احکام زیر درست 
است؟ 
A=UA(T BAe wre‏ 
A=N\A(F 4۳‏ 
(TY‏ فرض کنید A‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها است. اجتماع خانواده A‏ عبارت است از: 


X)} (|‏ ع ۸۸۰ *)12۱3 - 4 لا 
UA = 1:۷2) 6 ۸۸۰ E X)} ۲‏ 
UA = |3۲) E ۸۸۸۲ E X)} ۴۳‏ 
UA < 12۱۷۸) E A^ z € X)} ۴‏ 


(YA‏ اجتماع خانواده ۸ عبارت است از: 
Kile way ۱‏ سوم Gin‏ اش اه AS‏ 
a2} )۲‏ حداکثر یک عضو A‏ متعلق باشد JA = {ol‏ 
aor} )۳‏ همه اعضای A‏ متعلق باشد 2۱) = UA‏ 
x} ۴‏ فقط به یک عضو A‏ متعلق باشد |2) = UA‏ 
۹٩‏ فرض کنید (((۱,۰)) ,((۱,۲(,)۱))) X=‏ دراین صورت VOX‏ برابر است با: 
CK 10( ۲ 4۱( )۲ 0 0‏ ((1۱] 


ری کی از lee‏ ا که را کی فرش 
أاست؟ 
sig‏ هر مجموعه AU (xen X) =Nxea(AUX) «A‏ 
۲) برای هر مجموعه 4 (AN X)‏ ہے بلا = AN (Uxea X)‏ 
P(A) =Nyxea P(X) ۳‏ 
P(UA) = Uxea P(X) (F‏ 


alas (f1‏ 42435 برای خانواده‌های اندیس‌داررع:(:۸) و {Bj }jer‏ 41 مجموعه‌ها نادرست 


است؟ 
(Uier A:) 8 (User B;) = Vier User (Ai 8 B;) (\‏ 
(Pier At) U (yer Bi) = Mier Njer(Ai U By) (¥‏ 
iel Ay User B; = User e A; — B;) (v‏ 


(FY‏ کدام یک از گزینه‌های زير درست است؟ 


Ut{{z}, {z,y}} = {x,y} 0 
Uti}, {z,y}} = {{z,y}} (Y 
Uttz}, fz, u}} = ))2(, {z,y}} ۳ 
هر سه عبارت بالا نادرستند.‎ )۴ 

(FY‏ کدام یک از گزینه‌های زیر درست است؟ 


P(P{O}) = {0, {0}} ۲ P(P(B)) = {0} 0۱ 
(\P(P{0}) = {0} )۴ = UlP(P{O})] = {0, )0(( ۳ 


سوال‌های چهار گزینه‌ای VY,‏ 


(TI‏ فرض کنبد A‏ مجموعه‌ای از محموعه‌ها باشد و AGA‏ کدام یک از احکام زپر درست 
است؟ 
A=UA(Y ۱‏ 
۳ 4۸ ۲) ۱۸]< ۸ 
(YY‏ فرض کنبد A‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها است. اجتماع خانواده A‏ عبارت است از: 
EX) ۱‏ ت۸۸ E‏ »)12۱3 < ۸4 لا 
UA = 1:۱۷) E ۸۸ E X)} (Y‏ 
X)} (FT‏ ع ۸۸۸ 6 )۲231 = UA‏ 
A^ Zz E X)} (Ff‏ ع UA = {z\Vz(x‏ 
(TA‏ اجتماع خانوادة A‏ عبارت است از: 
pom renee‏ سل باق اک 
aor} )۲‏ حداکثر یک عضو A‏ متعلق باشد | = 4۸لا 
az} ۳‏ همه اعضای A‏ متعلق باشد 42۱ = UA‏ 
۴ ± فقط به یک عضو A‏ متعلق باشد |۶) = UA‏ 
۹ فرض کنید ([(۱,۰)) ,((۲(,)۱ ,۱))) = ×. دراین صورت MUX‏ برابر است با: 
{OCT ۲۱( )۲ 0 0‏ ۴۳) ((۱)] 


(Fo‏ فرض کنبد A‏ مجموعه‌ای از مجموعه‌ها باشد. کدام گزینه در حالت کلی نادرست 
است؟ 
1( برای هر مجموعةٌ X) = Mxea(AUX) A‏ عا U‏ 
۲) برای هر مجموعه ۰۸ VWUxes X) = Uxca(AN X)‏ 
P(A) =D xc P(X) ۲‏ 
PUA) = UÛxea P(X) ۴‏ 
elas (f۴1‏ که برای خانواده‌های yaad‏ ‌داررع:(:۸) 3 $I {Bi hier‏ مجموعه‌ها نادرست 
است؟ 
(User Ai ) 8 (U; fel B;)‏ 
(fer By)‏ لا (Mier Ai)‏ 


Cs ¢ 

و 

بسا 
wwe‏ 
Hou ۱۱ oy‏ 
(cS‏ 
mM Om ۱ ۱‏ 
پا me‏ 
لیے 
nm‏ 
سر 
>> 

x 
ASS) 
2 


(FY‏ کدام یک از گزینه‌های زیر درست است 


Utiz}, {z,y}} = {2,y} 0 
Ut{x}, {z, y}} = {{z, y}} ۲ 
Gilet لاه‎ = eh leh 
نادرستند.‎ YL هر سه عبارت‎ (F 

plas (FY‏ یک از گزینه‌های زير درست است؟ 


P(P{O}) = )0, {O}} ۲ P(P(B)) = {0} ۱ 
(VP(P{O}) = {0} )۴ ULP(P{0})] = {0, {0}} ۳ 


۳۳۸ مبانی ریاضیات 


S = XC ee SES‏ آن گاه کدام یک از گزینه‌های زیر درست است؟ 
۱ 0 = ۱6) ۲ 2 = کل 
S= )۰,۱( ۳‏ ۴) هر سه گزينة بالا نادرستند. 
(FO‏ اگر ی خانواده‌ای از زیرمجموعه‌های یک مجموعه جون × باشد آن گاه plas‏ یک از 
کرینه‌های. زیر درست انست؟ 
0 2 < || ۲) ۶ - ۲۱5 
6و 
(f 0S = 0 (۳‏ هر سه گزینه بالا در حالت کلی نادرستند. 


elas تا شتا : در این صورت‎ X خانواده‌هایی از زیرمحموعه‌های‎ Sy و‎ ۱ seas 058 (۳۹ 
زیر درست است؟‎ eS بک از‎ 
U(S\ لا‎ Sy) = S\ USy 0 
U(S\ U Sy) = (US) U (UJ Sr) ۲ 


Sr) = (AS) n (NS ۲‏ 9 5۱)) 
۴) هر سه گزینهٌ بالا در حالت کلی نادرستند. 


elas (FY‏ یک از عبارت‌های زیر همواره درست است؟ 


UIP(P(X))] = {x} )۲ U[P(P(X)] = X 0 
MP(P(X))] = {0} )۴ AIP(P(X))] = {0} ۴ 


(FA‏ فورض کد ی خانواده‌ای از زیرمجموعه‌های × باشد و × = A‏ در این صورت کدام 


یک از گزاره‌های زیر همواره درست است؟ 
ANS = A (|‏ حس- و ع ۸ ANUS =U(ANS) (Y‏ 
ANUS= || (ANT) ۲‏ ۴) 5 < 8دا۸ ج 5 ع ۸ 
TES‏ 
۹( فرص کنید Sy 5S)‏ خانواده‌هایی از زیرمجموعه‌های × باشند. در این صورت کدام 
با 
SNS, = (NS AM Sy) )‏ 
Ser )U(USy) ۲‏ 
ره ات ر 
(Oo‏ کدام یک از گزاره‌های زیر همواره درست است؟ 


AxB=@—> A=0,B=0(\ 
AX B=AxC => BHC ۲ 

۳) 7 < ۸ جح ۸ « ] - و[ ۷« ۸ 

(F۴‏ هر سه گزارة بالا در حالت IS‏ نادرستند. 


01( فرض کنید × و ۲ مجموعه‌هایی نانهی باشند. elas‏ یک از گزاره‌های زیر همواره 


درست است؟ 


ساختن اعداد حفیقی (روش جبری) ۳۳۹ 
الف) 0 7 ا. 
ب) UFQ‏ 
(Y‏ اگر € € «و ۶ > ب آن‌گاه € . 
ت) بزرگترین عضو نداشته باشد؛ به عبارت دیگر برای هر EU‏ 2 عضوی چون 
CU‏ ر وجود داشته باشد به طوری که >t‏ ل. 


۳ مسکئله 
(Cal‏ نشان دهید برای هر 04 ع p* ip‏ یک برش ددکیند است. 
ب) یک برش ددکیند مثال بزنید که به صورت *م» @ € cp‏ نباشد. 


۳ فضبه 
برای هر عدد گویا جون » < 2 و هر برش ددکیند U‏ عضو € و وجود دارد به طوری که 
[0 ¥ و + 2. 


حال می‌خواهیم مجموعه 8 منشکل از برش‌های ددکیند را به هیاتی مرتب تبدیل کنیم. 
ابندا رابطه ترتیبی مورد نظر را به صورت زیر روی 18 تعریف می‌کنیم. 


۳ تنتعریف 
abel,‏ < را به صورت زیر روی 8 تعریف می‌کنیم: 


U>V اا.خحه‎ V 


۳ سمستئله 

الف) نشان دهبد ۷ < SVU‏ و تنهااگر CU‏ ت وجود داشته باشد به طوری که برای هر 
۷ ع ۰ ۷ < 2. 

ب) نشان دهید رابطهٌ < یک رابطه ترتیبی خطی اکید است. 

پ) فرض کنیم A‏ زیرمجموعه‌ای ناتهی از B‏ است به طوری که از بالا کراندار است. نشان 
دهید U = UA‏ کوچک‌ترین کران بالای ۸4 است. 


حال عمل جمع را به صورت زیر روی 8 تعریف کنیم. 


olol, مبانی‎ Vrs 


۱ هیچ رابطه‌ای از ۸ به 8 وجود ندارد. 
۲) هیچ رابطه‌ای از 7 به A‏ وجود ندارد. 
7( تنها یک رابطه از A‏ به 8 وجود دارد 
(F‏ هیچ کدام از این سه حکم درست oa‏ 


۰) اگر ۸ یک رابطه باشد. کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


ImR = {ylVz((z,y) € R)} )۲ ۰ DomR = {x|Vy((z,y) € R)} 0 
ImR = {y|3z((z,y) € R)} (Ff DomR = {y|Az(z,y) € R)} ۳ 


elas (11‏ یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


۱ 0 دامنه رابطه 0 × 0 است. 
۲) 0 دامنه [0) × [8) است. 
۳( اگر ae ae eee‏ رابطه A‏ × 0 است. 


(VY‏ رل و 4 و 7 دو مجموعه باشند. کدام یک از عبارت‌های زیر 
نادرست است؟ 


R|(AN B) = (R|A)N (RIB) (YT RI(AUB) = (RIA) U (RIB) (| 
R|{0} = 0 (F RI0 = 0 (r 


CY‏ فرض کنید ۸ رابطه‌ای ناتهی روی مجموعه ناتهی ‏ باشد. کدام یک از گراره‌های زیر 
درست است؟ 
RO‏ * ۲ یک رابطه روی ۸ ۷ بر است. 
Rx RC(X xX KX xX x 2( ۲‏ 
RE NECE XR ERATE‏ . 
SRx ۳ ۲ (۴‏ رابطه روی XX Xx X‏ است. 


(VF‏ کدام یک از گزاره‌های زیر برای مجموعه × درست است؟ 
aes (۲‏ رابطه روی mee mae oe‏ است. 


۳) کوچک‌ترین رابطه روی × رابطةٌ برابری است. 
(f‏ هر سه گزاره YL‏ نادرستند. 


alas (10‏ یک از گزاره‌های یرای مجموعه et‏ × درست است؟ 


om رابطه روی  رابطه پرابری‎ eo 
بزرگ‌ترین رابطة روی × مجموعة × است.‎ ۲۳ 
ers ره را با‎ ۴ 


(V1‏ فرض Bags‏ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعد × باشد. کدام گزارةٌ زر همواره درست 


سوال‌های چهار گزینه‌ای \ Yt‏ 


B= B= ۲-۷ 0‏ رابطه برابری باشد. 

| ee ae na He — aw Ca (ef 

۳) اگر #0 0-۱ £ آن گاه 7 رابطه برابری است. 
dal, 8( ۴‏ برابری باشد) ج £0 ENE‏ 


۷) فرض کنبد ۸ رابطه‌ای از × به ۷ است. کدام گزارة زیر همواره درست است؟ 
|( ۲۷ - ۳ جسه ۲-۱[ - ] ۲ ۷ - ۲ «سه ۳-۱ R=‏ 
۳ #0 ۷۲ جه ۶0 RNR‏ ۴) ۶0 ۱۷۲ 2 جح 0 و ۲۲۰۱ 
۸ فرض کنید ‏ رابطه‌ای روی مجموعه × باشد. دراین صورت کدام حکم زیر همواره 


درست أست؟ 


DSK NSS ]( <- (۱ )۲ D=D-\‘=>D=XxX O 
هر سه حکم بالا نادرستند.‎ )۴ DOD Shir 


14( فرض کنبد ‏ رابطه تفسیم پذیری روی مجموعة Z‏ باشد. (یعنی (aDb => alb‏ در 
این صورت 
bb => 78 (\‏ مضرب صحیحی از a‏ باشد. 
۲ 7۱۶( جد ه مضرب صحیحی از ۵ باشد. 
و DOD SZ‏ 
OND TEGO E‏ 


(Yo‏ فرض کنبد X = {a,b}‏ کدام یک از گزاره‌های زیر درست است؟ 


۱) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی × برابر با ۴ است. 
۲) تعداد رابطه‌ای هم‌ارزی روک Lipla‏ فت 
۳) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی ‏ برابربا ۲ است. 
۴) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی ‏ برابر با ۱ است. 


۸٥ 5 فرض کنید ((4,۳) ,(۲ ,۱,۱(,)۱)) = ۸ و ((۱,۱(,)۳,۱)) = 5. مجموعه‎ (V1 


کدام است؟ 
0 ((1)۳,۱(,)۳,۲ ۲) ((۱(,)۲,۱ ,۱)) 
(OUT‏ ۴ ((۲ ,۳) ,(۱ ,10۱ 
۲ فرض کنید ((۲ ,(0)) ,(۵ ,0) ,(۲ ,۱)) = ۸ و ((0(,0)) ,((0) {(a,‏ = 5. در این 


صورت elas‏ که درست است ؟ 
Sor = {0} ۷‏ 
Ros = 4a; Oy 0 OP‏ 
SoR={(\,¥), (0, {O})} ۳‏ 
Ro S = {(T,a), (0, )0((( (F‏ 


(VT‏ کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


۱ 0 یک رابطه است. ۲) 0 x‏ (0) یک رابطه است. 
۳) (0) × (0) یک رابطه است. ۴) (0) یک رابطه است. 


اش مبانی ریاضیات 


cR_S| (VF‏ 5 و 7 aw‏ رابطه باشند کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 
RoS #9 +< DomRIImS F< 0 ۱‏ 
Ro(SUT)=(RoS)U(RoT) (Y‏ 
Ro (SANT) = (RoS)N(RoT) (YT‏ 
(RUS) oT=(ReT)U(SoT) CF‏ 
(VO‏ مجموعه VO}‏ ,۲,۰۰۰ ,۱) = 4 و Mal‏ زیر را روی A‏ در نظر بگیرید: 
((۱۴ > ن +6۸۸۵ ۷ ,102,۷۱2 R=‏ 


کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


۱) برای هر A‏ € ۰۶ 7 € (2,2). 
ا هر ۸ € و e,‏ اگر (x,y) ER‏ آن‌گاه 17 (2, 
۳) برای هر ۸ ع 2 رو ,)ا گر )z,y( € AF‏ و (y, 2) € A‏ 
۴) برای هر A‏ € ۰ ۸ ۶ )2,2( 


(V1‏ فرض کنید || = Z,y‏ € با ,ها( ,105 plas R=‏ گزینه درست است؟ 
={(y,2)|z,y € Ze = ly} ۱‏ ۱ ۳ 
={(2,y)lz,y € 2,۷ = pyh ۲‏ 1۲-۱ 
R-\ = {(z,y)|z,yE 2,2 = py ۳‏ 
|y|} ۴‏ = »,2 € ۷ ,2۵|( ,2)) = ۲۳۱ 
۷) فرض .R = ))2, (2,۷ EN, oly} ads‏ کدام aus‏ با درست اش ؟ 
R-\ ={(y,z)\2,y EN, ylz} ۱‏ 
{(y,2)|z,y € N, ely} ۲‏ = ۲-۱ 
R-\={(z, yz, ye N, yz} ۴‏ 
c} (F‏ مضرب ={(z,y)|z,yEN, cwly‏ ۲-۱[ 
elas (YA‏ گزینه برای رابطه‌های دلخواه R‏ و داز 4 به 8 نادرست است؟ 
(RUS) v= RUSS (RO) te BON‏ 
(Ros) Hh US (F ONS) Ss‏ 
(V4‏ فرض کنید ([۱ ۲۸ P= {(x,y)ly=‏ رابطه‌ای روی 1 است. وارون P‏ برابر است با: 
tz - 1} )۲ ))2,۷(|۰ = Ty — ۱( 0‏ = ن|(۵,()) 
eo} )۴ {(y,z)ly= 2 - ah ۳‏ = 2 |(2,۷)) 
(Ae‏ وارون رابطه (۱ = P= {(2, yay‏ روی R‏ برابر است با 
{(z, yey = ۱( ۱‏ ۲) (۱ = 2,۷(|۶)) 
{(y,x)|£ = ۱( (YF‏ ۴ با هیچ ام از اپن سه مجموعه برابر نیست. 
oat‏ 
Ro(SoT)=(RoT)oS(¥ Ro(SoT)=(ReoS)oT 0‏ 
(Ro S)\|A=Ro(S|A)(¥ (Ros) '=S ۰۲ ۲ ۴‏ 


ae 
(z,z)€ ۳ ان گاه‎ 


= { 
< 1 


سوال‌های چهار گزینه‌ای ۳۴۳ 


(AY‏ فصن کشت( رابطه‌ای روی Aa AL gare‏ است. alas‏ یک از گزاره‌های زیر درست 


است؟ 


(AY‏ فرض کنیم ۸ رابطه‌ای روق موه است. plas‏ یک از گزاره‌های زیر درست 


است؟ 

RU RO (1‏ کوجک‌ترین رابطه متفارن است به طوری که 07۱ ۱1 > . 
RU RO ۲‏ متفارن نیست ولی ۲ ۲ RO FRU‏ 

۳ لا بر زگ‌اترین رابطه متفارن است به ظوری که A €: AÛ A?"‏ 
RO’ ۴‏ :7۱ متقارن است R fold Sy‏ نیست. 


(AF‏ فرض کنید 7 رابطه‌ای روی مجموعه A‏ باشد. کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست 
است ؟ 
۱) 7 انعکاسی است اگر و gis‏ اگر ig = B‏ 
E )۲‏ متقارن است Sl‏ و تنها اگر CB‏ ۱-. 


۳ £ متعدی است اگر و تنها اگر BoB > E‏ 
۴ متعدی و متقارن است اگر و تنها اگر Eo B= EB‏ 


۵ فرض کنید ۸ یک مجموعه و 7 رابطه‌ای روی آن باشد. کدام یک از عبارت‌های زیر 


نادرست است ؟ 
۱) ۸ انعکاسی است اگر و تنها اگر ۵ R=‏ 
۲) ۸ متقارن است اگر و تنها اگر ۲ 77 R=‏ 


R= ROY متعدی است ار و تنھا اگر‎ ۸ )۳ 
Ro R=R Si ys و‎ Sl معا است‎ oles RE 


(A1‏ رابطه R‏ روی اعداد صحیح به صورت زیر تعربف می‌شود: 


rRy er + سم«‎ yT ود‎ 


plas‏ یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 
R(T‏ متعدی است. ‏ ۴) ۲ هم‌ارزی است. 

(AY‏ کدام یک از گزاره‌های زیر روی وه ناتھی × درست Gaal‏ ؟ 
۱) کوچک‌ترین dal‏ هم‌ارزی روی × راہطه برابری است. 
Sr eee‏ 2 ك 


rT nee erent E 


۱۴ مبانی ریاضیات 


(AA‏ رابطه ۸ روی اعداد حفیقی به صورت زیر نعریف می‌شود: 
Ry = |2| > |‏ 


elas‏ یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


R (1‏ انعکا است. RY‏ متقارن است 
۳) ۸ انتقالی است ۴) ۴ هم‌ارزی نیست. 


(AI‏ فرض کنیم ~ رابطة هم‌ارزی روی مجموعه غیرتهی A‏ باشد. plas‏ یک از عبارت‌های 
زیر نادرست است؟ 
۱) هر عضو ہ /۸ ناتھی 
۲) گر ۸ ع ۰,9 ۲ [aj ۲ E‏ پا [۵] = [a]‏ 
۳) اجتماع ہ /۸ زیرمجموعه سره A‏ است. 
(F‏ هر دو عضو متمایز ~ /۸ مجرا هستند. 
۰ اگر (۹/۴ > 2|۲) = A‏ کدام گزینه درست است؟ 
۱ ۳۳/۲ - ره ۲ 
۳) وجود ندارد = 0۴۸ ۴) هر سه گزینه نادرستند. 
۱) اگر (۳ < A = )2|2 € ٩,۶۲‏ آن‌گاه 


supA' = VY ۲ 50۸ = vr (١ 
supA' = VY )۴ supA' = aw (¥ 


(AY‏ فرض کنبد رابطهٌ ترتیبی جرک > روی ۸ با نمودار زیر داده شده است. کدام گزینه زیر 
نادرست است؟ 
a (\‏ عضو ماکسیمال A‏ است. 
b )۲‏ عضو ماکسیمال ۸ است. ae be‏ 
& هال de re ull‏ 


(AY‏ رابطه تفسیم پذیری ”| "را روی مجموعه × در نظر بگیرید. کدام گزینه درست است؟ 
O‏ "یک رابطه | همارزی اه یاف 


see ag 17 ات‎ tae Gf 
تاذرستند:‎ ee هر سه‎ (F 


1 کدام کن از گزاره‌های زیر درست ات‎ (VF 


1( هر مجموعه مرتب جرئی نانهی فقط یک عضو ما کسیمال دارد. 
PEERS‏ فقط یک عضو مینیمال دارد. 
۳( جر و مرتب ie‏ یک سوم دا ae‏ 


سوال‌های چهار گزینه‌ای ۳۳۵ 


40( فرض کنید > یک رابطهٌ ترنیبی جزئی روی مجموعه A‏ باشد. کدام یک از عبارت‌های 


زیر درست است؟ 


۱) عضو مبنیمال ۸ در صورت وجود منحصر به فرد است. 
۲) عضو ماکسیمال A‏ در صورت وجود منحصر به فرد است. 
oy iSong’ )۳‏ عضو ۸ در صورت وجود منحصر به فرد است. 
e‏ ا cp if‏ عضو ۸ است. 


e 

i one ee eee (Y 
یک کوجک‌نرین عضو دارد.‎ linda A ( 

A )۴‏ حداکثر یک کوجک‌ترین عضو دارد. 


۷) فرض کنید > یک رابطه ترتیبی جزئی روی مجموعه متناهی 4 باشد. کدام یک ار 
عبارت‌های زیر درست است؟ 
A (1‏ کوجک‌ترین عضو دارد. 
A )۲‏ عضو مینیمال دارد. 
۳) اگر 0 7 ۸ کوچک‌ترین عضو دارد. 
۴) اکر 10 ۸ عضو مبنیمال:دارد: 


۸ و B‏ € ۰۷ ۷ > 2. کدام حکم درست است؟ 
ا( supB =infA(Y supA>infB‏ 
supA <infB (f supB < inf A (YF‏ 


44( رابطه ۸ را روی N"‏ به صورت زیر تعریف می‌کنیم: 


R= {(z,y)|x > y} 


کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


۱) ۸ انعکاسی است. ‏ ۲) ۸ انتقالی است. 
alu (۳‏ ۴) ۴ هم‌ارزی است. 


۰) اگر (۸ € ه|(*,2)) = I‏ کدام گزینه درست است؟ 


۸/7 = 11)2,2((|۲ € A} 0۱ 
۸/7 = 112۱/7 € A} ۲ 
۸/7 = {x|x € A} )۳ 
A/I = P(A) (f 


plas (lo)‏ گزینه نادرست است ؟ 


۲۱۴ ۱ coal 

۲( تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی SL‏ مجموعه ۸ عضوی lp A‏ 
است با تعداد افرازهای ۸. 

۳) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی یک مجموعه ۳ عضوی برابر 


انشت: با 0۵ 
۴) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی یک مجموعه ۳ عضوی برابر 
است با ۸. 


۲) کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


۱ تعداد رابطه‌های هم‌آرزی روی یک مجموعه یک‌عضوی برابر با ۲ است. 
۲) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی یک مجموعه دوعضوی براپر با ۱۱ است. 
۳) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی یک مجموعه دوعضوی برابر با ۲ است. 

۴) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی یک مجموعه دوعضوی براپر با ۴ است. 


(١ of‏ اگر cA — {a,b,c}‏ کدام AS‏ نادرست ات 


۱) تعداد رابطه‌های هم‌ارزی روی ۸ برابر با ald‏ 
۳) تعداد رابطه‌های روی A‏ برابر با ۸ = ۲۲ است. 
(lof‏ فرض کنید ٤‏ یک رابطه هم‌ارزی روی 4۸ باشد و ۸ € ,. plus‏ یک از عبارت‌های 


زير نأدرست Tal‏ 


a] = [0] (\‏ ی 0 
۲) 8 9 ]ار و تنھا اگر 2 (ute‏ 

(a,b) eae n [b] = (1 
(a,b) > 8 اگر و تنها اگر‎ [a] U [0] = [a] ۸ ]6[ (F 


۵ فرض کنبد 7 یک رابطه 4 هم‌ارزی روی مجموعه | ۸ باشد. کدام IS‏ ز عبارت‌های زیر 
نادرست است؟ 
ERY CO‏ یک Splat thes‏ رو 4 است: 
BOLE” CN‏ بی رابطه قاری رم ارات 
ENEWS )۴‏ کوجک‌ترین رابطه متقارن مشمول در × است. 
EU ۱ ۴‏ کوجک‌ترین رابطه متقارن شامل 7 است. 


plus (V0‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 
۱ 0 یک رابطه هم‌ارزی روی مجموعه ‏ است. 
۲ 0 یک رابطه هم‌ارزی روی هر مجموعه است. 
۳ 0 روی هیچ مجموعه‌ای یک رابطه هم‌ارزی نیست. 
۴ 0 × 0 یک رابطه هم‌آرزی روی هر مجموعه‌ای است. 


سوال‌های چهار گزینه‌ای oe‏ 


(\o¥‏ کدام گزپنه نادرست است ؟ 


۱ یی بط همارزی روی 8 است. 
pS OC‏ روی هر مجموغه‌ای il‏ 
۴ 0 × 0 یک تابع روی 9 است. 
plas (۰۸‏ یک از رابطه‌های زیر نمی‌تواند معرف یک تابع باشد؟ 
ER, y= {lz| + ۱( 0‏ ۷ ,ه|(۷ ,)1 ۲) (ه ع< لاب > ۷ ره (۷ ,2)) 


VY} ۴ {(z, ۰(|» € R} ۴‏ = »,3 > ,|( ,2)) 
۹ تابع 8 +« 4 : f‏ را در نظر بگیرید و فرض کنید XY CA‏ کدام گزینه در حالت 
کلی نادرست است؟ 


f(Y) (1‏ ۱ (2) < ۱۷ )۶ 
NY) = F(X) FY) ۲‏ )۶ 
ASCE‏ 
f(0) = 0 ۴‏ 
۰) فرض کنبد A‏ و 8 مجموعه باشند. کدام یک از گزینه‌های زیر درست است؟ 
۱) گر 0 = ۸ آن گاہ تابع از A‏ به 7 وجود ندارد. 
۲ اگر 0 = ۸ و 0 8 آن‌گاه تابعی از ۸ به 8 وجود ندارد. 
کک B e‏ وجو دارد. 


aes‏ دا دق یک نما ۱ ز ۸ به 8 وجود دارد. 

۲) اگر 6 - 8 | ن‌گاه حدافل یک تابع از ۸ به 7 وجود دارد. 
Sr‏ 0= 8 | ن‌گاه حداکثر یک تابع از A:‏ به 8 وجود دارد. 

۴) اگر ۸ و 8 تهی باشند آن‌گاه هیچ تابعی از ۸ به 8 وجود ندارد. 


۲) فرض کنیم 8 > 4 یک تابع باشد و YX CA‏ کدام یک از گزینه‌های زیر همواره 


Sl ee درد‎ 


7) UY) = F(X) UFY) (1 
FIX NY] = F(X) F(Y) ۲ 
F(X -Y) = f(X) - FY) (FT 
X CY => f(X) C f(Y) ۴ 


۳) فرض کنبم SA B‏ تابع باشد و 8 > X,Y‏ کدام یک از گزینه‌های زیر همواره 
درست است 


۱ ef OA (es FAR UTS F(a Fe yh 
هر سه گزینه بالا در حالت کلی نادرستند.‎ )۴ ۶-۱) -۷( C FOX) - ۶-۱0۷ ۳ 


م 


۳۳/۸ مبانی رپاضیات 


Vass Cau sins gaia) nnn eee (1۴ 


vy 6 B, f[f ))۷(([ 
vy € 5,7] ۲))۵[([ 
۷۷ € F(A), f ‘({y})] 


3 ۱ 
vy € f(A), FU "(ul = {u} ۳ 


y ( 
y 
y ( 
} (¥ 


۵ فرض کنید ۸ A‏ تابعی روی مجموعة ناتهی ۸ باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر 
درست است؟ 
ea) i= Ata CF SIC‏ فا یری ات 
f )۲‏ به عنوان یک رابطه روی A‏ انعکاسی است جے وة = Mi‏ 
Kf )۳‏ رابطه همارزی روی ۸ است جک ړا = fT‏ 
ھر نه esis‏ رال dase‏ 


۳) فرض A> BAS‏ تابع باشد و ۸ > × و 8 ۲. کدام یک از گزاره‌های زیر همواره 
درست است؟ 


NUFF ITY ار‎ Ge sous ار تا‎ Gt 
عبارت بالا نادرستند.‎ aw هر‎ )۴ E ۱) (( FFX) ۲۲ ۳ 

f 

)U 

J0 


ادر نظر نگیو dy‏ اگر X,Y CB‏ کدام گزینه نادرست است؟ 
FUT E TONE‏ 
FOX NY) = ۳۱ f= (Y) ۲‏ 
SN DO ER O EE‏ 
ff 0 E‏ 
plas ۸‏ یک از رابطه‌های زیر تابعی )!5 دامنه‌اش (Ro‏ نیست؟ 
R=({(z,y)lt,yENAzc< ۷( ۱‏ 
R=({(z,y)|z,yERAy= lel} ۲‏ 
R=({(z,y)|z,yeNAr=y} (۳‏ 
oAy= vr} ۴‏ > ۶۸۰ 6 ۱ ,۷(|2,ه)) R=‏ 


۱1۹( فرض کنید B‏ ج4 : {Ai hier 3 f‏ خانواده‌ای از زیرمحموعه‌های ۸ باشد. دو این 
Fer f(Ai) (۲ fier 4 i] = Mier f(A i) )‏ ع f (fier)‏ 
(CY ier € Fier Ai) ۳‏ هو ite, sb dis‏ 


۰) کدام حکم نادرست است؟ 


E EY 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای ۳۴۹ 


۱) فرض کنید ab SAS A‏ باشد. کدام حکم نادرست است؟ 


dag Cf SSF SO 
۱ ود‎ ee ad 
1 Of < متفارن است ج م:‎ cd عنوان رابطه روی‎ acf )۳ 
. o Of = 14 عنوان رابطه روی ۸4 متعدی است جک‎ aif )۴ 
کدام یک از رابطه‌های زیر یک تابع از دامنه‌اش به ۴ تعریف نمی کند؟‎ )۲ 
))2, و ,ه|(‎ E R,y= ۵( )۲ {(2,y)|z,yER,y=|z]} ۱ 
{(z,y)|z,yER, c= -۲( ۴ ))2, o)|z € R} ۳ 
فرض کنید ۲ ج × : ۶ یک تابع باشد. کدام یک ازاحکام زیر نادرست است؟‎ )۳ 


۱ اگر ۷ > 9 آن‌گاه 2 Jt 8 )C‏ 
۲) اگر CX‏ ۰۸ آ ن‌گاه ) ال .AC‏ 
Sr‏ × € 4 آن‌گاه F(X - ۸( ۲ - f(A)‏ 
۳) هر سه درستند. 
۴ اگر ۸ یک مجموعه n‏ عضوی باشد کدام یک از احکام زیر درست است؟ 


۱) تعداد alg‏ روی A‏ برابر با ۶ ۹ 

۲) تعداد توابع از ۸ به 4 × 4 برایربا ( hE‏ 
۳) تعداد alg‏ از A‏ × 4 به A‏ برایر با cowl‏ 
۴ تعداد توابع از ۸ به ۸ Ax‏ برابر با 7۳۴ است. 


۵ اگر f : ROR‏ تابعی با تعریف ROR, ])2( =r’‏ و تابعی با تعریف 
۶ = (2)و باشد. کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


(g90 f)(r) = ۲2۲ )۲ (fog)(x) = fz" (\ 
fog=gof ۴ fog #gof CY 


f(z) = 2" SV‏ و ۲۵ +۱۰۵ —'2= fo g(x)‏ کدام گزینه درست است؟ 


g(x) =2-—Oyg(z) = ۵ - 7 ۲ he Re eae 
g(x) =e) 0 CF g(x = O—2x(T 


۷ اگر f(x) = cos~(logz)‏ ,+ = («)و,آن‌گاه (۱)وه  oly‏ است با: 
~r (¥ —logzx (\‏ 
logr (f r (YT‏ 


(VA‏ فرض کنید ۲ ج × : f‏ یک تابع باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر همواره درنست 


است؟ 


۰ ۲۵ مبانی ریاضیات 


۱ 7 یک به یک است اگر و تنها اگر به ازای هر ۷ € de gery‏ (([۱))0 77 
تک عضوی باشد. 

f ۲‏ یک به یک است اگر و تنها اگر به ازای هر 6۷ ae gare‏ ((۱)10 ۶7 
حدا کثر بک عضو داشته باشد. 

۳) اگر f‏ یک به یک باشد آن‌گاه به ازای هر ۷ € » مجموعهٌ ((۶-۱)1 
تک عضوی است. 

۴) هر سه گزینه VL‏ در حالت IS‏ نادرستند. 


۹ فرض OY aS‏ × یک تابع باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر همواره درست است؟ 


f )۱‏ پوشاست > ( 6۷ ۷ : {f~({y})‏ مجموعده × را افراز کند. 
f )۲‏ پوشاست جص f(X)}‏ € ل : ((۲))۷ /) مجموعه × را افراز کند. 
f(T‏ پوشاست جحه به ازای هر ۲ € ۰۷ ((۱))۷/) تک عضوی باشد. 
(f‏ هر سه گزیند VL‏ در حالت IS‏ نادرستند. 


۰) فرض کنید ۷ جک × یک تابع باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر همواره درست است؟ 


۱ / یک به یک است اگر و تنها اگر وارون چپ داشته باشد. 
f 9‏ پوشاست ا گر و تنهاا گر وارون راست داشته باشد. 
f (۳‏ یک به یک است 51 و تنها اگر وارون راست داشته باشد. 
f (F‏ پوشاست ST‏ و ننها ا گر وارون چپ داشته باشد. 


plas ۱‏ یک از گزینه‌های زیر برای یک تابع 8 جک 4 همواره درست است؟ 


۱) وارون جپ ۶ (در صورت وجود) یکتاست. 

۲( وارون راست f‏ (در صورت وجود) پکتاست. 2 

gah باشد آن‌گاه‎ f و ۸ وارون چپ‎ f و وارون راست‎ SUT 
نادرستند.‎ IS هر سه گزینه بالا در حالت‎ )۴ 


۲ فرض BS‏ 4 یک تابع باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر درست است؟ 


۱) اگر 0 = ۸ آن‌گاه Sof‏ به یک است. 
۲) اگر 0 - ۸ آن‌گاه f‏ وارون چپ دارد. 
۳) اکر 0 = ۰۸ 7 وارون راست دارد. 

(F‏ هر سه گزینه بالا نادرستند. 


EE‏ تابح ۱ + ۲۸ = f(x)‏ را روی ۸ در نظر بگیرید. دراین صورت وارون alas f‏ است؟ 


ESS r+ +} (TT Ag) gS ود‎ + 1} (1 
{(y,z): y= Tz + ۱( ۴ {(r,s):ir= s+ }} (۳ 


۴ تابع "× = fe)‏ را از Rt‏ به ۸ در نظر بگیرید. کدام یک از گزینه‌های زیر درست 
است؟ 
f ۱‏ تنها دو وارون راست دارد. 
۲) 7 تنها دو وارون چپ دارد. 
۳) تعداد وارون‌های راست f‏ نامتناهی است. 
۳ تعداد وارون‌های چپ / نامتناهی است. 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای YO)‏ 


۳۵( فرض کنید 8 ج ۸ Cif:‏ ب 8 : و تابع باشند و go‏ دوسویی باشد. دوا 


سورت 
SS e‏ 


2 (ہ)وء که در آن ]2[ جزء صحبح‎ = [8](- ees 


EE ee (۳۷‏ 
۱) یک به یک است. ۲) پوشا است. 
( دوسویی است. ۴( هر سه عبارت نادرستند. 
۸) فرض کنید ۸ یک تابع روی مجموعه × است. کدام یک ازاحکام زیر نادرست است؟ 


er (\‏ ا ا و وروی ره 
foh=goh=>f=‏ 
کک بد یک اب اکر مھا اک ارا ھر دواع و ورزر x‏ 
hof=hog=>f=g‏ 
X COOL ee ee‏ 
ors gone f =‏ 
SACP‏ ۸ دوسویی باشد» آن‌گاه به ازای هر دو تابع f‏ وروی ۶ 
و = .foh =goh => f‏ 


۹ اگر ۲ = |۸| آن‌گاه تعداد توابع دوسویی روی A × A‏ برابر است با: 
A (Ff YF (r ۲۵7 (Y 17 0‏ 


Fo‏ اگر ۲ = fA]‏ آن‌گاه تعداد توابع دوسویی روی P(A)‏ برابراست با: 
A (f TEE ۲۵7 (۲ bs )1‏ 


nex ei idx (\ 
ae Tidy C f اگر‎ )۳ 
idx # f (f 


رو توابع 3 4 : f‏ و BC‏ : ورا در نظر بگیرید. کدام یک از عبارت‌های زیر 
1 


نادرست است 
or shien seas 10‏ ی 
۲) اگر ریک به یک و 6 پوشا باشد آن‌گاه f‏ ه و دوسوپی است. 
۳) اگر Lag, gof‏ باشد آن‌گاه و پوشا است. 

gor ۴‏ ترشیت اس ارگ زک نک وو رفا انت 


YOY‏ مبانی ریاضیات 


9 کدام یک ازاحکام زیر درست است؟ 
۱) هر تابع A‏ ج 0 : f‏ پوشا است. 
۲) هیچ تابع A‏ ج 0 : f‏ پوشانیست. 
۳ هیچ تابع 0 ج ۸ : f‏ پوشا نیست. 


۲۴ فرض کنید 8 4 : f‏ یک تابع باشد. در کدام یک از شرایط زیر ۶ تابعی یک به 
پک است؟ 
۱) از f(r) = fly)‏ نتیجه شود ل = 
۲) از f(z) # fly)‏ نتبجه شود ل 2. 
۳) از ۷ = ه نتبجه شود f(x) = Fly)‏ 
۴) از ل = ه نتبجه شود A(x) # Fly)‏ 
(VFO‏ فرض EN US‏ و ۸ یک مجموعه n‏ عضوی است. کدام یک از احکام زیر نادرست 
اش ٩‏ 
۱) هر تابع یک به یک روی ۸ پوشا است 
۳) هر تابع پوشا روی ۸ یک به یک است. 


RR el (1۴٦‏ : ] را خطی می‌گویيم اگر » و ۵ در 1 وجود داشته باشند به طوری که به 
ازای هر R‏ ع ۰ f(z) = az +b‏ کدام حکم درست است؟ 
۱) هر تابح خطی یک به یک است ولی پوشا نیست. 
۲) هر تابع خطی پوشاست ولی یک به یک نیست. 
۳) هر تابع خطی یک به یک و پوشا است. 
۴) هر تابع خطی نه یک به یک و نه پوشاست. 


۷ فرض کنیم 8 ج 4 : f‏ و 0 ج 8 : و دو تابع وارونپذیر باشند. elas‏ یک از 
عبارت‌های زیر نادرست است. 
۱ "7 وارونبدیر است. ی لا اه 
of ۴ (Gog ag Ot E‏ و وارونبذیر است. 
elas (\FA‏ گزینه رای تابع دل‌خواه 8 Guys f 2 Ae‏ است؟ 
۱) تابع f‏ حدا کثر یک وارون راست دارد. 
f ak ۲‏ حداقل یک وارون جب دارد. 
۳) تابع f‏ حدا کثر یک وارون دارد. 


۳) تابع ‏ می‌تواند یک وارون چپ و دو وارون راست داشته باشد. 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای ror‏ 


۱) تابع 8 + ۸ : ۶ می‌تواند یک وارون چپ و دو وارون راست داشته باشد. 

۲) تاب 7 + 4 : f‏ می‌تواند یک وارون راست و دو وارون چپ داشته باشد. 

۳) تابع 8 + ۸  :‏ نمی‌تواند وارون چپ یا وارون راست منحصر به فرد داشته باشد. 
al )۴‏ 8 + ۸ : 7 تنها یک وارون می‌تواند داشته باشد. 


۰ اگر ‏ و و دو تابع باشند به طوری که fog‏ بامعنی باشد. کدام یک از عبارت‌های زیر 
همیشه درست است؟ 
\( وه تابع انشا 
۲) ۲ "7 تابع است (وارون ] به عنوان یک رابطه). 
۳) ۲۰۳۱" تابع است ( وارون fog‏ به عنوان رابطه). 
(F‏ هر سه عبارت YE‏ همیشه درست است. 


۱ کدام یک از توابع زیر وارونپدیر نیست؟ 


R ۱‏ ب ۲ : ۲ به طوری که ۱ + 2 = f(z)‏ 

۲) 8 ب ۲۲  :‏ به طوری که f(z) =a"‏ 

۳) 1 ب- 1 : زر به طوری که "5 < (ت)/. 

۴ (۰) - 8 بت }0{ - 8 : ۶ به طوری که ج = Sle)‏ 

۱) اگر ۶ یک به یک باشد. آن‌گاه یک وارون چپ دارد. 

۲) اگر ۶ یک به یک باشد. آن‌گاه f‏ تنها یک وارون چپ دارد. 


 )۳‏ یک به یک است اگر و تنها اگر دارای یک وآرون چپ باشد. 
۴) اگر ۶ یک به یک باشد و 0 ج ۸ آن‌گاه Saf‏ وارون بت داوق: 


۱) وارون یک تابع (در صورت وجود) یکناست. 

۲) وارون چپ یک eb‏ (در صورت وجود) یکتاست. 

۳) یک تابع ممکن است بیش از یک وارون راست داشته باشد. 

۴) اگر تابعی یک وارون چپ و یک وارون راست داشته باشد. وارونبدیر است. 


۴) کدام یک از توابع زير وارونپدیر نیست؟ 


۱ 8 + ۲ : ] به طوری که ۱ + 2 = S(t)‏ 
 : 2 32 ۲‏ به طوری که ۱ + F(z)  <‏ 
 : N +N )۳‏ به طوری که ۱ + 2 = f(z}‏ 
٩ ۴‏ + : به طوری که ۱ + 2 = f(z)‏ 


است؟ 


))6۱, ۰۰۰, ۱۸(م4‎ € N, a; € A;} (\ 


YOF‏ مبانی ریاضیات 


ام es‏ کته 7 چنان خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد که به ازای هر 7 € ca‏ 
elas .Au = B‏ یک کته هام زیر درست است؟ 
{(b1,۰, bn): n 6 N,b; € BY (1‏ = م4 [lager‏ 
eA TUNEBÎ (۲‏ 
erda f N (۲‏ 
(F‏ هر سه عبارت بالا نادرستند. 
(VOY‏ فرض کنید {Aaf{aer‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها باشد. کدام یک از گزینه‌های زیر درست 
است؟ 
ag Aw SE n : ۰ EN, a € A} O‏ 
tS UAT‏ زا ول Lee‏ 
لا rAd Ar EV ea‏ 
Vo € I, f(a) € Ag} (fF‏ ,لاب 1: [oer 40 = {flf‏ 
۸ فرض کنید 8 ج 4 : f‏ و CA‏ 4. کدام یک از گزاره‌های زیر درست است؟ 


PO FV ۰۶ (FFM = XK (1 
هر سه نادرستند.‎ )۲ XC FFAS 


104( کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 
1( عمل ضرب روی SON‏ عمل دوناد ror‏ 
۲) عمل تفسیم روی }>{ - )6 = "4ب عمل دوتایی است. 
1710( کدام یک از عمل‌های زیر یک عمل دوتابی ۳ 
۱) عمل نقسیم روی }2{ R—‏ ۲) عمل تقسیم روی ۸. 
exe‏ فرض کنید f : ۸ B‏ یک تابع است. کدام حکم درست است؟ 
۱) اگر ۶ پوشا باشد» وارون چپ دارد. 
۲ اشامت ارو یار رک هن 
CF‏ هر سه درستند. 
۲ فرض BAS‏ تج ۸ و ط Cr‏ کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


AUC~BUD آن‌گاه‎ BND=9 SANCHO ا اگر‎ 
ANC BND ۲ 

.AxC~BxD (YT 

CA ~ DF )۴ 


A~ B <=» P(P(A)) ~ P(P(B)) (¥ Aw B= P(A) x P(B) ۱ 
P(A) 2 P(B) ولی‎ AX 8 ممکن است‎ )۴ P(A) = P(B) = ۸ = B ۴ 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای YOO‏ 


۴ بارءٌ باز (۱ ,۰) با کدام یک از مجموعه‌های زیر هم‌ارز نیست. 
RIK ۲-۲ )-۱,۱( 0‏ ۴) مجموعه اعداد گنگ 


۵ مجموعة (۱ = {(2,y) ER x Ric’ ty"‏ = 5 با کدام یک از مجموعه‌های زیر 
هم‌ارز است؟ 
QxQ(F ۲ ۲ RC)‏ 


(77٦‏ اگر ۸ 8 و 6 مجموعه باشند به طوری که BCC‏ > ۸ و YC‏ 4 کدام حکم درست 


Teal 
هر سه نادرستند.‎ (F A~(C-B)(Y 8-0-0 ۲ نج و‎ 


۷) کدام گزینه درست است؟ 
۱) 7 با ۲7 همعدد نیست. 
P(N) UN )۲‏ همعدد است. 
P(N) ۳‏ با مجموعهٌ همه توابع از × به {a,b}‏ همعدد است. 
P(N) Ct‏ با Q‏ همعدد است. 
CAVA‏ اگر 7 - × با × - 7 هم‌ارز باشد. آن‌گاه 
X-TH=8()‏ ۲) با 7 همارزاست 
(f 2۳۱7 < ۲ (r‏ 7 < ۸۱117 
۱۹۹ کدام یک از هم ارزی‌های زير نادرست است؟ 


(c,d] ~ [c,d) ۲ [a, b] ~ (c, d] ۱ 
lo r R(F Plo, \})~[o, ۱ ۳ 


۰) کدام گزاره نادرست است ؟ 
N~ Q ۲ N~ 7 0‏ 
r~ Q x Q )۴ ۷۳‏ ۰,۱(۷) 
1۷1( کدام یک از هم ارزی‌های زیر نادرست است؟ 
NxN~Z(Y N~N, (\‏ 
N~Qx 0 ۳‏ ۴) (۱,ه) بح لا < ۷ 
۲ فرض کنید Mal, A‏ تساوی روی × باشد و × × × = ۷ کدام یک از گزاره‌های زیر 
درست است؟ 


1/۷ < ۲ )۲ X/A= )1/2,2(( :2 EX} 0 
2/۷ = {x} ۴ 2/۵ 2 ۳ 


۷۳( فرض کنید 7 ج 72 : ۶ با فرمول ۲۵ = fle)‏ تعریف شود و ~ هسته هم‌آرزی ‏ باشد. 


در این صورت: 


۳01 مبانی ریاضیات 


0 [(0,۰)) حہ ۲) dal~‏ تساوی است. 
(F ~=ZxZ (v‏ هر سه گزارهة بالا نادرستند. 


(YF‏ فرض کنید 2 + 7:7 با ۲2 = (2)] تعریف شود و م هستهٌ همارزی f‏ باشد. در 
این صورت : 


7/ ~= 11۲ 2( : 2 € 2} )۲ Z/~= {{r}:2 € 7} (| 
7/ v= {{2, Va}: 2 EZ} (۴ Z/~= {2,2 — ۲7} ( 


۵ فرض کنید ۵ = (2)] = و تابعی روی ۸ وہ Mum‏ هم‌ارزی ۶ باشد. کدام گزينه زیر 
درست است؟ 
Ris RO‏ 
R/~= {R} (1‏ 
R/ ۳‏ با R‏ همتوان (هم کاردینال) است. 
LR/ ۴‏ خط افقی ۵ ن همتوان است. 


۷۹( فرض Ras‏ ب Rx 8R‏ : ] با 2 = ( f),‏ تعریف شود. فرض کنید ‏ هسته 
هم‌ارزی 7 باشد. در این صورت elas‏ یک از گزاره‌های زير درست است؟ 


۱) دو نقطه P‏ و در رابطه ~ هستند اگر و تنها اگر Sy yp‏ خط 
گذرنده از مبدا واقع باشند. 
افقی واقع باشند. 

۴) دو نقطه P‏ و ۵ در thal‏ سم هستند اگر و تنها اگر بر یک خط 
قاتم واقع باشند. 


۷ فرض کنید 7 = f(r)‏ تابعی حقیقی و هسته هم‌ارزی f‏ باشد. کدام یک از 
NaS:‏ کرت وف 
)١‏ دو نقطه از محور 2 ها در رابطۂ ~ هستند اگر و تنها اگر 
۲) دو نقطه ۱ و 2۲ از محور 2 ها در رابطه تم ھستند 
اکرو Wok. olga‏ اندازة ۲ اش 
1( دو نقطه از محور laa‏ در رابطهٌ ~ هستند اگر و تنها اگر 
بر هم منطق باشند. 
(F‏ هر سه گزینه بالا نادرستند. 


۸) فرض aS‏ ۷ ل × یک تابع باشد و 0 7 . فرض کنید نہ هسته هم‌ارزی f‏ باشد. 
elas‏ یک از گزاره‌های ریر درست Ges)‏ 


1۴ مبانی ریاضیات 


(To‏ اگر 0 7و «اعداد اصلی باشند. plas‏ گزینه نادرست است؟ 
a(@ + 7) = ۰0 + ar (۱‏ 
gat ۲‏ = 0*۷ 
(af)? = a78 99‏ 
a = o (Ff‏ 
(AN)‏ اکر 2 و لاو 2 سه عدد اصلی باشند» کدام یک از نامساوی‌های زیر درست است؟ 


0 4+2 > 4+72 << 1 > ۲ ۲) 1۷4-2 > ۲۰4-2 ج< ۷ > ۲ 
۴ ۷4-2 > 4+2 ج< > 2 ۰ ۲) 2 > ۰+2 > 8 


۲ اگر 2 و لو 2 سه عددا باشند» alas‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 
و ار E, f‏ زبر در 


Py z2 #0 => zz < Y7 CY oy SS xz < ye (| 
DESE SST CCF ELO SSIS 


۲ اگر ه و و سه عدد اصلی باشند. آن‌گاه کدام جمله درست است؟ 


ا( 8 > ۵ ج< 8+۰ > 047 ۲) > ۰ ج< ۵ > چه,ه طد ۲ 
۲ 0 0 جع ۵ > SAB‏ >» ۲ هر سه نادرستند. 

۴ ) اگر ه» ۵ و 4 اعداد اصلی باشند. کدام گزینه نادرست است؟ 
a<bAc<d=sa+c<b+d(\‏ 
ac < bd ۲‏ ج= a <b Ac < d‏ 


a +c = b+ ج= مع‎ a = Ù ۲ 
۰۸۷ > 6 << ۰ < ۴ 


ol ) ۵‏ انتخاب معادل است با: 
۱) از هر مجموعه می‌توان عضوی انتخاب کرد. 
۲) هر تابع log,‏ وارون راست دارد. 


۳) هر تابع پوشا وارون چپ دارد. 
(f۴‏ اجتماع هر تعداد از مجموعه‌های ناتهی. ناتهی است. 
(YT‏ اصل انتخاب با plas‏ گزاره زیر معادل نیست؟ 
۱) اگر ۸ مجموعه‌ای ناتهی از مجموعه‌های ناتهی باشد. 0 ۸ ل|. 
(Y‏ اکر A‏ مجموعه‌ای نانهی از مجموعه‌های نانبهی ean FO deb‏ 
as‏ هر تابع پوشا» وارون راست دارد. 
۴) برای هر دو مجموعة 4 و 3 |8| > |4| با |۱۸ > |B)‏ 
۷ اصل انتخاب با کدام حکم زیر معادل نیست؟ 
O‏ لم زرن 
۲( هر تابع پوشا وارون راست دارد. 
Ce‏ به ارای هر خانواده نانهی از مجموعه‌های نانهی جون ره( 
Ag #4‏ 
7° 0/6۲ 
(F‏ به ازای هر خانواده نانهی از مجموعه‌های نانهی متناهی چون {Aa hacer‏ 
Teer Aa +0‏ 


ol. YOA‏ ریاضیات 


f 51 )۱‏ پوشا باشد. یک به یک می‌شود. 
gad Usain oe are oy FSC‏ شود 


f (r‏ همواره دوسویی أست. 
۴) هر سه نادرستند. 


SL عضو دارد» معادل است‎ n 
وجود دارد.‎ N(n) یک به یک از 8 به‎ ab یک‎ )۱ 
وجود دارد.‎ N(n) یک تابع پوشا از 8 به‎ )۲ 


۳) یک تناظر دوسویی بین 8 و (7) وجود دارد. 
۴) یک تابع یک به یک از N(n)‏ به 8 وجود دارد. 


(VAT‏ وغد متناهی اسث اگر و تنها اگر؛ 
1( با مجموعه‌ای به صورت (,۲,۰۰۰ ,۱( 6 6) هم‌ارز باشد. 
۲) با یک زیرمجموعه سره خود هم‌ارز باشد. 
۳) متمم هر زبرمجموعه آن متناهی باشد. 
(F‏ مجموعه تھی باشد. 


elas (VAY‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


۱) هر مجموعه متناهی تنها با یک زیرمجموعه از × همعدد است. 

۲) هر مجموعه متناهی تنها با تعدادی متناهی از زیرمجموعه‌های N‏ همعدد است. 
۳) یک مجموعه متناهی نمی‌تواند با زیرمجموعه‌ای از N‏ همعدد باشد. 

(F‏ هیچ کدام از سه حکم بالا درست نیست. 


۸) کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


]]0(| = ۱ 0 

۲) یک مجموعه متناهی نمی‌تواند با یک زیرمجموعه سره خودش هم‌ارز باشد. 
۳) یک مجموعه نمی‌تواند با یک زیرمجموعه سره خودش هم‌ارز باشد. 

۴ اگر ۸ و 8 دو مجموعه متناهی باشند آن‌گاه ‏ × 4 متناهی است. 


las (۱۸۹‏ گزینه نادرست است؟ 


۱) گر ۸ و 8 متناهی باشند آن‌گاه 8۱| = |۸| B=‏ نہ ۸. 

۲) مجموعه A‏ متناهی است اگر و تنها اگر زیرمجموعه‌ای AST‏ و متناهی هم ارز 
با خودش داشته باشد. 

۳) مجموعه A‏ نامتناهی است اگر و تنها اگر زیرمجموعه‌ای AST‏ و نامتناهی هم ارز 
با خودش داشته باشد. 

۴) مجموعه A‏ نامتناهی است اگر و تنها اگر زیرمجموعه‌ای هم‌ارز با N‏ داشته باشد. 


e‏ کدام یک از گزاره‌های زير نادرست است؟ 


۲٦‏ مبانی ریاضیات 


alas ) ۵‏ تیه Saas‏ اش 


۱) مجموعه ۳1 ,¢{ در گروه ( ® (Zo,‏ بسته است. 
۲) هر عضو مجموعه ۲ ae E‏ دارای وارون است. 
YY‏ ,0{ یک bp‏ وه (6 ,72۳) است 
۴) هر سه نادرستند. 
a hen (F٦‏ است؟ 
a) AX‏ کت ۳ )+ eo (R,‏ 
۳) اگر 7 مجموعه اعداد صحبح زوج باشد؛ آن کاه )+ (E,‏ زیرگروه )+ (Z,‏ است 
(Q, +) (F‏ زیرگروه )+ (R,‏ است. 
(YFY‏ اگر 0 یک گروه باشد» کدام حکم نادرست است؟ 


Vr € Gade € G,re=er=z (\ 

de € GVIEG,ze= ez = zr )۲ 

Je € GVa € Gia’ € G,aa' = a'a'e (YT 
Je € 0301 € GVa € G,aa' = a'a = e ۴ 


(YEA‏ مجموعه تمام زوج‌های مرتب از اعداد حقبقی تحت اعمال زير 
gy)‏ + ره (zy) + (2'y) = (r+‏ و (z, 9), (zy) = (2a! — yy’, zy +2'y)‏ 
1( حلقه بدون بکه است. ۲) حلقه غیر تعویضیذیر است. 
LF‏ میدان است. (F‏ میدان مرتب است. 
1( حلقه پکدار است. 
۲) حلقه یکدار نیست. 
ی E‏ تاه هن کرت وا رو نا رد 
plas (۲۵ ۰‏ یک از حلقه‌های زیر دامنه صحبحند ؟ 
(Ze, G, 0) 0‏ ۲) (2۷,6,0) 
(Z4,®,0)(F +, ۰( ۳‏ 
elas (۵۱1‏ گزینه درست است؟ 
۱) اگر 4 زیرحلقۂ یکدار حلقه بکدار 8 باشد. آن‌گاه BAS‏ در ۸ است. 
eee ۳‏ ,+ | )\ ,۷) در } 0{ × 7 نیست. 
۳( یک حلقه می‌تواند بیش از یک Sy‏ داشته باشد. 
اکر ese‏ امه با یک pe‏ 5 زیرحلقه آن آن‌گاه 6 می‌تواند یکدار نباشد. 
(TOY‏ فرض کنید A‏ مجموعه همه اعداد اصلی باشد» کدام جمله درست است؟ 


۱) قوانین حدف در ساختمان جبری (+ ,۸) برفرار است. 
۲) فوانین حدف در ساختمان جبری (. (A,‏ برفرار است. 
۳) ساختمان جبری )+ (A,‏ دارای یک عضو خنثی است. 
(F‏ هر سه نادرستند. 


۳1 


۱) هیچ تابعی از ۸ به N‏ وجود ندارد. 
۲) هیچ تابح یک به یک از N A?‏ وجود ندارد. 
N aA! oe‏ وجود ندارد. 
(F‏ هر سه کزاره درستند. 
۹۸( مجموعه تمام اعداد گنگ بين ه و ۱ : 
۱) ناشماراست. ۲) شمارای نامتناهی است. 
۳) متناهی است. ۴) هر dw‏ حکم نادرستند. 
۹) کدام گزینه درست است؟ 


۲) مجموعه (۱ > 2 > 0۱۰ € 12 شماراست. 
۳) مجموعه (۱ > 2< ۰( - 1 ع 2) شمارش‌پذیر است. 
(f‏ مجموعه R}‏ € |۲2 شمارش‌پدیر است. 

(Yoo‏ کدام گزبنه درست است ؟ 
P(N ) (١‏ شمارش‌پذیر است. 
۲) تنها مجموعه‌های ee‏ 
کر Aa Saas‏ 

elas (Yo)‏ گزینه درست است؟ 


(١‏ مجموعه جندجمله‌ای‌های با ضرایب صحیح شمارش‌پدیر است. 
R, y € N} ۲‏ € 2,۷(|2)) شمارش‌پذیر است. 
{zr € N| Bel rd (v‏ شمارش‌پدیر نيستا. 


و اس وه 
۱ 7 شمارا ۲) N‏ متناهی ۳) ۸ نامتناهی ‏ ۴) (۵,۱) ناشمارا 


۳) کدام گزینه درست است؟ 
۱ مجموعه | رقام اعشاری عدد 7 شمارش‌پدیر است. 
۲( مجموعد همه زیرمجموعه‌های N‏ شمارش‌بدیر است. 
cy‏ مجموعه همه زیرمجموعه‌های متناهی N‏ شمارش‌پدیر نیست. 
(F‏ مجموعه (7 6 |n‏ 1{ شمارش‌پذیر نیست. 


۴) مجموعه توانی یک مجموعه متناهی : 
۱) متناهی است. ۲) نامتناهی است. 
۳) شمارای نامتناهی است. ‏ ۴) ناشماراست. 


۲۰۵ محموعه زیرمجموعه‌های متناهی Su‏ مجموعه شمارای نامتنای : 
۱) متناهی است ۲) شمارای نامتناهی است 
۳) ناشمارا است ۴) هر سه حکم نادرستند. 


سوال‌های چهار گزینه‌ای 


1) کدام گزینه درست است؟ 
(١‏ هر مجموعه نامتناهی زیرمجموعه‌ای همعدد با N‏ دارد. 
۴) هر سه حکم نادرستند. 

Tew! گزینه نادرست‎ plas (YoY 
دارد.‎ N هر مجموعه نامتناهی زیرمجموعه‌ای هم‌ارز (همعدد) با‎ )۱ 
هر مجموعه نامتناهی با زبرمجموعه سره‌ای از خودش هم‌ارز است.‎ )۲ 
ننها 2 با زبرمجموعه سره‌ای از خودش همارز است.‎ )۳ 
هر مجموعه شمارای نامتناهی زیرمجموعه‌ای هم‌ارز با ۷ دارد.‎ (F 


۸) هر مجموعه نامتناهی شامل : 
1( یک زیرمجموعه متناهی است . ۲) یک زیرمجموعه شمارای نامتناهی ی 
۳) مجموعه تھی است. (F‏ هر سه گزاره درست است. 
۹) مجموعه‌ای که با یک زبرمجموعه سره خود هم‌ارز باشد چه نوع مجموعه‌ای است؟ 
۱) متناهی است. ۲) نامتناهی است. 
7( ناشماراست. ۴) تھی است. 
۰ اگر xX‏ شمارای نامتناهی و 7 متناهی باشد؛ 
0 7 - × شمارای نامتناهی است. ۲ 7 - × متناهی است. 
(YT‏ 7 - × نامتناهی ناشماراست. ۴) هر سه نادرستند. 
۷۱ کدام گزینه درست است؟ 
\( اجتماع هر خانواده از مجموعه‌های شمارا شماراست. 
۲) اجتماع هر خانواده از مجموعه‌های نک عضوی» شماراست. 
(r‏ اجتماع هر خانواده متناهی از مجموعه‌ها شماراست. 
۴) اجتماع هر خانواده شمارش‌پذیر از مجموعه‌های شمارا شماراست. 
۲) کدام گزاره درست است؟ 
۱) اگر ۸4 شمارش‌پذیر باشد. AN‏ شمارش‌پذیر است. 
۲) کر A‏ ناهن اشد 4 شما رش دی است: 
ples ۲ ۵ ۲ SHY‏ پذور tel‏ 
(F‏ هر سه نادرستند. 
plas (YAY‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


{o} = ۱ )۲ ۱۰(۷|- IN| 0 
(iH - ه - |۰[9)| ۰ ۴) ه‎ ۳ 


1۲ مبانی ریاضیات 


۴ ) اگر ۸ یک مجموعه باشد و ۸ ع 2» کدام یک از عبارت‌های زیر همیشه درست است؟ 
IAl= [AU )2(( )۲ |4l<|AU{z}| 0۱‏ 
۳) |( - ۱۸ = |۸| ۴) هر سه عبارت در حالت کلی نادرستند. 
۱) اگر ۸ با یک زیرمجموعه از 8 و 8 با یک زیرمجموعه از A‏ هم‌ارز باشد 


A‏ و 7 هم ارزند. 
۲) اگر LA‏ 8 هم‌ارز باشد» آن گاه nen‏ وه و ز 8 نیز هم‌ارز است 
۳) اگر ۸ BL‏ همارز باشد و ۸ ناشمار! باشد» 8 نیز ناشماراست. 


Pe ee es A برای هر دو مجموعه جون‎ (F 
هم‌ارز است.‎ A پا 8 با یک زیرمجموعه | ز‎ 


ss ASL‏ باشند؛ آن‌گاه |8| > |۸| !گر و تنها اگر 


کی je‏ ز ۸ به 8 وجود داشته باشد. 
TS‏ ۰ ۸ یبد 3 وجود داشته باشد. 


alas (Y\Y‏ گزینه نادرست است؟ 


۱) اگر تابع یک به یک B‏ ج 4 : f‏ وجود داشته باشد آن‌گاه .CardA > CardB‏ 
۲( اگر تابع پوشای 8 ج ۸ : f‏ وجود داشته CardB > CardA i tik‏ 

۳) حکم «ب» تنها وفنی درست است که A‏ و 7 متناهی ere‏ 

۴ اگر 8 متناهی باشد هر دو حکم «الف» و COD‏ درستند. 


۸ کا یکت آزمامشاوی هام ea Seyi‏ ات 


IN| > ۳۶| )۲ ۱8 - | > IRI (1 
IN| < |7| ۴ IN] > ۱۵۱ ۳ 


BoA STS‏ و ٥‏ سه مجموعه باشند. کدام یک از گزینه‌های زیر نادرست است؟ 
١)اگر‏ 8 < 4 و € > 8 آن‌گاه 0 Ax‏ 
۲) اگر |8| > ۱۸۱ و [Cl‏ > ۱8 آن نگاہ Al > |٥|‏ 
ات ات با ن‌گاه [Al > |٥|‏ 
۴ اگر | > |۱۸ و ۱6۱ > |8| آن‌گاه JA] > |٥|‏ 
(YYo‏ کدام یک از گزاره‌های زير درشت است؟ 


ار عدد | وجود دارد. 
جک‌ترین عدد | وجود دارد. 

۳) اعداد اصلی کران بالا دارند. 

۴ اعداد hol‏ کوجی‌ترین کان Yb‏ دارند. 


N IEEE‏ را به .× نشان دهیم. کدام یک از عبارت‌های زیر نادرست است؟ 


سوّال‌های چهار گزینه‌ای 


oly )۱‏ هر × € 7 داریم REX EHX‏ 
۲ ۸۷۰ < ۰ + ۰ 
۳ ,۸۷ < ۰( ۷ 2۰ 
x= ۲۳۰ ۴۳‏ 
۲ ۸4 و ۶ و 0 سه مجموعه هستند به طوری که 0 = ANB = 8 00 = 40C‏ 
۵ = 0۰۳0۸ 71 = 00۳078 و ۱۰ = CardC‏ در این صورت Card(AU BUC)‏ برابر 


است th‏ 
YY(F ۲ ۸‏ 
۳) اگر ۸ و 8 دو مجموعه باشند آن‌گاه 
|A| + ۱8| =|AU 8 - ۱۸ BI ۲‏ 
۱ 


|4۱ + |B] =|AUB] (\ 
۸۱ ۱8| < |۸۰ ۱ (f ۰ ۱۸۱+ ۱8۱ < ۱۸ ۱۲ 8۱ +۱۸ 8۱ ۳ 


plas (YYf‏ گزینه نادرست است؟ 
VnEN,n+X. =X. (|‏ 
Xe +X. =x. ۲‏ 
E‏ بو( 
VnEN,nx. =x. (f‏ 
۵) کدام یک از جمله‌های زیر نادرست است؟ 


1( برای هر دو عدد طبیعی 7 و ^ داریم mY, = NX.‏ 
.nEN‏ 


, +, = X7 ۲ 
.mnEN , ntx,=m4+y, (۳ 
SA soy (f 


(YT‏ کدام گزینه درست است؟ 


1( برای هر عدد اصلی Via‏ =" 
۲) تنها برای اعداد اصلی متناهی 
Ga )۳‏ برای هر عدد اصلی Via Zo‏ 


۴) هر سه حکم نادرست ات 
۷) کدام گزاره درست است؟ 

1( برای هر عدد اصلی ° = (oF‏ ۳) برای هر عد اصلی o‏ # به, ه < ٩و‏ 

me‏ = 0° ۴) هر سه حکم نادرست است. 


(YYA‏ کدام یک از گزاره‌های زیر نادرست است؟ 
Xx = yx =X (۲‏ 
x (f‏ = ۰ 


a 
Of = ١ a 
6۲ = 


nX = ۶۰ =x (\ 
aa سا‎ (YT 


۹) اگر »» 8 و + سه عدد اصلی باشند. آن‌گاه 
۲ 8 = ۷« جد # د ا 


a= 8 ۱‏ جح ۰ + 0 < ۰+ ۰ 
af ۰,۰۵ =ay=> 8 = + )۳‏ ۴) هر سه حکم نادرست است. 


gl. ۲1۴‏ ریاضیات 


(YYo‏ اگر »» 8 و «اعداد اصلی باشند. کدام گزینه نادرست است؟ 
a(@ +7) = a8 + ar (1‏ 
af a7 ۲‏ = ۵*7۷ 
(a8) = a87 (v‏ 
o (f‏ = ۵ 


۱) اگر 7 و لو 2 سه عدد اصلی باشند» کدام یک از نامساوی‌های زیر درست است؟ 


)> 2+ ج- > » ۲ 2 + ۷ > 4+7 9 <y‏ 
۴ ۷+2 > 2+2 جح ۷ > ۰ ۴) 2+ > + نج <y‏ 


CLs‏ اکر 2 و لا و 2 سه عدد اصلی باشند» elas‏ یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


r<y,z#o چب‎ 272 > yz ۲ > که(‎ yz O 
72 < جد ه چ 1,2 > 2 ۴) ره < جل‎ 22 > 12 ۳ 


(YT‏ اکر هو و وس عدد اصلی باشند. آن‌گاه کدام جمله درست ات 


0۱ 8 > ۵ جد ۰+ > 47 ۲) > جح (۵ > چهره # ب 
اک ۴) هر سه نادرستند. 


۴) ار cb a‏ ¢ و 4 اعداد اصلی eS elas dal‏ نادرست است؟ 


0۰ >> جح‎ + > b+ 0 0 
a > bA c < << ac < bd ۲۳ 

b (YT‏ ان +c‏ را نم لین 

EE 0/۱۰ ۱0۵ ST 


۵ ) اصل انتخاب معادل است با: 
1( از هر مجموعه می‌نوان عضوی انتخاب کرد. 
هرا شا col‏ رادار 
E‏ هر تأبع پوشا وارون چپ دارد. 
۴) اجتماع هر تعداد از مجموعه‌های ناتهی نانهی است. 
CYT‏ اصل انتخاب با alas‏ از رر شعادل Ses‏ 
۱) اگر ۸ مجموعه‌ای ناتهی از مجموعه‌های ناتهی UAE 0 adh‏ 
(F‏ برای هر دو مجموعه A‏ و 9 |8| > |4| یا |4| > 3ا. 
۷ اصل انتخاب با کدام حکم زیر معادل نیست؟ 
AO‏ زرن 
۲( هر تابع پوشا وارون راست دارد. 
۳( به ازای هر خانواده ناتبهی از مجموعه‌های ناتهی جون {Aa}aer‏ 
[leer Aa # 0‏ 2 
(F‏ به ازای هر خانواده sil‏ از مجموعه‌های نأتهی متناهی جون {Aahaer‏ 
Teer Ac #0‏ 


سوال‌های چهار گزینه‌ای 


(YA‏ لم زورن معادل است با: 


۱) هر مجموعه مرتب جزئی عضو ماکسیمال دارد. 

۲( هر زنجیر یک Ee‏ کران بالا دارد. 

۳) اگر هر زنجیر در یک مجموعه مرتب جزئی کران پاپین داشته باشد؛ 
AS gare o‏ مرنب جزئی عضو مینیمال دارد. 

۴) اگر هر زنجیر در یک مجموعه مرتب جزئی کران بالا داشته باشد 
1 ن‌گاه رغه مرئب جرئثی سوپرمم دارد. 


۹) اصل خوشترتیبی عبارت است از: 
۱) بر روی هر مجموعه ناتهی می‌شود یک رابطه ترتیبی خطی تعریف کرد به طوری 
که با ۳ ae al‏ اجه شود . 
خوشترتیب است. 


ee (fo‏ دزست است؟ 


TT 
عمل دونایی ن ئىست.‎ SON تفریق روی‎ )۴ 


e eo 
وارون (فرینه) خودش است.‎ P(X) هر عضو‎ )۳ 
است.‎ ATG همراه با ۵ یک گروه‎ P(X) (F 
یک از عبارت‌های زیر درست است؟‎ elas )۲ 
شرکتبدیر است.‎ Q روی‎ rey = عمل دوتایی چ‎ (1 
Gia دوتاہی 2۶وی × شرکنیدیر‎ ae 
ن +۰ = ۰*۷ روی 7 شرکتبدیر است.‎ + 2 oligo عمل‎ )۳ 
اک(‎ al 


۱) اعداد طیعی با عمل جمع . ۲) اعداد طبیعی با عمل ضرب. 
۳) اعداد طبیعی با عمل 0 +0 + = ا « ». ۴) اعداد صحیح با عمل نفریق. 
۴ ) زیرمجموعه (۱-,۶,:-,۱) از اعداد مختلط 


۱) با عمل جمع یک نبمگروه است. ۲ با ما ضرت یک مرو است: 
۳) با اعمال ضرب و جمع یک حلقه است. (F‏ هر سه نادرستند. 


۳۹1 مبانی ریاضیات 


۵) کدام که درس انس ۱ 


1( مجموعه }۲ ,)در گروه ( ® (Zo,‏ بسته است. 
۲) هر عضو مجموعه (۲ د )21,0( دارای وارون است. 
fe, ۲} (r‏ یک زیرنه وه (@ (Zy,‏ است 
(f‏ هر سه تا دنل 
plas (۳۳۹‏ یک از گزاره‌های زير نادرست است؟ 
»(Z,+) ۱‏ بک زیرگروه )+ (R,‏ است. 
(N, +) ۲‏ یک زیرگروه )+ ,۸) است. 
pace‏ سس وج وا آن‌گاه (+, (E‏ نرگر وة )+ (Z,‏ است. 
(Q, +) (F‏ زیرگروه )+ (R,‏ است. 
S| (YFY‏ € یک گروه باشد» کدام حکم نادرست است؟ 
Vz 036 2 0,۰ < er = ۶ (\‏ 
ex = 2 (VY‏ -<- 06,6 ] 0۷۰ 2 21 
Je € GVa 6030 € G, aa' << (YF‏ 
Je € G3a' € GVa € 0,۵0 = a'a = e (F‏ 


۸) مجموعه تمام زوج‌های مرتب از اعداد حقبقی تحت اعمال زير 
( لا (x,y), (ay) = (x2! — yy, cy + xy) 9 (x,y) + (ry) = (r+ x,y‏ 
1( حلقه بدون ASG‏ است. RE‏ 


۱) حلقه یکداراست. 
۲) حلقه یکدار نیست. 
EE Calla‏ نک هی Seite‏ 
(YOo‏ کدام یک از حلقه‌های ودا صححند ؟ 
(Zy,@,O) )۲ (Ze, 6,0) (|‏ 
(Z4,8,0)(F — (N,+,.) ۳‏ 
elas (TO)‏ گزینه درست است؟ 
۱) اگر ۸ Adley‏ یکدار حلقه بکدار B‏ باشد› T‏ ن‌گاه B AS,‏ در A‏ است. 
dale Z x ۲‏ زب ۳ ,۷) در {eo}‏ ۷ 2 نیست. 
۳) یک all>‏ می‌تواند ببش sl‏ ز یک a‏ داشته باشد. 
۲ یک ام ایک E E‏ ا ن گاه 5 می‌تواند یکدار نباشد. 


(YOY‏ فرض A AS‏ مجموعد همه اعداد اصلی باشد» کدام جمله درست است؟ 


۱) قوانین حدف در ساختمان جبری (+,۸) برقرار است. 
۲) فوانین حدف در ساختمان جبری (. ,4) برقرار است. 
۳) ساختمان جبری )+ pee Selb.‏ خی ت 
(F‏ هر سه نادرستند. 


سوال‌های چهار گزینه‌ای ۳۲۷ 


Teas) ea Sal 5S. alus (Yor 


1( مبدان اعداد حفیفی Gam R‏ زیرمیدان سره‌ای به جز Q‏ ندارد. 
Q ۲‏ هیچ زیرمیدان سره‌ای ندارد. 
)یدای 2۵ تحت جمع و ضرب همنهشتی به سنج ۵ یک زیرمیدان 0 است. 
۴) هر سه نادرستند. 
(YOF‏ کدام گزینه درست است ؟ 
1( 2 ج 7 : ۶ با تعریف ۱ + ۸ = (۸)/ یک همربختی گروهی است. 
۲ 2 ج ,7 : ] با تعریف f(n) = Yn‏ یک همریختی حلقه‌ای است. 
(Rt,.) )۳‏ ج (+,8) : f‏ با تعریف f(x) =e?‏ یک همربختی گروهی است. 
۴) هر سه گزینه نادرستند. 
plus (YOO‏ گزینه درست است؟ 
۱) تابع دترمینان روی ماتریس‌های ۲ ۲ عمل جمع را حفظ می‌کند. 
al )۲‏ دترمینان روی ماتریس‌های ۲ × ۲ عمل ضرب را حفظ می‌کند. 
ab )۳‏ دترمینان یک به یک است. 
(F‏ هر سه حکم نادرستند. 
1 کدام گزینه درست است؟ 
۲) هر دو گروه متناهی که تعداد عضوهای آن‌ها یکسان است» یکریخت یکدیگرند. 
۳) یک کروه منناهی نمی‌نواند یکریخت یک گروه نامتناهی باشد. 
(F‏ هر سه حکم نادرستند. 
(YOY‏ کدام گزینه درست است؟ 
1( هر حلقه را می‌توان به یک حلقه مرتب تبدیل کرد. 
۲) تنها حلفه‌های متناهی می‌نوانند مرتب باشند. 
۳) حلفه اعداد حقیقی ۸ مرتب است. 
۴) هر سه نادرستند. 
(YOA‏ کدام یک از گزاره‌های زیر هميشه درست نیست؟ 


q) 0‏ >== م) >= p> ap ۲ ap‏ 
۳ و جح a)‏ ج= م) ۸م) (F‏ ((و (p=‏ جد و) جد م 


alas (۲۵۹‏ یک از گزاره‌های RA E EY‏ داده شده درست است؟ 


U=R VzVy (r+y = °) (1 
U=NU{o} Wedy (ety=o) )۲ 
U=R ‘IrVy (r + y= °) ۳ 
U =2 Ir3y (z+ y= °) (F 


(Yo‏ فرض کنید (۲ ,۱ ,ه! = Agana U‏ جامع مورد بحث باشد. elas‏ نادرست است؟ 


Vedy(e@+y=2)(Y Vesdy(ry = xz) (\ 
Aye(r+y=ax)(F ۰ ۷23۷) > zx) (FT 


۳۹۸ مبانی ریاضیات 


elas (T11‏ پک همواره درست است؟ 


q))) )۱‏ < م) ج و) > a(p‏ ۲) (م ج و) ج م 

9g) e ))p ۸ ¬ p( ۷ (ap ^ 4)) ۴‏ م0 ۴ ) (و ۷ )¬P‏ = (و ج م( 
۳۲( عکس تقیض رار اگر ۶ مشق‌پذیرباشده آن‌گاه f‏ پیوسته است» عبارت است از: 
were Coy‏ زير در مجموعه اعداد حقیقی درست است؟ 


۷۵۷۷): + yT =o م جس‎ + < °) )۲ VzVy(r + gy = °) (1 

VaVy(z + y= ه‎ => 2T + (ه = آر‎ )۴ 22۷8+ < °) )۴ 
به این معنی است که:‎ ۷237٨), y) eg asa S ۴ 

۱) برای هر ± حدا کثر یک y‏ هست که در P(r, y)‏ صدق می کند. 

۲ برای هر حداقل یک ن هست که در y)‏ ,)7 صدق می کند. 

AS صدق می‎ P(z, y) برای هر دقیقا یک و هست که در‎ (T 

(F‏ حداقل یک ن وجود دارد که به ازای هر ت در P(z, y)‏ صدق می کند. 


(Y 10‏ جمله ٥ه‏ = ۾ ج )2< [Ve(|z|‏ معادل است با: 
=p ¬[ve(|z| < e] (|‏ ° وه ۲) -ve(la| < e] ^ (a = o)‏ 
-¬[3e(|z|,e)]۸ (x = °) (F r= 0 WERTE ۳‏ 
1 کدام یک از عبارت‌های زیر درست است؟ 


¬٩( ) abs )۱‏ ۷ 2)- درست است اگر و تنها اگر م و ۾ هر دو درست باشند. 

۲) گزاره )79 ۷ )¬ درست است اگر و تنها اگ ر و و هر دو نادرست باشند. 

7g)‏ ۷ )¬ درست است 51 و تنها اگر ۶ درست و و نادرست باشد. 

۴) گزاره a(p ۷ 7g)‏ درست است | 5 Stes.‏ م نادرست و 9 درست باشد. 
plus )۷‏ یک ازاحکام زیر درست است؟ 

p(x)” ۱‏ ,0 € ۷2" بی معنی است. 

p(x)” ۲‏ ,0 € ۷2" درست است. 

p(x)” ۲‏ ,0 € 32 " درست است. 

۴) هیچ کدام از سه حکم بالا درست تست 


(VTA‏ نقیض گرارۂ C A)‏ 34۷8)8 کدام است؟ 
VAVB(B C A) )۲ VAAB[-(B C 4)] ۱‏ 
C A) ۳‏ 8ظ)3۸30 VAVB[¬(B C A)] (f‏ 
cpa (۳۹۹‏ نف رازه و ج م کدام گزاره است؟ 
۱) ه p=‏ ۲) و« جح و 
۲ و جح وت ۲) ززد ages‏ 


سوال‌های چهار گزینه‌ای ۳۹ 


۰) فرض کنبد مجموعه جامع مجموعه توابع حفیقی باشد. کدام یک از گزاره‌های زیر 
نادرست است؟ 


“yy مت پدبراست)‎ /( (۲ 
af e (۳ 


۱) فرض کنید P(r)‏ و Q(x)‏ به ترتیب گزاره‌نماهای xy‏ اصم است» و )29 گویاست» باشند 
و مجموعه اعداد حقبقی ee‏ مرجع باشد. کدام یک از گزاره‌های زیر درست است؟ 
با Q(z‏ ۷ () ]۷2 
Vz P(z‏ 


me 
Va P(x) VVrQ(z) (¥ 
Va[P(x) ۷ Q(2)] => [VzP(z) ۷ ۷۰ (f 


۲) فرض کنید [۰,۱,۲) = ا مجموعه pale‏ مورد بحث است. کدام یک از گزاره‌های 
زير درست است؟ 


211۷, ۷ > 7 ۲ ۷۰23۷,  < x (1 
۱۷۰3, نت‎ < ۰ )۴ ۰ 0۷2, ۵ +y = x )۳ 


۳۳۳( یک از گزاره‌های زیر همواره نادرست است؟ 


q))) )‏ جد م) >= و) >= م)¬ 
۲ (م جحه و) جد م 

[(pA>p)>(>p A g)] :‏ = (و جے م)¬ 
(=p Aq) ۴‏ جے (و >= (p‏ 


Uso ) ۴‏ گویای (Sn)‏ را دبال پوچ گویند اگر: 


Ness TT (\ 
Wn ,ه > 3۸ ,۳۷ ع‎ MEQ, |S,| > ۰ ۲ 
Ve>o,e€€Q,INEN:n>N => |بو|‎ >  )۳ 

Ve < ع 3 ,0 ع ع,ه‎ ۲ : ۰ < N = |مو|‎ > ۰ (f 


Wis (Sn) ۵‏ گویا است دراین صورت EQ‏ !یک حد (Sp)‏ است اگر: 


re te eae Care 
de>e,e€Q,INEN:n>N=>|S,-lI| > ۲ 
۷6 < زظ ع 0,۷۷ ع ع,ه‎ : ۰ < ۸۷ => |S, - | < e ۳ 
Ve>°,e€€Q,VNEN:i n,m: |n—m > ۱ =+ |S, - | > (f 


elas ) ۹‏ یک از جمله‌های زین تعریف دنباله کوشی (Sp)‏ است: 


Ve>o,e€EQ,I3NEN:n>N => |S, - < e 0 
Ve>o,e€Q,INEN:mn>N = [Sm - Spl < ۲ 
Vn €N,IM>°,MEQ:|S,!< M (FY 
هر سه نادرستند.‎ (F 


Ye‏ مبائی ریاضیاث 


(YYY‏ کدام یک از عبارت‌های زیر درست است ؟ 
۱) به ازای» هر دو عدد صحیح ت و ل @ € ل/2. 
۲) به ازای» هر عدد صحیح ie‏ عدد صحبح ل وجود دارد به طوری که ۴ + ay‏ 
۳ به ازای» هر دو عدد صحیح 2 و ل ل < پا » < ل. 
۴) به ازای» هر عدد صحیح 2 عدد صحیح ل وجود دارد به طوری که ۴ + ن = ۲ . 


سوال‌های چهار گزینه‌ای 1۳ 


۱) برای هر × > « داریم N+X.=Xe‏ 


Vesey oS Cy 
Xe eye, AY 
x. = ۲۲۰ (F 


1.CardA=0‏ = 00۳08 و ۱۰ = CardC‏ در این صورت Card(AU BUC)‏ برابر 


۳۱:۴ ACE 173(۲ VOR) 


(YYY‏ 4و 8 دو مجموعه باشند؛ آن‌گاه 
|A| + |B] = |AU ۱-۱۸۵ ۱ ۲ ۸ + |B) = |AUB] 0‏ 
BI )۴ ۰ ۱۸+ |۶۱ - ۱۸۱ ۱ +۱۸۲۱ ۱ )۴‏ ۱۸ < ۶۱| - || 


Vn 6 ۷,۰ 4+1۰ =X. (| 
و(‎ Pa ae Gl 

XxX HX 

Yn EN,nyx, = (۴ 


elas ۵‏ یک از جمله‌های زیر نادرست است؟ 


۱) برای هر دو ose‏ طبیعی gM‏ داریم ,۷ = .× + 7. 
n+x.=x? ۲‏ , 61۷ . 

mneN , n+x,.=mt+yx., ۳ 

۲۲۰ = (Ff 


۳۳۹( کدام گزینه درست است؟ 
1( برای هر عدد اصلی 6 ۱ = '». 
۲) تنها برای اعداد اصلی متناهی Via‏ = '». 


۴) تنها برای هر عدد اصلی ه ع م ۱ = a‏ 
(F‏ هر سه حکم نادرست است. 


(YYY‏ کدام گزاره درست است ؟ 


۱) برای هر عدد اصلی 01a‏ = *۰. ۲) برای هر عد اصلی ora FO‏ = *ه 
(F of =o (¥‏ هر سه حکم نادرست است. 


(YYA‏ کدام یک از گزاره‌های زیر نادرست ات 
Yen SO: aay Sar GO‏ 
OF‏ سح Vy GT‏ 

۹) اگر ۰۵ 2 و 7 سه عدد اصلی باشند. آن‌گاه 


a= => y=B(Y aty=Bty=a=B(\ 
هر سه حکم نادرست است.‎ (F ap? و‎ = ay => Û = (T 


۳۷۲ مبانی ریاضیات 


em‏ مجموعه‌های مثال ۱۲۰۱ را نمی‌توان به روش تفصیلی نمایش cols‏ زیرا تعداد 
عضوهای آن‌ها متناهی نیست. 
نمایش تفصیلی برای مجموعه 


A= {rirzrEN, xz yoo} 


مناسب نیست. Lah)‏ نوشتن همه عضوهای 3 در یک آ کولاد سطرهای زیادی ر اشغال 
می‌کند. گاهی مجموعه بالا را به صورت 


Aa Pip eê) 
نمایش می‌دهند» مشروط بر این که نصور اشتباهی در مورد نانوشته‌ها ایجاد نشود.‎ 


۲۱ الف) اگر عضوی در 4 موجود باشد که در 8 نیست آن BAS‏ ام مانند 
ETT‏ 2۲ و 

ete} آن گاه 7 < ۸ مانند‎ tts A gh aS Wil مه ود‎ Bi عضو کر‎ Sh Cc 
.B = {a,b} 


۱ 3 # 4 زیرا 2 > »و ۸ ۶ ۰. AFC‏ زبرا 6 > ه و ۸ #8 ۰. AED‏ 
0 = 9 ولی 0 £ ۸. 7 # ۸ زیرا ۳ € ۱-ولی -VEA‏ ۴ = 4 زیرا ۱ و ۱- تنها 
جواب‌های معادلةه ه a NS‏ کی Sas‏ سین -٥‏ و Yo‏ فرار دارند و 
لذا (۱,۱-) = ۴. AFG‏ زیرا ٤€‏ ۲ ولی ۸ ۶ ۲. 7 = 4 زبرا جواب‌های معادله 
(Ye - ۱()۲۸۲- ۲( = 0‏ عبارتند از ct‏ ۱۰۱-ولی 2 € ‡. لذا اعضای 77 عبارتند از ۱ و 
)— 


۱ اگر عضوی جون Bob‏ باشد که در A‏ نباشد آن‌گاه ۸ BG‏ مانند إ۲ ,۱ = ۸ و 
([۱-,۲ ,۱) = 8. که در آن 8 € ۱-ولی ۸ 2 ۱-. 


A= BSI Yo.)‏ آن‌گاه هر عضو A‏ عضوی از 7 و هر عضو 8 عضوی از A‏ است. از 
اکر bells) AZ‏ غضری در A‏ هشت Bo S‏ تست یا و مقر Gia‏ که کر 4 
نیست (یا هر دو). یعنی یا 8 2 4 یا 8 یا هر دو. 


۰۱ (قضیه) گر a>‏ احکام این قضیه واضحند اثبات آن‌ها را بنویسید. برای نمونه 
«پ» را ثابت می‌کنيم. 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱ ۳۷۳ 


پ) فرض کنیم TEA‏ جون BACB‏ € «. حال چون TEC BCC‏ پس ACC‏ 


۱ اگر 2 Ax‏ لزومی ندارد یکی از حالت‌های B‏ ۸ و ۸ 8 رخ دهد. به عنوان 
مثال مجموعه‌های 


زا yy vay Seats‏ ورد اعتاها کر عم آن ایک اعحالت‌های Mit <a sae)‏ 


است . 
OF {0} TY.)‏ زیرا (0) > 0 ولی 0 عضوی ندارد و در نتبجه DED‏ 
A = )0, {0}, )0, {0}}} ۰۱‏ با }}}0{{ ,}0{ ,0{ = .B‏ 
-P(P(A)) = )0, {0}, {{a}}, (0, {a}}} -P(A) = )0, {a}} ۱‏ 
۱ (7)۸۱ دو عضو دارد. P(Ay)‏ جهار عضو دارد. P(Ay)‏ هشت عضو دارد. 
۱ اگر ۸ RE‏ آن‌گاه از تعریف ۸ نتبجه می‌گیریم که 77 SRE‏ تنافقض است. اگر 


RE R‏ آن‌گاه از تعریف R‏ نتبجه می‌گیریم که 17 6 ASR‏ تناقض است. پس این تناقض‌ها 
نشان می‌دهند که فرض مجموعه بودن nica caw ob R‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲ 


۲ هر یک از مجموعه‌های (۱ ,۰) و مجموعه انسان‌ها یک مجموعه ‘a‏ متناهی؛ و 


.AUB - ۲۱, ۲,۵,۱ (all ۲ 
AUB = {0, {0}, 10, {0}}} ب)‎ 


(anes) ۲‏ برای اثبات C AUB‏ ۰۸ فرض می‌کنيم که 7 در rete bien:‏ این که 


نشان دهیم AUB‏ 6 2 باید ثابت کنیم در یکی از دو مجموعه A‏ و 7 است. داریم EA‏ 
ن et‏ زان cuss ae 4 € a9 02 Gil‏ تشان دهید 0:8 #4 ۳ 


۲ (قضيه) فرض کنیم 8 ل 4 € 2. 50 cpl‏ صورت eee ee‏ (با هر 
دو). اگر ۸ € iz‏ آن‌گاه چون .. esere SS‏ 


۸ لا‎ 8 = 8 Sb آن‌گاه 8 = 8 (۸۱» و‎ AC 8 باید نشان دهیم که «اگر‎ (4.229) A.Y 
A CB آن‌گاه‎ 

الف) فرض کنیم 8 AC‏ بنابر ۰ ۸ 8. برعکس فرض کنیم 
AUB‏ € 2. در این صورت ......... sete eae ly‏ . چون CB‏ ۸ در هر دو حالت داریم 
8 € ±. پس ۰۰۰ 8 ل 4. بنابراین»› 8 ل4 = 8. 

EG ty oe 


۲ (فضیه) فرض کنبد AUB‏ ع 2 و با استفاده ازاین‌که BOD yA CC‏ نشان 
دهید 2 لا € € 2. 


۲ (قضیه) الف) سعی کنبد به دو روش یکی مستقیم (عضوگیری) و دیگری با 


wile ۳۷۹‏ ریاضیات 


استفاده از قضیه‌های LS‏ نشان دهید ۸ = ۸۱0 و AUU =U‏ 


ayes‏ ۸.۲ ثابت کنید. 


گزاره‌های «پ» و «ت» را به روش عضوگیری ثابت کنید. 


ANB={\,a} الف)‎ ۲۳ 
.AN B = {0} ب(‎ 


(anaes) ۱۳۲‏ بنابر وه E‏ »اگر ۸۸ ع z‏ آن‌گاه ۸ € ± و 8 €٤‏ 2. پس 
ANBCB,ANBCA‏ 


LEC => 2 و6۸‎ 6۳ ‘ooo (زيرا‎ 
— zEANB ( Rint tenia? DR ee تر‎ Gs) 


7 ( 4 تا ايك تسان دهیم که «اگر ۰ آن‌گاه ۸ = 8 0 4» و (اگر 
ANB=A‏ آن‌گاه اج مه 

الف) فرض کنیم 7 € 4. بنابر ANB ۰ AS‏ بر عکس؛ فرض کنیم 
EEA‏ چون ۰ و E‏ 2 حال از و 4 نتبجه می‌گیریم ۸0 € 2. 


تتایرایزن؛ ۸4 ANB=‏ 
ب) فرض کنید ۸ = 8 ۸۲۱ و ئشان دهید اگر ۸ > 2 آن‌گاه 8 € ». 


۲ (فضیه) فرض ANB aS‏ ع 2 و با استفاده از این‌که 0 ۸ و > 9 نشان 
sa‏ 02 0 € € 2. 


dues alin (Aus) ۲‏ ۱۱.۲ عمل کنید. 


A= AU(ANB) 

برای اثبات (AN (AU 8( =A‏ توجه می‌کنيم که بنا بر ۰ ۰ AN(AUB)‏ 
برعکس چون ۸ € ۸ و AC AUB‏ (چرا؟) ہنا بر oe ez‏ هو gavin A GAMA B)‏ 
کنید این احکام را به روش مستقیم (عضوگیری) نیز ثابت کنید. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲ ۳۷۷ 
ب) داریم ۸۱۱ ۸ و ۸۱30 ۸ (She)‏ پس» بنا بر موم 
AC(AUB)N(AUC) (*)‏ 


همجنین؛ AUB‏ 8 8900 و BNC 0 € AJC‏ (جرا؟) در نتیجه بنا بر reece‏ 


۰ 
0 
۴ 


BNC C (AUB)N(AUC) (xx) 


AU(BNC)C (AUB) N(AUC) 


ای که ام ا کی م اه ا ای و SS‏ 
(AUB)N(AUC)‏ € ۶. پس AUB‏ € 2و AUC‏ € :. حال دو حالت ۸ € ± و ۸ € 2را 
در نظر می‌گیریم. اگر ۸ € ir‏ آن‌گاه AU(BNC)‏ € 2 اگر 4 ت آن‌گاه از 8 ل4 € 2و 
AUC‏ « نتیجه می‌گيريم EB‏ « و 0 ع ع. ازاین رو 8060 6 2 و مجدداً نتیجه می‌گیریم 
AU(BNC)‏ € 2 بنابراین 


(AU B)N(AUC) C AU(BNC) 


در نتیجه تساوی مطلوب shin‏ است. 
تبات قانون توزیعپذیری 6۱ روی دا مشابه اثبات بالاست. 


ASTE < \eo} ۲ 


۲ (فضیه) الف) جون 7 مجموعد ۰ است BCU‏ برعکس؛ فرض کب 
EU‏ ». جون 0 عضوی ندارد. 0 2 2 و در نتبجه CW‏ «. پس U CW‏ بنابراین € = '0. 
ب) Leal‏ می کنیم که "7 تھی است. فرض کنیم چنین نباشد و EU!‏ 2. دراین صورت 
a €‏ این تنافض نشان می‌دهد فرض نانهی بودن ۲ نادرست است. 
4 
(بنا بر تعریف A (A!‏ 2۶ & ۸ 2 2 
bs)‏ بز 2eE Al re‏ جه 
بنابراین ۸۳ A=‏ 
ت) فرض کنیم EB ACB‏ پس 8 ۶ 2. ادعا می‌کنیم که TEA‏ فرض کنیم 
جنین نباشد و ۸ 2 2. پس ۸ te‏ ولی ACB‏ پس 8 Ste‏ متناقض 8 72 ± است. 
بنابراین فرض ۸ # 7 نادرست است و داریم ۸ € 2. در نتیجه Al‏ > . 


ol ۳۷۸‏ ریاضیات 


(auas) ۲‏ الف) ادعا می‌کنيم مجموعه ANA!‏ تھی است. ee‏ تا 

و ANA!‏ 6 2. دراین صورت بنا بر تعریف اشتراک دو مجموعه» ۰۰۰۰۰۰۰۰۰ و es‏ 
پس 4 € 2 و بنا بر ۰۰ 2. اين تناقض نشان می‌ دهد فرض ناتهی بودن ANA!‏ 
Cw ob‏ است. پس 0 < ۸ ۲۱ 4. 

حال تساوی =U‏ ۸ ۸۱1 را ثابت می‌کنيم. روشن است 7 ۸۱۱۸ (She)‏ برعکس 
فرض کنیم € ت. داریم ۸ € تیا 4 ٭ ت. پس ۸ €٤‏ ت یا Eee ۱ ee‏ 
در نتیجه UC AUA!‏ بنابراین U=AUA!‏ 

ب) فرض aS‏ 0 = ۱ ۸. برای اثبات ۸ 8 فرض می کنیم 8 € 2. ادعا می‌کنیم 
A’‏ € 2 بعنی ۸ #۸ 2. فرض کنیم چنین نباشد و ۸ € ±.چون EB‏ ۰ 2. ولی 
۰۰ این تنافض نشان می‌دهد فرض ۸ € 2 نادرست است. پس ۸ ۶ 2 و در 
نتیجه ۸ ع 2 و ادعای ما ثابت شده است. از این رو BCA‏ 


ب) فرض کنیم ‏ = 8 ۸۱ و DEA‏ پس ۸ € 2. چون ۰ 2 TLE BLEU‏ 
(جرا؟) در نتبجه 8 € Al‏ 


ت) نتیجه‌ای از احکام «ب» و «ب» این قضبه است. 


Ve‏ برای اثبات Gade‏ حکم OY‏ فرض می کنیم BC A’‏ در این صورت 
ANBCANA' =0‏ 
و در نتبجه 0 = 8 0 4. 
برای اثبات عکس حکم «پ»» فرض می‌کنبم 8 AUC‏ در این صورت 
U=AUA'C AUB‏ 


برای اثبات عکس حکم «ت»» فرض می‌کنیم ۸ B=‏ دراین صورت با توجه به 
گزاره‌های اثبات شده در «ب» و «پ» VL‏ نتیجه می‌گبريم 0 = 8 ۸ و ۷ = 8 (۸۱. 


(anes) ۲‏ الف) 


(بنا بر ( ۲ ع هو ۸ ع نه & ۲۱ ۸۳ ع 2 
(بنا بر r #2 ۸۱ (eas‏ دم 
تات 2E (AUB) Oe‏ چه 


ب) این حکم را می‌توانید به صورت بالا یا به روش زیر ثابت کنید. چون تساوی 
الف ola‏ هر دو خم eee Con By A ol SIs‏ را 
برقرار است. بنابراین (ATU BY! = (A) (BY‏ ولی؛ بنا بر ی ار GA‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲ ۳۷۹ 


.B = B‏ پس BY)’ = ANB‏ ل ۸). حال با متمم‌گیری از دو طرف این تساوی, داریم 
(AN B)!‏ = 7۳ لا (A!‏ و در نتیجھ بنا بر o‏ 


A'UB' =(ANB) 


سعی کنید» با استفاده از قانون توزیعپذیری لا روی 0 (قضیة ۲۱.۲ «ب»)» و فوانین 
دمورگان به روش بالا نشان دهید ۱ روی لا توزیعپدیر است. 


VEN aN SSO OST 
.40, )0(( - {0} = {{0}} ب)‎ 
: به ازای هر ۶ داریم‎ ۲ 


TEX - ۸4 => 2 ع‎ 2۸ ۶ ۸ 
=> TEKANE A 
<= 2 2 ۸ 


و در تیه VA‏ رخ رت زر 


۲۳ الف) با توجه به تذکر ۲ «پ»» کافی است نشان دهیم: 


(ANX) = 0‏ (۸ - 2) و (X — ۸(۱)۸ ۲۱ 26( =U‏ 
ولی بنا به مسئله ۰۳۲۰۲ ۸ × = ۸ - 2. پس 


(X - A)N(ANX) =(XNA)N(ANX)H=XN(A' NA = 24 0 =0 


(X —A)U(ANX) =(XNA')U(ANX) = XN(A ۱! ۸( <- XNU =X =U 


ب) مشابه «الف» با نشان دادن تساوی‌های 
۷0< ۸ (۸ - ) و (X —A)UA=AUX‏ 


ثابت می‌شود. 


© ۶ 4۸۱ B8 در این صورت × € و‎ 2 € × - (AUB) فرض کنیم‎ (all ee ae 


whol, ol. YAo 


(X - A)N(X =‏ € 2 آزاین رو —(AUB)C (X - A)O(X - B)‏ ×. رابطة شمولی 


عکس نیز با پیگیری واثبات فوق از آخربه اول به دست می‌آد. 
ب) مشابه «الف» ثابت می‌شود. هر دو قسمت را به صورت زیر نیز می‌توان حل کرد: 


X—(ANB) = XN(ANB)' = XN(A'UB’) = (XNA')U(XNB’) = (X—A)U(X-B) 


۳۹۲ 
{\, ¥,a}A{\,0,5} = ({1, ۲۵ ILOCOS Aaj 
= {Y,a}U {0,6} 
= {Y,a,0,b} 
(all ۳ 


AAB )۸ - B)U(B-A) 


)۸۲۱۵ (۵ (BRA). (YY له‎ ly) 
: ب) با توجه به «الف» بنا بر قانون دمورگان و مسئله ۲ داریم‎ 


(AN B') U(BN A’) 

[AU(BNA')]N [B' U(B N A’) 

])۸ UB) N (AU A')]n [(B' U B) n (B' U A')] 
[(AU B) NU] N [U N (B' U A’) 

(AUB) N (B' U A‘) 

(AU B)N(ANB) 

(AUB) - (ANB) 


1 


> 
> 
& 


۱۱ UN ۳۰ از‎ 


۳ ابتدا توجه کنید که 

AU(AAB) AU[(A — B) U(B — ۸([ 
AU(B- A) (A= BCA (ریرا‎ 
AUB ) رت‎ FEY alae as Ay) 


و به همین ترتیب -BU(AAB) = AU‏ بنابراین 


AU(AAB) = BU(AAB) 


حال فرض کنیم مجموعه × در معادله AUX = BUX‏ صدق کند. در این صورت؛ 
AAB CX‏ زیرا برای هر ۸۵ € ۰2 یکی از دو حالت 8 - 4 € هیا 4 -ظ € «رخ 
می دهد. در حالت اول»› ۸-۰ ع ». پس ۸ € 2 (و 2 ۶ 2) و در نتیجه E AUB = BUX‏ 2 
یعنی ce BUX‏ ولی 8 c¢‏ بنابراین × € 2. در حالت دوم داریم ۸ - 8 € 2. پس 
B‏ ع 2 GAs)‏ 2) و در نتیجه AUX‏ = ×لا8 € 2. يعنى ۶ ۸۱1 € 2. ولی ا 
بنابراین × € 2 پس به هر حال × € ٭»› وازاین رو نامساوی AAB CX‏ برقراراست. 


۲۳ (قضیه) الف) داریم: 


حل مسئله‌ها و اثباث قضیه‌های فصل ۲ YA\‏ 


(بنا بر مسئله AA) = )۸۱0( ۱ )00۸( ۰. (TV.Y‏ 

(جرا؟) 0 (۸۱۱0) = 

- ANU ).......۰ پر‎ Wy) 

(بنا بر مر سک A‏ .= 
ب) 

AAA = (A-A)U(A- A) (see. git) 

0 < دا = 
پ) مستقیماً از تعریف A‏ نتیجه می‌شود. 
ت) مشاهده می‌کنيم که بنا بر مسئله ۳۷۰۲ 
AA(BAC) [AN (BAC)'] U [(BAC) N A‏ 


| Il 


[AN((BAC)U(CN B'))'] U [(B NC") U (CN B')) N A41] 
که به عبارت زیر ساده می‌شود:‎ 


(ANB'NC')U(ANCNB)U(BNC'N A4’) U(CN B'N A4۲) 


(AAB)AC = CA(AAB) 
به ۸ و 0 به 2 در تساوی بالا؛ نتیجه می‌گيریم:‎ BIC ولی» با تغیبر نام ۸ به‎ 
CA(AAB) < (CN ANB U(CNBNA)U(ANBNC)U(BNA'NC’) 


که به روشنی با AA(BAC)‏ برابر است. پس AA(BAC) = (AAB)AC‏ 
ث) مشابه «ت» با استفاده ria‏ ۲ قوانین ols sand‏ و توزیعبدیری روی لاو لا 
روی ۲ به تساوی «ث» دست می‌يابيم. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳ 


oy erm fe‏ از حرف‌های کلمه «استقامت» با تکرار حرف «الف» خانواده‌ای است که 
مجموعه نیست. 


۳ فرض کنید به نشاندهنده :امین رقم عدد ۱۲۱۱۳۰۰ از سمت چپ باشد. دراین 
صورت (۷ ,۱,۰۰۰ = : زه) خانواده اندیسدار ارقام عدد فوق است, که در آن 


۱ = 06۱ ۲ دبع ۱ < سس ۱ << 06۶ ۲ < 0۵۵ = 0۰ 9 = ay‏ 
۱ ۲ ۳ ۴ ۵ 1 ۷ 


۵.۳ مجموعه دلخواه A‏ همان خانواده ey re ۸۱ slant‏ اس که در ان هارا ن هو 


.Ta = 6 «a € A 
.A = {An : ۰ € N} دراین صورت‎ An = {n,n+\} قرار دھید‎ ۳ 


۳ الف) باید ثابت کنیم که اولا" برای هر ۸ € CUAA‏ ۸ و ثانیا اگر 6 مجموعه‌ای 
باشد به طوری که برای هر AEA‏ 0 > ۸ آن‌گاه CC‏ شلا. این مطالب دقیقا به صورت 
فضیه‌های ۵.۲ و ۱.۲ اثبات می‌شوند. 

ب) باید ثابت کنیم که اولا" برای هر ۸ € ۰۸ ۸ 2 4(] و ثانباً اگر 6 مجموعه‌ای باشد 
به طوری که برای هر ۸ € ۸ ۸ € €٥‏ آن‌گاه CCMA‏ این مطالب دفیقا به صورت 
قضندهای VEY‏ و ۱۵:۲ ابات ge‏ شوند: 


۲.۳ برای اثبات UA CUB‏ فرض می‌کنیم که .z EUA‏ دراین صورت AEA‏ 
وجود دارد به طوری که ۸ € 2. حال چون BACB‏ € ۸ و درنتیجه UB‏ € © پس 
UB‏ ۸44 لا. 

برای اثبات CMA‏ 8(] فرض می‌کنیم 8(] > «. در این صورت برای هر BEB‏ 


whol, مبانی‎ ۳۸۴ 


7 € «. حال اگر ۸ € ۸ دلخواه باشد. آن‌گاه جون BACB‏ € ۸ و در نتبجه DEA‏ پس 


۸ « و بنابراین ۲۱۸ 8ظ۱]. 
E NE ales han E ood n‏ 


YGF‏ ) فرض کنیم Une Aa‏ € 2. در این صورت ET‏ وجود دارد به طوری که 
ae As‏ جون By «Aa C By‏ € 2 و در نتبجه Ba‏ ولا € 2 


ارای هر 7 € Ba ca‏ ) ۰4۰ پس به ازای هر Ba ca ET‏ € ۰2 در ننیجه fuer Ba‏ > © 


N P(X) =9,UP(X) =X 10.7‏ (جرا؟) 


۳ اگر A = {Achaea‏ آن‌گاه 0 = ۸4لا زیرا اگر ۸ ل € 2 آن‌گاہ 0 € 20 که Ag‏ € د. 

ولی 0 عضوی ندارد. در نتیجه چنین » یی وجود ندارد. پس چنین 2 یی هم وجود ندارد 
ox»‏ 0 = ۸۸ لا. همچنین. اگر U‏ مجموعه جامع مورد بحث باشد داریم 7 JAH‏ زیرا به 
ازای هر ۷ > ته گزارة 


a ۷ => re Ag 
. CIA پس‎ .2 ETA است درست است و در نتیجه‎ (Va € 0() € Aa) که همان گزاره‎ 


برعکس این رابطة شمولی هم به وضوح درست است. پس ‏ = A‏ 


۳ (قضیه) الف) دلیل هر مرحله از اثبات را بیان کنید : 


HE XU. جب‎ 2EX ملاع هیا‎ Ac )۰۰۰ بر تعریف‎ LL) 
¢ rEX پا‎ (dae lz € Ag) RE (بنا بر‎ 
¢ 30 67,۶ 6 4۱ ۸ 0 (بنا بر‎ 
4 © €User(X لا‎ Aa) ee (بنا بر‎ 


Ces 
7 6 م4 رعم()ل2۱‎ © 2 EX lz € رعم|)‎ Ac ) ree (بنا بر‎ 
> ۷۵یا ۲ ع وه‎ 2], 6 ۸, C---: (بنا بر‎ 
م۸ ۸۲۱ ع 7,۵ ع ۷۵ جه‎ (reese: بر‎ &) 
حه‎ r E(\ye7(X U Aa) ( بر یه‎ &) 


۰ 
1 


بنا براین تساوی «ت» برفرار است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳ YAO‏ 


ث) 


LE (Uaer Aq)’ x ¢ wer Ae eR (بناً بر‎ 


ج 
by)‏ بر -.-.( VaElLTEA,‏ = 
ay ty)‏ --....( ۸ 6 21,2 ۷۰ هب 
ye)‏ نو ) Ay‏ رم( )> 2 چم 


بنابراین تساوی «ث» برفرار است. اثبات احکام دیگر مشابه اثبات‌های بالاست. 


۳ فرض کنیم A‏ خانواده‌ای از مجموعه‌ها و × مجموعه‌ای دلخواه باشد. در این 
صورت داریم: 

XUUA=U{XUA: A € ۸( الف)‎ 

۶ ۲۱۲۸ < (XNA: AE A} (o 

XNYA=U{XNA: AEA} ب)‎ 

XUN A= (({XUA: A ع‎ A} ت)‎ 

(UA) > ۲۱0۸ ۰: 4 € A} ث)‎ 

)۲۱۸۸( =U{A': ۸ € A} (e 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۴ 


۴ تعریف کوراتوفسکی در ویژگی 
^b =‏ = ه ج (a,b) = (a',b')‏ 
ضبق هی کید زیرا b= ۶ gama! Sl‏ آن‌گاه 
(a,b) = {{a}, {a, b}} = {{a’}, {a’, b'}} = (a, b')‏ 


برعکس» فرض کنیم ( )’6 , (a’‏ = (0 0 دو حالت در نظر می‌گیریم : 
حالت ۱) : فرض کنیم أ = 4. در این حالت {a} = {a,b}‏ و در نتبجه )2,6( یک 
مجموعه 2 نک‌عضوی است. حال جون (2,9) = i(a,b)‏ نتیجه می‌گيريم | (a’, b’)‏ نیز 


are ae‏ تس تک‌عضوی است. بعنی {a'} = ۲, bY}‏ و در ننیجه ۷ = '۾. حال 
نساوی a Ch, ee eee ee‏ 0 بنابراین 
oS a= a a0!‏ 


حالت ۲) : فرض کنیم ۷ OF‏ در این حالت {a} # {a,b}‏ و در نتبجه (a,b)‏ یک 
مخ غه paral parse‏ )0 ها ر یک مجموعه دوعضوی است وا a’ $4! ee:‏ 
حال از تساوی (0,) = (a,b)‏ یعنی }} {{a"}, {a,b‏ = ((0,9) ,(0))» به دست می آوریم 
{a} = {a'}‏ با fa} = {a',0'}‏ ولی چون 0 و {a} = )0,۷[( ca!‏ رخ نمی‌دهد. بنابراین 
{a} = )0[‏ و در نتبجه a!‏ = ه. مجددا با استفاده از (a,b) = (a’,b') aS onl‏ نتیجه می‌گیریم 
{fa}, {a', ۵((‏ € }0,0{ بنابراین (م) = }0,5{ يا (۵,#) = {a,b}‏ ولی چون 9 چ a‏ 
{a,b} = {a'}‏ رخ نمی‌دهد. پس .{a,b} = ۵, b’}‏ در نتبجه =a!‏ یا b‏ = 0. ولی چون 
"۵ = ه و ه ۰ اه = طا رخ نمی‌دهد. ازاين رو ۶ b=‏ بنابراین b= ya=a!‏ 

روش دیگر حل فسمت دوم مسئله ۴.۴ : فرض کنیم (2,9) = (ا,ه). در این 
صورت )8 U (a,b) = Ula’,‏ که از آن بنا به تعریف اجتماع خانواده نتیجه می‌گیریم 
10,87 = (,). همچنین (0/,6)(] > (8,)(] که با استفاده از تعریف اشتراک خانواده 
داریم {a} = {a’}‏ پس a =a!‏ در نتیجه {a,b}‏ = (۵,9). بنابراین ۷ = پا ۾ = ۵. حال 
اگر 0 = b‏ حکم ثابت شده است. اگر ه b=‏ آن‌گاه {a,b} = {a}‏ و در نتیجه {a,b’} = {a}‏ 


YAA‏ مبانی ریاضیات 
و سپس ه = bo‏ پس ه = ه  <‏ = و دراین حالت هم حکم ثابت شده است. 


Bx Az={(b,a)} «© Ax B= {(a,b)} الف)‎ 1.۴ 


ب) 
AxB = {(1,a),(1,b),(1,c),(a,a), (a,b), (a,c)}‏ 
a)}‏ ر6) ,)1 BxA = {(a,1),(a,a), (b, 1), (b,a), (e,‏ 
ب) 0 = A x B‏ و 0< ۸ + و 


Ax B = {(1, 1), (1, 1), (1, 1), (1, ۲)} = Bx A ت)‎ 


(al ۴ 


ALY‏ خیر. اوموق 3 Ae‏ | ق مثلا" 
اگر (۲ ,۱) = ۸ و (۳,۱) = B‏ آن‌گاه ((4)۱,۳(,)۱,۱(,)۲,۳(,)۲,۱ .Ax B=‏ حال 
SION YY}‏ هن cle aa‏ از Cal ARR‏ که د کو S TS‏ تست ورا اکر 
به صورت 7 × 6 اشا ASHORE eet Sgt Theil aT oth VSS‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۴ YA4‏ 
باید )1,1( و (۲,۳) را نیز در بر بگیرد که چنین نیست. 


۴ (فضیه) فرض کنیم (z,y) € Ax (BUC)‏ که در gE. ol‏ 6۰۰۰۰۰۰۰۰۰ . 
پس yeChyeB‏ در حالت اول 8 ×4 € (2,۷) و در نتیجه «(z,y) € (Ax B)U(AxC)‏ 
و در حالت ‘age‏ ا ددا هة می گیریم y) € (Ax B)U(AxC)‏ ,2).بنابراین» 


Ax (BUC) C (Ax B)U(AxC) 


برعکس؛ فرض کنبم (Ax B)U(A XC)‏ € (9 ,2). دراین صورت 8 Ax‏ ع (۷ ,2) یا 
0 (ر,z).‏ در حالت اول ۸ € ± و 8 € ب ودرحالت دوم ۳ ار نی مان 
در هر صورت داریم ۸ € 7 و BUC‏ € ۷. بنابراین» (BUC)‏ × 4 € (2,۷) و درنتیجه 


(Ax B)U(AxC)CAx (BUC) 


بنابراین» تساوی «الف» ثابت شده است. 
ب) این حکم را می‌توانیم به صورت انشایی اثبات «الف» یا به صورت زیر ثابت کنیم. 


)2, ۷( € Ax (BNC) rEA, ۷ 6 0۵ 


=> 

= «EA, )( 6,۷ ع‎ 0( 

(6 ع ,۸ ع 2) , (ظ 6 ۸,۷ ع ت) © 
y)EAXB, (ty 6۷0‏ ,2( +< 
(z,y)€(Ax B)N(AxC)‏ < 


پ) فرض کنبم (0 - 8) × ۸ € (z,y)‏ که در آن ۸ € ± و € - 8 € . پس 
> ۷ و ) y a‏ جون ۸ € ± و 8 .)z,y( € 4 x Bye‏ همچنین»› چون ۲ € ل 
0 ۷ ۰۰۰۸( ,)۰ بنابراین 


)2, ۷( € (Ax B) — (A x C) 


برعکس» فرض کنیم (A x 8( - (AX C)‏ € (2,۷). پس 8 Ax‏ € (2,۷) و 

)2,۷( ۶ 4 × 0 نتیجه می‌گیریم ۸ € ± و 8 6 . از‎ (2,y) € A4 7 از‎ .)z,y( €AXC 

و این که مرو موم نتیجه می‌گیریم € € cy‏ بنابراین ۸ € ± و .y € Sane ees‏ از این رو 
(z,y)€Ax(B-C)‏ این مطالب حکم «پ» را ثابت می کند. 


10.۴ الف) داریم: 


۳۹۰ مبانی ریاضیات 


(z,y) € A x J Aa 
ael 


rE, Ye tll Ae 

ae] 
TEA, 20 6,۷ ع‎ Ag 
Ja EI, (z,y) € Ax Ag 


(z,y) € LJ(A x Ag) 


aél 


fd 1 


و بنابراین تساوی مورد نظر برفرار است. 
ب) داریم: 


TEA, ye () Aa 

ael 
2 ع‎ ۸ , ۷۵ 6 7 , 1 6 4۵ 
۷۵ 61, )2, 9( € A X Aa 


(x,y) € { \(A x Aa) 


a€l 


(x,y) € A x () Aa 


aéel 


] 11 [1 


پس تساوی مورد نظر برقرار است. 


X x YA=U{X x A: AE A} الف)‎ ۴ 
ر‎ «۰ ]۱/۸ < )۱2 x A: AEA} ب)‎ 


۲.۴ فرض کنیم 0 > ۸ و BOD‏ دراین صورت. برای هر × 4 6 (,6) داریم 
۸ € »۰و B‏ € او در نتبجه 0 ع هو BED‏ از این رو 2 × 0 6 ig plo (a,b)‏ 
AxBCCxD‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۵ 


DomR={\} 0.0‏ و ImR = {a,b}‏ (جرا؟) 


۵ زیرمجموعه‌های ۸ عبارنند از ۰0 {a}‏ (۱) و ۸ و نگاره‌های آن‌ها تحت ۸ 
مجموعه‌های زیر هستند: 
0 = (۸)0؛ 0 = (71)0 زیرا » مولفه اول هیچ زوج مرنب متعلق به ۸ نیست؛ RUN) = {a,b}‏ 
زیرا )1,0( و )1,5( زوج‌هایی متعلق به 7 هستند که مولفه اول آن‌ها ۱ است ؛ 
R(A) = {a,b}‏ زیرا 


R(A) = R(\) U R(a) = {a,b} UD = {a,b} 


۵ ریرم‌جموعه‌های 7 عبارتند از @ {b,c} {a,c} {a,b} c{c} ۰0( c{a}‏ و ظ و 
نگاره‌های معکوس آن‌ها تحت ۸ مجموعه‌های زیر هسنند : 
'R(O) = 0‏ (۱) = (۵) زیرا (۱,۵) تنها عضو 7 است که مولفه دوم آن » است! 
_< 
R(fa,b}) = {\} + R(c) = ORO) = )۱(‏ زیر 


R({a,b}) = R(a) U R(b) = {\JuL\} = {1) 
4 


به همین ترتیب» (۱) = R({b,c}) - )۱( › R(fa,e})‏ و (۱) = “R(B)‏ 
۵ الف) سافه‌های تحت ۸ عبارتند از: 


R(Y = {a 6۸۰/۲ = {ae Asal} = 1, Y 
ROY) = {ae ۸۰۵۱۲( = {TY 


.۱۲ # ۸ توجه کنبد که گرچه ۱۲۱۱۲ ولی‎ 
س4‎ 
Ke) {ae A al FEF ETO TT 


مبانی ریاضیات 


ALR ۰ 0( : bE ImR} 


( 
(1), ROY), R(F°)) 
Vy hg Wea ly My ley V4 Vp ete Ltt 


ب) 


\ ۱ ۱ 
= ۲ ۲ 
RH] ۲ | RON fF | Bore] ۳ 
1 ۴ ۵ 
٦ ٦ 
۱۲ Yo 


۵ به ازای هر ۸ € ه» ساقه » تحت A‏ مجموعه زیر است: 


2 (a) = {rE A:zAa} 
= {ZEA:zZ=a} = {a} 
مجموعد زیر است:‎ A ash «eal ples 
A(a) :a € ImA} 


{ 
{{a}:a € A}‏ 
۱/۸۰۵ به ازای هر 8 € b‏ سافه b‏ نحت 7 موه زاین ات 


F (6) {a ع‎ A: aVb} 
{a € A: (a,b) € ۷ [ 


{a € A: (a,b) E Ax B} = A 


بنابراین بافه ۷ برابر است با 


A/V = {V (0) :be ImV} = {A} 


۱۹۵ واضح است. 


۵ دو وارون چپ برای رابطه ۸ عبارتند از: 


6۱ < {(a, ۱(, (8, 1); (e, \)} 
Sy = {(a, ۱1: (6, 1 (6, a)} 


دو وارون راست برای رابطه ۸ عبارتند از: 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۵ ۳۹۳ 
{(a, ۱((‏ = 7 و ((0,۱)) = Ty‏ 


۵ (قضیه) فرض کنیم S‏ وارون چپ 7 است و 7۲ (Yt)‏ دراین صورت 
(x,y) 6۰‏ چون S‏ وارون چپ ۸ است؛ ۰۰۰ € (yt)‏ پس 5 > RN‏ حال فرض 
ون ape‏ وارون راست ۸ باشد و 7 6 y)‏ ,2( چون 7 وارون راست R‏ است؛ ۸ € (2 ,۷). 

TER ۰ all T ER وه در تیه‎ 1۱ cus 


۵ با توجه به تعریف 01S‏ معکوس R(Y)‏ ونگارة مستفیم (Y)‏ سب داریم: 


سسه 
ace R(Y) <=> 3 6 ۲ , aRy‏ 
۱ 6۲ 3۷ >=< 


<> مه‎ 6۳۲ (Y) 


و درنتیجه (1۲-۱)۷ = (۳) 3 . 


۳۹.۵ داربم 7۶ (a, r)€‏ زوج‌های مرتبی را در 5 جستجو می‌کنیم که مولفه اول آن‌ها 
x‏ باشد. و (۱ ,2) ,(۲ ,2) را می‌يابيم. پس ۰ 5 € (۲ ,ع) ,(۱ (a,‏ عضو دیگری در 1۷ روح 
مرتب )2 (b,‏ است. چون SOR ۱2,۱(,)۰,۲( ES‏ € (۲ ,۵) ,(6,۱).همچنین ۲ € (c,y)‏ 
ولی هیچ زوج مرتبی در 5 نیست که مولفه اول آن y‏ باشد. در نتیجه 


SoR= 1), \), (a, ۲(, (6, ۱), (6, ۲(( 


توضیح دهید چطور نمودار زیر می‌تواند برای تعیین ۶ ۰ 5 مفید وافع شود. 
۲ ه 5 


۵ (فضیه) برای اثبات ۸ = ۸ ٥ہ‏ وش ابتدا فرض می کنیم 7 € (2,۷). چون 
(yy) ۰‏ بنا به تعریف ترکیب رابطه‌ها E KR‏ غ کش :کر 
«(z,y) € ApoR‏ آن‌گاه 8 ع 2 وجود دارد به طوری RAS‏ € )2,2( و Ap‏ € (2,۷). پس 
« = 2 و در نتیجه ۸ € (2,y)‏ بنابراین ApoR=R‏ 


۳۹۴ مبانی ریاضیات 


۵ (فضبه) فرض کنبم ۰7 (7۰5) € (a,d)‏ دراین صورت 8 ع 6 وجود دارد به 
طوری RS‏ > )4,6( و ۰۰ (0,4). ازاین رو؛ EC‏ » وجود دارد به طوری که (b,c) ES‏ 
(c,d) € 5‏ از 77 € (a,b)‏ و 5 € (b,c)‏ نتبجه می‌گيريم Mle AEE‏ ان ایا 
مطلب و این که 1 6 (c,d)‏ نتیجه می‌گیریم (SOR)‏ ۰ 1 6 )4,4( پس 


(ToS)oRCTo(SoR) 
به همین ترتیب می‌نوان نشان داد:‎ 


1 ه 5) ه‎ R) 


IN 


(ToS)oR 


و در Aad‏ سحه حکم ثابت شد ه | سست . 


DS EEA SNOT OEE aS فرص‎ ۳۳.۵ 
ESL VAG A eS ST, Oh eR SOO yey 
ابن صورت:‎ 

(ToSJoR= {(,1),(1,} ۰ 05 < ))۱,۱(,)۴,۲۱([ 
To(SoR) = ))۲,۱(,)۱,۱(( ۰ SoR= ))۲,۳(,)۱,۳([ 


(بنا بر تعربف O GER ole‏ 6۱ج 

+ (zy 610 )۰۰۰٠۰۰٠٠٠ (بنا پر‎ 

پس 2 = (RON)‏ 
ب) داریم: 

(c,a) € (So R) +4 (ac)ESoR 

+ JbeB,(a,d)€ care 

+ 30 6 B, )6, ye & (b,a) ERO’ 

+ (c,a)e Ro’ es 


(SOR) SRO SG ترا‎ 


۳۴۵ فرض کنیم {x,y} 9 = )۱, ۲,۳( A= {a,b}‏ = 0 و 
R= {(a, Y), (b, ۱(, (6, ۲(( 6S = ))۱,2(, (9), )۲,۷((‏ 
دراین صورت ((۳,۸) ,(۱,9) a),‏ ,¥({ 1 و در نتیجه؛ 


(REV (a Xb 


حل مسئله‌ها و اثبات قضبه‌های فصل ۵ ۳۹۵ 
همچنین» ((۵,۷) ,)2 {(a,y), (b,‏ = ۴ 9 5 و در نتیجه؛ 
(So R)~’ = {(y, a), (x, 4), (y,6)}‏ 
از طرف دیگر 
{(z, 1), (y, ۱(, (gy, ۲([‏ = 5 
و در نتبجه 


R-‘oS~’ = {(z,b), (y,6), (y, a)} = (So R)~’ 


۵ فرض ={\,a,b} aS‏ × و 

R= {(a,a),(1,b)} «< S = {(1,a), (6,4), (a, 1)} 
دراین صورت‎ 

RoS = {(1,a),(a,b)} « SoR= {(a, \),(\,5)} 


SORFROS پس‎ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل 1 


۳1 رابطه 4 به روشنی دارای ویژگی‌های مورد نظر است. ولی اگر ۱ < [A]‏ ومثلا" 
۸ ع ,6 و 6 ع «a‏ آن‌گاه هیچ یک از زوج‌های مرنب (۵ a), (a,‏ ,0) در ۵۸ نیست. در نتبجه 


۳.٦‏ رابطه ۷ به روشنی دارای وبژگی‌های مورد نظر است. eas‏ اگر ۱ > |4| و مثلا" 
a Z bga,b € A‏ آن‌گاه هر دو زوح مرتب (a,b)‏ ,(۵ ,۵) در ۷4 هستند» ولی ۶ 7 ه. در 


dregs‏ ۷4 پادمتقارن نیست. 


۷ رابطه‌های ترتیبی جرئی روی مجموعه P={V, VT}‏ عبارتند از: 
{(Y, 1)} «AP U ))۱,۳(( Ap U ))۲,۳(( «Ap U {(1, ۲([ Ap‏ نا Ap‏ 
«Ap U{(, TY), (1, T)} «Ap U ))۳,۱(( «Ap U{(T, Y)}‏ 
}1 ,۲(,)۳ ,۱)) نا ‘Ap U{(Y, F), (¥, 1)} «Ap U{(Y, FT), (1, F)} «Ap‏ 
((۲(,)۳,۱ ,۳)) نا مرش ((۱ Ap UOT, VT‏ 

«Ap لا‎ 40۳۲, ۳(, )۳, 1), (Y, 1)} لا حرش‎ 4۱, ۲(,)۲, ۳(,)۱, ۳(( 
AP نا‎ ))۲,۱(,:)۱,۳(,)۲,۱۳([ «Ap لا‎ ))۱,۳(, (1, ¥, (1, ۳([ 
Ar U{(Y, 1), (1, ۲(,)۳, ۲(( ‘AP لا‎ ))۳, ۲(,)۲,۱(,)۳, 1)} 


۷ الف) رابطه > روی مجموعه‌های RQ ۰2 IN‏ ترتیبی است. زیر به ازای هر ode‏ 
در مجموعه‌های فوق داریم ۶ > act‏ علاوه اگربه ازای اعداد و وه اک و « > Ty‏ ن‌گاه 
ر = همجنین اگر yt‏ ۾ عدد باشند و ن > ± و 2 > و آن‌گاه 2 > . bul,‏ > روی 
مجموعه‌های فوق ترتیبی نیست» زیرا انعکاسی نیست. در واقع برای هیچ عدد ت. 2 > ٭ 
تشه با این «Noe‏ رانط اد متلارن وزشمتی انس 

ب) Abul,‏ بخشپذیری روی "× رابطه‌ای ترتیبی است. زیرا به ازای هر mnt € N‏ 
۱ = ۰« و لذا mlm‏ واگر min‏ و nlm‏ آن‌گاه 


m=ng , n=mp‏ , ۲ 6 ,م2 


MN پس ۱ = مو ۱ < . یعنی‎ pg = ۱ درنتیجه باید‎ mn = 7۰7۲ رو‎ orl jl, 
(She) mit آن‌گاه‎ nft و‎ min همچنین اگر‎ 

پ) رابطه بخشپذیری روی 2 یک رابطة ترتیبی نیست. زیرا با این‌که انعکاسی و متعدی 
است» پادتقارنی نیست. در وافع اگر در ,۰2 smn‏ 7 7 ن‌گاه می‌نوان نشان داد ± = 7 و 
پوت i lyin‏ مثلا SSN oy‏ اسر ۳: 

(ow‏ رابطه ۸ با تعریف || > || = cRy‏ روی ۰2 ()؛ ۱ ترتیبی نیست؛ زیرا پادمتقارن 
نیست. به این علت که اگر fel > Jy]‏ و fel‏ > الا آن‌گاه [yl‏ = |2| و در نتیجه و± = 2. پس 


Yoo‏ مبانی ریاضیات 
لزوما y‏ = = برقرار نیست؛ مثلا |۲| = |۲ -|ولی ۲- ج ۲. 


ها 


Ap U {TAT Yi, YF Ae C10 A) Ost} 
Ap U{(Y, 1), (1,1), (T,} APU L(Y, 1), (1,1), (1, ۲([ 
Ap لا‎ ))۳,۱(,)۱,۴(,)۳, ۲(( » Apu ))۳, ¥), (7, ۱(,)۲, ۱([ 


رابطه‌های ترتیبی خطی روی ([۲,۲ ,۱) = 7۲ هستند. 
رابطه as‏ تخد یرم وروی N‏ خطی نیست. زیرا مثلا ۷/ ۲ و ۲| ۷. 


۷ رابطه شمولی > یک رابطهٌ ترنیبی جزثی روی P(X)‏ است. ولی اگر ۱ < cl IX]‏ 
رابطه ترتیبی» خطی نیست (جرا؟) 


abl aS asl P(N) رپرمجموعه‎ coe ط‎ ۱0۱۱۲ Tt) و‎ VEY 


€ زنجیر است. 


Tal AB UO) GYPSIES) مجموعة‎ ۷ 


۷ (فضیه) فرض کنیم در زنجیر (P<)‏ دو عضو ہل و yy‏ پوشش 2 باشند. 
داریم ۲ > CL) ۷7 > 0۱ Loy‏ پس yy‏ > ۱ > « با SY)‏ ۷۲ > 2. در هر دو 
حالت (She) yy = yy‏ بنابراین پوشش هر عضو در صورت وجود. منحصر به فرد 
است. به همین نرتیب می‌توان نشان داد مقدم هر عضو در صورت وجود» منحصر به فرد است. 


۷ الف) (> ,۸) یک زنجیر است که هر عضو آن پوشش دارد. در واقع پوشش هر 
۱ + ۶ است. 
ب) (ک )R,‏ یک زنجیر است که هیچ عضو OT‏ پوشش ندارد. 


۷ نمودارهای «الف». «پ»» «ٹ»» نمودار ترتیبی‌اند. نمودار «ب» نمودار ترتیبی 
نبست. زیر در شرط «ب» صدق نمی کند؛ b‏ در سطح بالاتر از سطح @ فرار دارد ولی ۶0 .a‏ 
«ت» نمودار ترنیبی نبست؛ زیرا » و » در پک سطح فرار دارند ولی متصلند و این متنافقض با 
شرط «الف» است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۷ \ Yo‏ 
۷ نمودار ترنیبی رابطه Ap U {(a,d), (b,c)}‏ نمودار «الف» است. نمودار ترتببی رابطه 


Ap U 0, b), (b,c), )۵, 0(, (a,c), (a, d)}‏ نمودار «ب» است. 


۷ نمودارهای ترتیبی رابطه‌های ترتیبی روی (۲,۳ ,۱) P=‏ به صورت‌های زیرند: 


A 7 | 


که دایره‌های توخالی می‌توانند هر یک از Vere)‏ باشند . 


۳۱۳۷ 
0 
9 
نمودار P(X)‏ نمودار P(X)‏ نمودار P(X)‏ نمودار P(X)‏ 
برای ۰ = |×| برای ۱= |×| برای ۲ = | برای ۳ = IX]‏ 


در هر مورد دایره‌های توخالی را مشخص کنید. 


۳۳۷ )44.239( به آسانی می‌توانید با استفاده از این که < رابطه‌ای ترنیبی ات شا 
دهید < نیز رابطه‌ای ترتیبی است. برای fle‏ > متعدی است؛ زیر 


(بنا بر تعریف >( t>yk&y>z > y<r&z<y‏ 
۵ > لا ع لا > 2 > 

روا Cee‏ هر بت 

=> 12z ( TE انر‎ 


۷ عضو ه را یک عضو مینیمال مجموعةٌ مرتب (> ,۴) می‌گوییم اگر عضوی چون 
۲ ع » وجود نداشته باشد به طوری که ۵ > 2. به عبارت دیگر 


2 - و جسه ۲ > ۰ ر 6 ۷ 
yee Gees Va‏ ی ا گر 


۷ PSA 


YoY‏ مبانی ریاضیات 


صورت ۸۲ > ay‏ (زیرا pg‏ عضو ۶ است) و Say‏ ۰۱ (زیرا این 
ay‏ = 0۱ (زیرا < 0 5 


۳۰۷ کوچک‌ترین عضو (> ,۰/۳ در صورت وجود» منحصر به درد اس 


۷ الف) در مجموعة مرتب با نمودار ترتیبی زیر 
a, b‏ 


» و ا ماکسیمال هستند ولی هیچ یک بزرگ‌ترین عضو نبست. 

ب) مثال فوق ز نشان می دهد که عضو ماکسیمال منحصر به فرد نیست. همچنین مجموعه 
مرتب (> ,۷) عضو ماکسیمال ندارد. 

پ) دو مفهوم عضو مینیمال و کوچک‌ترین عضو متفاوت هستند. مثلا در مجموعةٌ مرتب 


با نمودار زیر 
a / b‏ 


pain ee 
۳ <) herd ye مجموعه‎ ۳ 8 ae wee “ol 


۷ الف) فرض کنید P‏ € » بزرگ‌ترین عضو مجموعةٌ مرتب (> ,) است. برای آن که 
نشان دهیم » عضو ما کسیمال P‏ است؛ فرض می‌کنیم ۶ € yt‏ 2 > ». چون ه بزرگ‌ترین 
یه بت داریم ۵ > 2. در نتیجه با توجه به ویزگی پادتقارنی a = eis‏ بنابراین d‏ عضو 
ما کسیمال ۶ است. 

OS 63‏ ابا و فان می دهد کوچک‌ترین عضو OP‏ یک عضو مینیمال ۲ است. عکس 
این مطلب درست نیست. مثلا در As yar‏ مرتب با بمودار زیر 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۷ YoY‏ 


0 b 


عضوهای (b yal) d yc‏ ماکسیمال (مینیمال) هستند ولی بزرگ‌ترین (کوچک‌ترین) عضو 

ب) بنا به قسمت «الف» و با توجه به این که هر زنجیر مجموعه‌ای مرنب است, بزرگ‌ترین 
(کوجک‌ترین ) عضو همان عضو ماکسیمال (مبنیمال) است. برعکس فرض کنیم DEP‏ 
عضو ماکسیمال و ۶ € ۶ دلخواه باشد. حال چون (> ,) زنجیر است. هر دو عضو آن قابل 
مقایسه‌اند. پس 2 > »پا ه > 2. حال اگر 2 > ». ازاین که a‏ ماکسیمال است نتیجه مي گبریم 
۾ = 2. حالت So‏ ه > ± است. پس در هر aisle‏ > 2. دز نجه id‏ ک‌ترین عضو ۳ 


است. 
دوگان اثبات فوق نشان می‌دهد که هر عضو مینیمال در زنجبر AP, S)‏ کوچک‌ترین عضو 
أن است. 


۷ فرض کنیم (P,<)‏ مجموعه‌ای خوشترتیب باشد و yoy it‏ عضو دلخواه ۶ باشند. 
در این صورت y}‏ ,2) یک زیرمجموعه نانهی P‏ است. پس» بنا به فرض؛ (,2) دارای 
کوچک‌ترین عضو است. اگر ‏ کوچک‌ترین عضو (,2) باشد آن‌گاه س > Sle‏ و تنها اگر ۷ 
کوجک‌ترین عضو (2,۷) باشد. آن‌گاه ۶ > y‏ پس به هر حال sy‏ یا ± > ل. در نتبجه ۲ 
یک زنجیر است. 

۷ فرض کنیم (>,) یک مجموعه مرتب ۳ € DEQ‏ و » و b‏ کوچک‌ترین OLS‏ 
بالای ۵ باشند. از این‌که » یک کران بالای 0 و کوچک‌ترین کران بالای آن است» نتیجه 
نتبجه می‌گیریم ۵ > . حال با توجه به Shy‏ پادتقارنی > به ۵ = 4 می‌رسیم. 


۷ فرض کنیم (P,<)‏ مجموعه‌ای مرتب باشد و P‏ € 9 # 0. 
الف عفر ae‏ گراخ ان ۵ یکو اکر 
VrEQ , a<z‏ 
اگر 4 کران پایین داشته باشد» می‌گویبم 4 از پایین کراندار است. 


ب) عضو ۲ »را بزرگ‌ترین کران پایین ( یا اینفیمم) 0 می‌نامیم اگر 
یک) ه کران onl‏ ) باشد 


rot‏ مبانی ریاضیات 


دو) برای هر کران پایین Q‏ چون س »۾ > ن 
بزرگ‌ترین کران پایین 4 راء که در صورت وجود منحصر به فرد است. با یکی از نمادهای 


۲ تا یه کیک که روت اه endl Sie Pe‏ 
0 است. در نتیجه» 0 ۷ که کوچک‌ترین کران بالای 0 است در صورت وجود کوجک‌ترین 
عضو P‏ است و برعکس. 

همچنین ۸ که بزرگ‌ترین کران پایین 0 است؛ در صورت وجود؛ بزرگ‌ترین عضو ۲ 


۷ الف) مجموعه N‏ در ع کران YL‏ ندارد. همجنین است مجموعه )0,400( 

ب) abel‏ باز (۰,۱) بزرگ‌ترین عضو ندارد» زیرا اگر فرض کنبم ت بزرگ‌ترین عضو 
آن است» آن‌گاه از این که | < <Z‏ ه نتیجه می‌گیریم ۱ > z+) perms . > 7 > etl‏ 
عضوی از (۱ ,۰) و بزرگ‌تر از « است. ولی این متنافض با بزرگ‌ترین بودن 2 است. پس 
(۱ ,۰) بزرگ‌ترین عضو ندارد. از طرف دیگر عدد ۱ سوپرمم (۱ ,۰) است. زیرا اولا به ازای 
هر (۰,۱) € » داریم ۱ > ». انیا اگر ۸ € و چنان باشد که به ازای هر (6)0,۱ 6 ل > » 
آن‌گاه داریم و > ۱ (زیرا اگر و < ۱ آن‌گاه (۱ ,۰) € gy‏ در نتیجه ل بزرگ‌ترین عضو (۱ ,۰) 
می‌شود که در بحث بالا گفتیم وجود ندارد). 


ET a ie ار شلد‎ |] NA VNA=UA داریم‎ A C P(X) به ازای‎ ۴1.¥ 


۷ ابندا توجه کنید که (P(X), C)‏ مشبکه است. زیرا به ازای (A,B CX pm‏ 
sup({A, B}) = AUB‏ و f )){4, 8}( = ANB‏ in(مسئلa‏ ۲۷ را ببینید). حال مشاهده 
می‌کنیم که این مشبکه کراندار است؛ کوچک‌ترین عضو آن 0 و بزرگ‌ترین عضو آن × است. 


۷ (قضیبه) فرض کنیم (> ,) مجموعه‌ای US‏ مرتب باشد Pg‏ ع ۷ ,۵. داریم 
۷ > تیا z‏ > ل (چرا؟) در نتیجه اگر ل 2 آن‌گاه ی > ۾ پا چ > ل روشن است aS‏ ل > 7 
و 2 > ۷ همزمان رخ نمی‌دهند (جرا؟) پس 51(P,<)‏ فانون سەگانگى پبروی می کند. 

برعکس؛ فرض کنیم (> ,) از قانون سه‌گانگی پیروی کند و € 2,۷. fy Sl‏ 2 آن‌گاه 
y‏ > ۰ با 2 > (. پس ل > 2 با 2 > (The)‏ و در نتبجه 2 و y‏ فابل مقایسه اند. بنابراین 


۳۹۷ رابطه SR‏ متعدی است؛ ss os‏ 5 2 و ySRz‏ آن‌گاه؛ با نوجه به نعریف 


غل سله‌ها ولبات ها ى فض ۷۰ ۳۰۵ 


Sp‏ داریم 21۳0 و لا ت 2 و 2 > y‏ حال جون ۸ متعدی است. نتیجه می‌گیریم 
که 2۸2. همجنین 2 ج 2» زیرا اگر cx =z‏ آن‌گاه نتیجه می‌گیریم ۷ و ۷9۳72 
پس 2 = y‏ که متناقض با ± # لا است. بنابراین 282 و 2 # it‏ بعنی 25۸2. به 
علاوه. برای هر ۲ € 7 داریم Spe‏ زبرا اگر به ازای our‏ داشنه باشیم Spa‏ آن‌گاه 
2 و 2 > 2» که متناقض با 2 = 2 است. در نتبجه برگ یک رابطه ترتیبی | کید روی P‏ است. 


Rs 2۰.۰۷‏ یک رابطه انعکاسی است. زیراء به ازای هر ۶ € 2 داریم 2 = 2. پس گزارة 
2 = 2 با 252 برقرار است و در نتبجه 21:2. به علاوه Rs‏ یک رابطه پادتقارنی است. زیر 
اگر وی۸« و 2ین آن‌گاه با توجه به نعریف؛ داریم 5y‏ با با = و عون پا « = ن. حال 
چون هر دو گزاره نک و 52 همزمان برقرار نیستند باید y‏ = ±. همچنین و متعدی است. 
زیرا اگر 2760 و yRoz‏ آن‌گاه و25 یا س = 2 و y=z LySz‏ حال اگر لک و ySz‏ آن‌گاه از 
این که 5 متعدی است نتبجه می‌گیریم 252. همجنین اگر 5۷ و z‏ = لیا و = 2 و 52 
آن‌گاه 7 پس به هر حال 2۴2 و در نتبجه Rg‏ متعدی است. 


O4..¥‏ الف) برای هر ۶ € ۷ ,2 داریم: 


وک پا بزرده >< tRspy‏ 
وت هیا (zRy A r#y)‏ >= 
(زیرا ۸ انعکاسی است) ۲ >=< 


بنابراین ۴ = -Rsp‏ 
ب) برای هر ۴ € ۷ ,2 داریم: 
۶ ۲ ۸ و2۳ >< رد2 
ry‏ (۷ < تیا بوکع) >< 
با >= 


SRs = 5 بنابراین‎ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۸ 


۳۸ به حل مسئله‌های ۲.۱ و ۲.۱ مراجعه کنید. رابطه ۷ روی A gia‏ نانهی A‏ 
هم‌ارزی نیست. زیرا به ازای هر ۸ ع » باید )2,2( عضوی از هر abl,‏ هم‌ارزی روی A‏ 
باشد ولی 0 عضوی ندارد. روشن است که 0 تنها روی مجموعه 0 رابطه هم‌ارزی است. 
Je‏ چنان که متد کر شدیم هر رابطه هم‌ارزی روی ALA‏ مجموعه Aa = ))2,2( : 2 € A}‏ 
را شامل شود (تمرین A‏ بخش را نیز ببینید) و م۵ یک رابطه هم‌ارزی روی A‏ 
است. پس م۵ کوچک‌ترین عضو )٤, ٥(‏ است. همچنین؛ Va‏ بزرگ‌نرین عضو (> ,ع) است. 


۸ با نوجه به حل تمرین ۱۷ از بخش 1 رابطه همنهشتی به سنج 7 روی 2 یک رابطه 
انعکاسی. متفارن ومتعدی؛ و در نتیجه هم‌ارزی است. 

۸ به ازای هر مجموعه چون ۸ و 4 ٤‏ 2» رده هم‌ارزی ± تحت A‏ برابر است با 

Itla = {y 6۸:۸۷ = )( 6۸:۲ < y} = {2}‏ 
و در نتبجه {{x}: 2 € A}‏ = ۰۸/۸۵ همجنین 
{yiy E A} = A‏ = ( ۸:۰۷ 6 ۷) = «[2] 
و در نتیجه A/V = {A}‏ (مسئله ۱۸ از بخش ۵ را نیز ببینید.) 
۸ فرض کنیم 2 ME‏ رده ھمارزی m‏ تحت En‏ برابر است با 


{ro CZ: ms, m'} = {m! e€Z:m'=m+nk,k € 2} 
{m+ nk:k E7} 


پس » به ویره داریم: 


{nk:kE 2} 
{nk+\:k € Z} 


li | 


[In-\] = {nk+(n—-\):k EZ} 


۳۰۸ مبانی ریاضیات 


حال اگر [7] را محاسبه کنیم داریم: 


[n]={nk+n:keZ}={n(k+\):k EZ} = {nk' : ۲ € 2( = [o] 


وه مین رم 


] + )- 1)] = [n - ۱(۰۰۰۰۰] + Y= [Te [n+ ۱[ = ]۱[ 
] + ) + (n ۱(([ = [n — ۱۰۰۰۰» ]+ (n + 1)] = ]۱[  ]+ n] = [e] 


با ادامد این رون در می‌يابیم که رده هر عضو دلخواه 2 با یکی از رده‌های [o]‏ [۱] »۰.۰.۰ 


[rn - ۱[‏ برابر است. در نتیجه 
Z/ =n= ei es \}}‏ 


روش دیگری نیز برای رسبدن به حکم VE‏ می‌توان به کار برد. به این شکل که ابتدا نشان 
می‌دهیم Sim =, Mm‏ و تنها اگر باقیمانده‌های تقسیم ym‏ 77 بر 7 برابر باشند. سپس 
با استفاده از این واقعبت که بافیمانده (نامنفی حاصل از) تقسیم هر عدد صحبح بر 7 
یکی از اعداد » ۱.۰۰۰۰۱ -«است و این که بافیمانده تقسیم هر یک از این اعداد بر 1 
همان عدد است» نتیجه بگیریم که رده‌های متمایز رابطه =p‏ رده‌های [ه] ۰۰۰۰ [7-۱] هستند. 


٩ ۸‏ )4.23( فرض کنیم لا بح :2. می‌خواهیم نشان دهیم SNE‏ ی فرض کنیم 
z € [2]‏ دراین صورت) بنا بر BODO‏ جون 2 نہ 2 و لہ ت ل بح 2 (زپرا ~ (ents‏ 
کک نتیجه [y]‏ > [2]. به همین ترتبب می‌توان نشان داد [2] [y] C‏ و در نتیجه 


= ان ا ا = a)‏ می‌خواهيم نشان دھیم ل نہ 2. جون ~ E eg‏ 


.2 و در نتیجه ل نہ‎ 2 € [y] [×]ء‎ = [y] حال جون‎ TT 


۸ (قضيه) الف) داریم ]2[ € « (چرا؟). پس 0 ]2[ 


ب) فرض کنیم [y]‏ # [ «].برای اثبات 0 = [y]‏ 0 [2]؛ فرض می‌کنیم إلا 2[ € 2 و به 
تناقض می‌رسیم. چون 9 ۸ YNZ gM‏ جون ك aka‏ 
و ۷ 2. جون ~ EY Y cau Sper‏ پس بنا بر [x] = [y] ۰ ES deed‏ که ears‏ | زیت 


[2] ٩ [y] = 0 در نتیجه‎ 


پ) چون برای هر ۸ € 2 CAG:‏ (2آرعیلا. برعکس بنا بر ۰ برای هر 
Elz] ۰ € ۸‏ 2 و در bate te aru‏ > 4. بنابراین؛ een‏ هس رای 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ٩‏ 


Canes) ۹‏ افران‌های ۱۲,۲ × عبارتند اد 
Pr = 11۱, ۲(,)۳(( Py < ))۱(,)۲(,)۲[[‏ 
Pe = ))۲,۲(,)۱(( Pr = ))۱,۲(,)۲[[(‏ 

Po < )]۱, ۲,۳[[( 


۹ فضیه ۱۰.۸ بیان می‌کند که ہ /× در ویژگی‌های «الف» تا «پ» افراز صدق می‌کند. 
۹ افراز ble‏ با رابطة هم‌ارزی ((۳,۳) A = Ry = ))۱, ۱(, (VV)‏ مجموعه 
X/R, {OE ATLA‏ 
است. افراز متناظر با رابطة همارزی ((۱ ,۱,۲(,)۲)) لا ۵ = Ry‏ مجموعة 
X/Ry = ))۱,۲(,)۳[(‏ 
است. افراز متناظر با رابطة هم‌ارزی ((۱,۳(,)۳,۱)) Ry = AU‏ مجموعه 
X/Ry  ))۱,۳(,)۲((‏ 
است. افراز متناظر با رابطهٌ هم‌ارزی ((۲ ,۳) ,(۲,۳)) لا ۸ = Ry‏ مجموعة 
 ))۲,۳(,)۱[[‏ 2۲/۶ 
است. افراز متناظر با رابطة هم‌ارزی × Ry = X x‏ = ۰۷ مجموعه 
X/Ro ={X}‏ 
است. با توجه به حل مسئلهٌ ۲.۹ مشاهده می‌کنیم که 


Pa = ۲/۵ < Pe = X/Re Pr = 2/۲ ۰۳۲ = X/Ry ۰ Py = X/Ry 


مبانی ریاضیات 


Y\o 

Caos) 1‏ الف) تہ انعکاسی است. زیراء نا بر ۰ برای هر × € ۰2 ۶ ع€ ۸ وجود 
دارد به طوری که ۸ ٤‏ 2. حال چون A‏ € 2,2 2 ^ 2. 

2 € A و خود دارد به طوری که‎ A CP ن ات تا اک ۰ آن‌گاه‎ ce 
YA edo (Sg HS tees 

ب) یہ منعدی است. زیرا اگر س نہ z2‏ و 2 یج ن آن‌خاه EP‏ ۰ وجود دارند به طوری 
که A4‏ € 2,۷ و € ۷,2. جون ۸0۱۳ € 1 بنا بر ۰ = 4. در نتبجه A(= B)‏ € 7,2 
وازاین رو ۰ 


٩‏ رابطة هم‌ارزی ble‏ با افراز ((۳) ,(۲) ,(۱)) = Py‏ رابطه 
2۸۵ ((۱,۱(,)۲,۲(,)۳,۳)) ری 

رابطه هم‌ارزی متناظر با افراز ((۲(,)۳ ,۱)) = Py‏ رابطه 

ey 10۱, ۲(,)۲, ۱(, )۱, ۱(, )۲, ۲(, )۲۱۲((‏ 
رابطه هم‌ارزی متناظر با افراز ((۲) ,(۱,۳)) = Py‏ رابطه 

ز ((۲ ,۲,۳(,)۲) ,(۱ ,۱(,)۱ ,۲) ,(۳۲ ,4)۱ = 
رابطه هم‌ارزی متناظر با افراز ((۱) ,(۲,۳)) = Pe‏ رابطة 

RSET Ve OY TO TY} 
رابطه‎ Py = ))۱, ۲,۳(( رابطه هم‌ارزی متناظر با افراز‎ 

AN Oe Pe Ore ee oS 
«ب» داریم‎ VA است. مشاهده می‌کنیم که با نوجه به نمادهای حل تمرین‎ 
وید‎ Ry Res Re عبیی‎ Rr y= Ry (N= Ry 


(anes) ٩‏ الف) برای اثبات Leow‏ نشان دهیم نم و ۰ یعنی؛ نشان دهیم 
برای هر × € ن ,۰2 اگر ن نہ ے آن‌گاه ۰۰۰۰ وبرعکس. فرض نیم ل EY‏ در ان نی نت 
Seal EE [ale ees es‏ ها سین هن ۰ ۷ 2 2. بر عکس: فرض کنیم [ :2 2. 
در این صورت. بنا بر تعریف ۰ ۰ ~ € [] وجود دارد به طوری که ]2[ > ل ,2 پس 
۷ ہ (She) a‏ و حکم ثابت شده است. 

ب) فرض کنیم نم X/‏ € [×] که در آن ‏ € 2. جون ۰ است AEP‏ وجود دارد به 
طوری که eal .2 6 A‏ می‌کنيم که A‏ =[ 2]. فرض کنیم [×] € ۷. در این صورت ‏ نہ 2. 


۳۱ ٩ مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل‎ Jo 


پس بنا بر تعریف ۰ BER‏ وجود دارد به طوری که 8 € ل ,2. Ose‏ و ۲ 
افراز × است» 8 = ۸ و در نتبجه -y € A‏ بنابراین CA‏ [2]. بر Se‏ اگر ۸ € iy‏ آن‌گاه 
چون ۰ ۰2,۷ ۷ 2 2 و در نتیجه [ce]‏ € ۷. بنابراین [2] > 4 و در نتیجه A = [x]‏ 
بنابراین ۶ > یہ X/‏ 

برعکس فرض کنیم 7 6 ۸. چون LIP‏ × است. ۰ 4. dro‏ × € 2 وجود 
دارد به طوری که 4 € 2. ادعا می‌کنیم که A= [x]‏ فرض کنیم ]2[ € -y‏ دراین صورت 
y‏ ۰ و درنتیجه BE e‏ وجود دارد به طوری BAS‏ € 2,۷. چون CE‏ 


نتیجه A = [zr]‏ بنابراین تہ /× > P‏ و حکم ثابت شده است. 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۰ 


۰ یک) [(۲ ,6( ,)6,1( ,(۱ f = {(a,‏ تابعی از ۸ به 8 است که نگارهٌ آن مجموعه 
۱ نت 179 اسنت: 
Ge‏ رابطه ((۲ ,6( ,)\ {(a,‏ = ۸ را در نظر de Sy‏ 
سه) رابط ((۱ ,8( ,)1( ,)6,0( ,(۱ {(a,‏ = ۸ را در نظر بگیرید. 
چهار) رابطه })¥ LR = {(a, ۱(, (e,‏ در نظر بگیرید. 
پنج) رابطة ((۲ {(a, ۱(, (a,‏ = ۸ را در نظر بگیرید. 


\o,\o‏ فرض oS‏ و = . در این صورت به ازای هر ۸ € ۰2 f(r) = g(x)‏ در نتبجه 
{f(z): 2 € A} = {g(x): ۶ € A}‏ 
یعنی mf = Img‏ ولی عکس این مطلب لزوماً درست نیست. برای مثال, توابع ۶ و و داده 
شده در زیر را در نظر بگیرید: 
x 0 2 a 0 6‏ 
“aay. VT fala YN‏ 
روشن است که (۲ ,۱) = Img‏ = 177 ولی و ج ley f‏ برای مثال f(a) Z g(a)‏ 


fxg ۸۰۹‏ زیرا همدامنه‌های آن‌ها مساوی نیستند یعنی ۲۳ 2 1. 


۰ (قضیه) الف) چون ۰.۰ = 8 Ox‏ 0 تنها رابطه از 0 به 8 است. به آسانی 
می‌توانبد بررسی کنید که شرایط «الف» و «ب» تعربف تابع به انتفای مقدم برای رابطه 0 
صادق هستند. 

ب) روشن است که 0 = 0 × ۸ و در نتیجه 0 تنها رابطه از ۸ به 0 است. ولی چون 
#0 ۸ این رابطه یک تابع از ۸ به 0 نیست» زیرا ۸ € ت نگاره‌ای در 0 ندارد. 
ب) روشن است که 7 + ۸ : ]با تعریف 


VrE A, f(z) =e 


۳۱۴ مبانی ریاضیات 


۱۳۱ فرض کنیم O]‏ و BOG 0m)‏ هر تابع از A‏ به B‏ با یک 
bis‏ ی و E‏ 


1 ay ay a dn 
1 oy ۲ 1 oO one O 


که:در آن در هر مربع یکی از 77 عضو B‏ نوشته می‌شود. در ننیجه 7 انتخاب برای کامل کردن 
هر مربع وجود دارد. چون تعداد مربع‌ها « است. تعداد توابع از A‏ به 8 برابراست با 


mM Xm ۰۰ (aleon)‏ = تعداد توابع 
m™‏ = 
۰ ۱۵ فرض کنیم {a,b,c}‏ = ۰۸ (۱,۲,۳,۴) = 8 و 8 ج 4 :7 تابع با نمایش زیر 
a b Cc‏ 1 
fey) N ۴‏ 


حال فرض کنیم }0,5{ = X‏ و (۱,۳) - ۰۷ در این صورت 
xY) = 406, ۱((‏ )۶ 


که تابعی از × به ۷ نیست (چرا؟). شرط مورد نظر برای این که تحدید بر × ۲ تابعی از 


© ۱ ۱۷ روشن انت که 
(Vz EX) | )2( = f(z) € X‏ 
پس شرط «الف» تابع برای ×| برفرار است. به علاوه. شرط «ey‏ تأبع نیز برای flx‏ برفرار 
ام ی ی ا 


(Vz, zf EX) 2.0% => Fay) = f(z) تابع است)‎ f (زیرا‎ 
=>. fixe) =Fix(ex) 


fr ave Vali faft halter faves, ۰‏ + مگ < و 
r= + fe < ۵+۳ HAc fo=fetfr=V+Y=oO‏ 


۰ ای + ۰۲ = (ل f)»,‏ و 2 - ۲ = (2,۷,2)و به ترتیب معرف تابعی با دو و سه 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۰ ۳۵ 


9(m,n) =m*—\if(m,n)=mtn ۰‏ دو مثال از hac‏ دوتابی روی 2 هستند. 


0 ج 0 × 0 : 0 است (قضیه ۱۲۰۱۰ «الف» را ببینبد). 

ب) چون {a} x {0} = {(a,0)}‏ تک‌عضوی امتا تنها یک عمل دوتایی روی {a}‏ 
وجود دارد و آن تابع با تعریف ۵ = f(a,a)‏ است. 

پ) چون ۸ × ۸ چهار عضو دارد. تعداد توابع از A‏ × 4 به A‏ برابر با ۱5 = ۲۳ است 
(مسئلة ۱۳۰۱۰ را ببینید). به عنوان مثال تابع ۸ - ۸ × 4 : f‏ به نمایش زير عملی دوتایی 
روی A‏ است: 

(| (a,a) _(ایع)‎ (a) (6,8) 
fry). | a b a b 

ت) چون ۸ × ۸ دارای ۰۲ = ۸ × « عضو است. نعداد توابم eee)‏ دون یی ) 

(hay ۱۳۰ ۲۵ as) یراردا ۱۵۳ است‎ <A xt A 


۰ عمل نقسیم روی 72 یک عمل دوتایی نیست. زیرا بسته نیست. برای مثال 


f({a}) = {y € : y= f(a)} = {£(a)} = {1} الف)‎ ۰ 
f({a,b}) = {F(a), FO} = )۱( ب)‎ 
f(A) = (F(a), F(0), FO} = )۱,۳( پ)‎ 
f({a,c}) = (F(a), f(c)} = )۱,۳( (© 
f ))۱,۲(( = {ee A: f(z) € {\, ۲(( = {a0} ش)‎ 
7 )۱( < ) 6۸ : f(t) = ۱( = {4,0} ج)‎ 
7-۱)0۱,۳[( = {ze A: f(z) € )۱,۳(( = {a,b,c} =A چ)‎ 
PY) = {re A: f(z) = Y} = {e} (¢ 
PON = {2 A: fle) = ۲( 29 خ)‎ 
DB) = {rE A: f(r) € B} =A د)‎ 


V0‏ الف) درست است. زیرا بنا به تعریف f(X)‏ داریم: 
ye f(X) = (Sr 6 X) ۷ = f(z)‏ 


حال فرض کنید Y= f(a)‏ 


igi ۳۱1‏ ات 


با درست تست ویر( )7 € f(a)‏ ضرفا does‏ دهد که eae‏ کون چ در × 
وجود Ub‏ به طوری که f(a) = f(z)‏ و هیچ مطلبی در مورد » بیان نمی‌کند. برای نمونه» به 
مثال زیر نوجه کنید. 


حال فرض کنید {b,c}‏ = ٭. دراین صورت (۱,۲) = f(X)‏ و در نتیجه 
f(a) = ۱ € F(X)‏ 


در حالی که # ». البته روشن است f(a) = f(c)‏ که در آن × cE‏ 
ب) درست نیست. زیرا » یک عضو 4 و (۲)۷ 77 زیرمجموعد A‏ است. برای مثال تابع f‏ 


را با نمایش زیر در نظر بگیرید: 


f(z) |r os 
Gre Stele er OFS) کک‎ s} حال اگر‎ 
صورت زیر در نظر‎ ats th نیست. البته اگر تابع ۶ را از ([۰) ,۰) به‎ 77 ۱)۶( = {1} 
بگیریم:‎ 
r o {o} 
Fey lr 8 


Lo} ۲-۱)۶( fo} >۶۳۱۷( = 12, {2h} آن‌گاه برای }7,5{ = ۷ داریم‎ 

ت) درست است. زیرا بنا به تعریف اگر ( ۲۷ ۳ € ه آن‌گاه 6۷ f(a)‏ و در نتبجه یی 
در ۷ است که ( y= fla‏ پس f(a) € fy}‏ و در نتبجه f~‘(y)‏ 0. 

al) eee eo این اسان‎ 

ج) روشن است که برای هر 177 6 .۰ ۸ > (۲)0 ]۰ پس 


Ur 


beImf 


همجنین»اگر ۸ ع a‏ آن‌گاه برای b = f(a) € Imf‏ داریم a € f7 (Db)‏ پس 


AC UJ 


beImf 


و تساوی برقرار است. 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۰ ۳۷ 


۵( مه ال فرش هتفر این تون کر مر شوه دازهب 
طوری که ۰ 2 جون ETS‏ ۱ نتبجه y= ۳ € f(Xy)‏ بنابراین 
F(X) C F(Xy)‏ 

ب) فرض کنیم f(X\UXy)‏ € . در این صورت Denes‏ € 2 وجود دارد به طوری 
ee aS‏ 5 بنابه تعریف اجتماع دو مجموعه ۱ Lae‏ ۰ در حالت اول؛ 
gy = f(z) ۰‏ در حالت ap‏ ۰ پس ye F(X) UF(Xy)‏ بر عکس» چون 
C ۷۲‏ 26۱,6۲ بنا بر بند «الف» f(X\), F(X) € F(X UXy)‏ و در نتیجه 
UF (Xy) C F(X) U Xy)‏ (1)2۱. این مطالب حکم «ب» را ثابت می‌کنند. 

پ) با استفاده از بند «الف» نتیجه می‌گیریم F(X) OX) © A(X) OF (Xr)‏ (چطور؟) 

با یک مثال نشان دهید تساوی لزوماً برفرار نیست (به این منظور باید مجموعه‌های 
۵4 83 و 4 > 2,2۲ وتابعی مانند 2۶ + 4۸ : را به فونه‌ای تعریف کنید که 
(F(X) AX) F F(X) A F(Xy)‏ 

کجای اثبات زیر نادرست است؟ 


۷ > F(X )2۲( > ye f(X) 6 ۷ 6 f(xy) 
=> )32 6 ۲,۷ 2 ۲)2(( & (Ax € Xy, y= f(z)) 
=> 32 ع‎ 2۶۱ ۲۱2۲۲, ۷ << f(z) 
=> ye f(X\NXy) 
Yous F(Xy) و ولی‎ > F(X) ype دراین‎ . € F(X) - )26:( ت) فرض کنیم‎ 
ya f(z) ۰ اگر ,× ع « آن‌گاه‎ y= f(z) ۳ و ی ای‎ 
F(Xy) - )2۲( > بنابراین‎ -y € F(X) - Xy) در نتیجه.‎ -y = f(z) و‎ 2 € ۱ - Xy پس‎ 


F(X, - Xy) 
Gus روما برفر‎ lata با یک مال قان‎ 
در این صورت›‎ -y € FLX - Xy) کجای اثبات زیر نادرست است؟ فرض کنیم‎ 
چون ,× - 2۱ € 2 ,× € ±2 ولی‎ -y = f(z) ع 2 وجود دارد به طوری که‎ ×, - 
YE LX) - F(X) پس‎ VE ۲)26۲( Sey € F(X) در نتبجه‎ .2 # ۱ 


ea ; 


ج 
ج 
ج 
ج 


۳۸ مبانی ریاضیات 


ب) olin‏ اثبات «ب» col‏ می‌شود . 


(w 


0-۷ © 
@ fle) EY, & f(z) ¢ Yr 

سے 
ج 


سعی کنید اثبات‌های «ب» تا «ت» را به صورت انشایی بنویسید. 


Vo‏ الف) برای اثبات حکم؛ فرض می‌کنیم ((۲) )] € . دراين صورت عضوی 
حون و در () ۴ وجود دارد به طوری که f(x)‏ = 2. از این که Fy)‏ > 2 نتیجه می pis‏ 
fle) 6 ۲ Gay f(z) ۲‏ = 2 بنابراین ACF )۷(( CY‏ ولی تساوی لزوما برفرار نیست. 
برای مثال تابع ‏ را به صورت 


از }05,0{ به (۲ ,1۰,۱ و مجموعةٌ (۲ ,۰) = ۷ را در نظر بگیرید. 

ب) فرض کنیم X‏ © 2 در این صورت ()۴ > fle)‏ و در نتیجه (F(X)‏ ۶ ع 2 
بنابراین XCF (F(X)‏ ولی تساوی Legs!‏ برقرار نیست. تابع ۶ داده شده در بند «الف» و 
(0) = × را در نظر بگیرید. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۱ 


se 


۰ ۰ و‎ : ۳, 4R 


)9 ۰ g)(z) = g(g(x)) = g(Yz) r>o اگر‎ 


ولی اگر ه > ه داریم ه > ۳ - 2 = ن و در نتیجه: با توجه به ضابطه ۵ ۲ - ي = gly)‏ 
پعنی ۱ - 2 = (۲ - 9)5. 

اگر ه > ir‏ داریم ه > ۲ و در نتیجه با توجه به ضابطه Ova) eV Vey = Tag‏ 
بنابراین 


هم > و z—-\‏ 


و ۲ ) =( 


البته می‌توانستیم به صورت زير نیز ضابطه وه و را به دست آوریم: 


woaia)=ae))={ tony کر ایا‎ 


حال جون g(z)‏ تنها برای » > 2 دارای مقداری منفی که ۳ - × است می‌شود و تنها برای 
» < ع دارای مقداری مثبت که ۵ است می‌شود. نتیجه می گیریم: 


Yo‏ مبانی ریاضیات 
E E‏ 


= (2 - ۲( - ۳ == تم‎ 1 L< o 
we Nae Te r>o 


اگر 
اگر 

همچنین ۴ + f : 8R‏ ه و با ضابطة زیر است: 
۲ = (۲ )و = (go f) =g(f(«))‏ 


زیرا » < 2۲. 4 علاوه ۸ + ۸ : وه با ضابطه زیر است: 


Le wg © 

(fo g)(2) = F(g(2)) = (o(z))" = 8 ss 
و‎ L< oO اگر‎ 
5 Fr’ a> 0 اگر‎ 


توجه می‌کنیم که ٥‏ و و٥‏ ۶ زیرا گرچه دامنه و همدامنه یکسان دارند. ولی ضابطه یکسان 
ندارند. مثلا ۲ = (go f)(\)‏ ولی ۴ = (fog)(\)‏ 


۱ (فضیه) برای هر ۸ € ia‏ داریم: 


(بنا بر ۰ idp(f(a))‏ 
(بنا بر f(a) (eee‏ 


پس f‏ = ]ه و4:. به همین ترتیب می‌نوان نشان داد =f‏ ۰10 . 


(ida o f)(a) 


(auas) ۱‏ برای هر ۸ € ca‏ داریم: 


[ho (g0 f)](a) = Al(go f)(a)] CEES (بنا بر‎ 
= Alg(f(a))] (e بر‎ Wy) 
= (hog)(fla)) oe بر‎ by) 
= [(hog)of](a) ۰ (ہنا بر‎ 

-ho(go f) = (hog) of در نتبجه‎ 

۱ نمایش نموداری احکام قضیة ۱.۱۱ : 

Le | AEB 7 
) s) ida t AF 4 لا‎ Lids 
۲ ly. oR A B 


نمایش نموداری حکم فضبه ۷۰۱۱ : 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۱ ۲۲١‏ 


XC 4 (قضيه) الف) باید نشان دهیم برای هر‎ ٠.۱۱ 
و)‎ o (+)2( = (g9.0 f«)(X) = 9«(f«(X)) 
داریم:‎ X > ۸ یعنی نشان دهیم که برای هر‎ 
(9° f)(X) =9(f(X)) 
yE(QOf)(X) & 32 6 , y=(Gof\(xz) ۰ (بنا بر‎ 


+4 32 6 ۲ , y= g(f(z)) Gee بر‎ Wy) 
+ بر ۳ ((9))2ع با‎ be) 


۰۶)۷( = F(F(Y)) 
داریم:‎ 
نم‎ 
7 > (ت2)(هو) & (۲ ) ([ه و)‎ 6۲ G---- (بنا بر‎ 
< g(f(z)) EY (e پر‎ by) 
6 f(r)EG(Y) ۰ (بنا بر‎ 
جه‎ 2€ ۴) )۲(( (or پنا بر‎ 


سعی کنید این اثبات‌ها را به صورت انشایی نیز بنویسید. 


۱ (فضیه) تابع را به صورت زیر تعریف می‌کنیم. برای هر DEX‏ 
f(x) = (f(z), fr(#))‏ 

برای اثبات of = fy‏ م فرض می‌کنیم × € 2. داریم: 

(p\ o f)(z) 


۳۳۲ مبانی ریاضبات 


در نتبجه oppo f= fy‏ به همین نرتیب می‌توان نشان داد pro f = fy‏ برای OL‏ یکتایی 
مد کور در قضیه» فرض می کنیم دو تأبع Ay x Ay‏ ج ×  :‏ رو دارای ویژکی‌های زیر هستند : 
f‏ < ۱۰ و fr‏ < ۲۲۰9 
f‏ < ۱۰ و pyoh= fy‏ 


بنابراین pyoh gpyog = pyoh‏ = ۰۲۰9 پس slp‏ هر × we‏ داریم ) ce‏ = ((۱)۵)2ظ 
و( ۰ 2 ((9)2):م. بنابراین اگر (ay, ay)‏ = (9)2 و h(x) = (a4, a4)‏ آن‌گاه 

too => 60 = ay 

> a = ay 


پس» برای هر × € 2 g(x) = A(x)‏ و در نتیجه ۸ = و. 
۱ تابع ۸ × Ay‏ + ۸۱ 4 : ۶ را به صورت 
f(ay,ay) = (f\ (ay), fr(ay))‏ 


تعریف می‌کنيم. به آسانی می‌توانید نشان دهید  gal‏ خوشتعریف است. همچنین تابع 
f‏ مستطبل‌های نمایش داده شده در مسئله را تعوبضیدیر می کند HPF ee‏ ۱۶۱ و 
lay ۰۶۱۶۷ 2‏ به ازای هر ۸۷ (ay, ay) € Ay x‏ داریم: 


pi f(ay, ay) )ومع‎ (ay), fr(ay)) = fr (ay) = frpy (ay, ay) 
رب‎ (ay, ay) = Py (fy (ay), fr(ar)) = fr(ay) = ۲۷۵۱۱ ay). 


در بایان Glas‏ می‌دهیم تابع ca Sin Lf‏ فوق منحصر به فرد است: فرض کنیم تابح 
Ay × Ay > AY x AY‏ : و نیز دارای sla Sieg‏ ,7,2 = 2,9 و frpy‏ = 76 باشد. دراین 
صورت به ازای هر ٩۲( € Ay × Ay‏ ,)» با فرض ay) = (a4, a4) Soph‏ ,)و داریم: 
a’, = Ds (a, a) = P\g(ay, ay) = fy py (ay, ay) = f\(ay)‏ 
a’ = py(a\, ay) = Pyglay, ay) = frpy(ay,@y) = fr (ay)‏ 


J=9 بنایراین‎ .9 )6۱,۲( = (a, , ay) = (fy (ay), fr(ay)) = f(a), ay) و در نتبجه‎ 


۱ (فضیه) ab‏ ۷ ج 4۲ ۸۱۱1 : ورا به صورت زیر تعربف می‌کنیم. برای هر 
ZE A UA,‏ 


۳۳ ۲۲ شای ل‎ ly adi fs 
تعریف و وجود ندارد و در نتبجه و خوشتعریف است. همچنین برای هر ۸۱ 6 داریم:‎ 
(goty)(z) =  g(iy(z)) 
= g(x) 
و. برای اثبات یکتایی‎ ٥۲ = gy و. به همین ترتیب؛ می‌توانید نشان دهید‎ ٥٩ = بنابراین ,و‎ 
دارایتویرکی‌های زیر باشند؛‎ fA AyU Ae oY مذکور در قضیه» فرض می کنیم توابع‎ 


foty=gy و‎ ۰۶۱ < ۱ 
hoty=gy و‎ 9۶۱ < ۱ 


4 € یا ی . در حالت اول داریم: 
(hoi, )(z)‏ = (۰۶۱()2) > 
Alay (2))‏ = ((2)) > 
f(x) = A(x)‏ > 


(Ay x )۲((‏ لا ([۱) x‏ 4) تابع ۷ ج 4۲ نا ,4 : ورا به صورت زیر تعریف می کنیم: 


910۲, ۲( =gy(ay) و‎ 9(ay, \) = 9۱)0۱( 


که در آن ay € Ay gay € Ay‏ حال نشان می‌دهیم تابع و درتساوی‌های و = 99°F)‏ 
Gy‏ = ۰۲ 9 صدق می‌کند. برای هر Ay‏ € ۵ و «ay € Ay‏ داریم: 


به علاوه. و با ویژگی‌های فوق منحصر به فرد است. در وافع اگر نابع h:A\UAy oY‏ 
نیز چنان باشد که cho jy = gr ghojy=gy‏ آن‌گاه 9 < «. زیرا olla‏ هر Ay‏ € ۱ و 
ay € Ay‏ داریم: 

h(ay, \) = hjy(ay) = ,و‎ (ay) 
h(ay, ۲( = hjy(ay) = gy(ay) = 


alec (4.29) ۱‏ ۱ را با داده‌های ریز به کار YS AULA, fey pe‏ 


= as hi 
Fyogy: Ay ۲ج‎ gf, وه‎ : Ay OY 


در وافع و به صورت زير تعریف می‌شود: برای هر 4 € »و 6۸۲ dy‏ 


9)6۱,۱( = )9۱)۵۱(,:۱( 
g(ay, ۲( = ( Rea oe ) 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۲ 


a با نمایش داده شده در «الف» یک به یک نیست. زیر 8 € ۲ نگاره دو عضو‎ ab Y.\Y 
و است. این تابع پوشا نیز نیست زرا ۱ و ۳ نگاره هیچ عضوی نبستند. در نتیجه این تابع‎ 
دوو بر ت‎ 

ab‏ با نمایش داده شده در «ب»» یک به یک است زیرا هر عضو همدامنه حداکثر نگاره 
یک عضو دامنه است. این تابع پوشا نیست زیر lS‏ هیچ عضوی از دامنه نیست. در 
ab‏ با نمايش داده شده در «پ» یک به یک نیست؛ زیر ۱ نکاره دو عضو ه و ا است. 
این تابع پوشاست» زیرا هر عضو همدامنه نگاره عضو (یا عضوهایی) از دامنه است. در نتیجه 


(anes) ۲‏ «ب» ج «الف»: فرض کنیم ]یک به یک است و 8 bE‏ فرض کنیم 
f(b) FO‏ و -ay,ay € f7'(b)‏ دراین صورت ۰۰۰ = Flay)‏ و ۰۰۰ = flay)‏ بنا بر تعریف 
تابح یک به یک ay‏ = )90 در نتیجه '(b)‏ - تک‌عضوی است. 

(OY‏ >= «ب): فرض کنیم ۸ € 2,2۲ و 2۷ LL .2 A‏ نشان دهیم (2۲)] ٭ (۱ع). 
اگر f(y) = Fler)‏ آن‌گاه با فرار دادن  < ])2۱( = fer)‏ نتمجه می‌گبریم 
ty ۲ ۰‏ ولی بنا بر «ب»» (۱)0 77 نک‌عضوی است و در نتبجه 2۷ = به که ae‏ 
است. پس (2۲) 7 f(xy)‏ 

(LY‏ > «پ»: حکم «ت» عکس نقیض حکم «پ» است. 

«الف» > «ت»: فرض کنبم 8 € لا و CA‏ 2,2۲ به طوری که (2۱)]  <‏ و 
y= f(zy)‏ بنا بر ۰ = 2۱ و در نتبجه شرط «الف» تعریف ۱.۱۲ صادق است. 


۴.1۲ (قضیه) «ب» ج «الف»: فرض کنیم f‏ پوشاست و 8 > . پس ۸ € ه وجود 
دارد به طوری که .f(a) = b‏ بنابراین ۰ و a‏ نتیجه 0 (۱)9 £7 

nosis بنا بر‎ DEB فرض کنیم‎ Sey f(A) © 8 «ب»: روشن است که‎ > COD 

0 ۶ (۱)0 ۶7. فرض کنیم (۲)۵ ۳ € ». دراین صورت ۰۰۰ = f(a)‏ پس ۰۰۰۰۰۰ b= f(a)‏ 


whol, مبانی‎ ۳ 


در نتیجه (4) BC‏ ازاین رو 8 = (ه)۶. 


«الف» >= (Ce)‏ روشن است . 


8 


Ci a € a Ù 
س‎ c f(x) 0 a 0 

x a cC a ad b c 
ure b f(z) |-c- b— a 

r a cC bl c 
f os b a 


همه توابع یک به یک؛ همه توابع پوشا و همه نوابع دوسویی روی abc}‏ هستته ( له 
۲ را ببینید). 


OI تن‎ ANI QI] oe 


YT‏ یس نی خط افقی ‏ = Ly‏ در نظر می‌گیریم. اگر این 
خط نمودا رتابع را در بیش از یک نقطه برای مثال در نقطه‌های ((,2)/ (zy,‏ و (ey, f(ry))‏ 
فطع کند؛ آن واه E = b= Fay)‏ حال با توجه به یک به یک بودن تابع f‏ نتیجه 
ی By By pS‏ از این رو هر خط افقی نمودا رتابع را در حداکثر یک نقطه فطع می کند. 

توکس ك رتابع را در حدا؟ کثر یک نقطه قطع کند. در 
ابن صورت» اگر f(xy)‏ = (2۱) آن‌گاه نقطه‌های ((2۱,۶)2۱) و ((2۷:۶)2۲) روی نمودار و 
روی خط f(z) = ۶)2۲( asl‏ = ن قرار دارند و در نتیجه با توجه به فرض» یک نقطه‌اند؛ 
یعنی 2۷ = ty‏ بنابراین ‏ یک به یک است. 

ب) فرض کنیم f‏ پوششی است. خط افقی # = ب را در نظر بگیرید. چون» ۶ پوششی 
است» ۸ > 34 که 6 = f(a)‏ و در نتیجه حداقل نقطه (a, f(a))‏ هم روی نمودار f‏ و هم روی 
b>‏ کن وار دارق؛ 

برعکس؛ فرض کنیم هر خط افقی نمودار f‏ را حداقل در یک نقطه فطع می‌کند. در این 
صورت f‏ پوشاست. زیرا برای هر ۸ ٤‏ .با در نظر گرفتن خط افقی ‏ = ن و با فرض Soil‏ 
نفطه (a, f(a)‏ بر خط ۵ = ب واقع باشد. نتیجه می‌گیریم ۵ = (7)8. 


ب ) از قسمت‌های «الف» و «ب» نتیجه می‌شود. 


۲ الف) تابع  : ROR‏ با ضابطه f(x) = e‏ یک به یک است. ولی پوشا نیست 
(چرا؟) 

ب) تابع RoR‏ : ] با ضابطه f(x) = tox‏ پوشاست ولی یک به یک نیست. 

پ) تابع  : ROR‏ با ضابطه "۵ = f(z)‏ نه یک به یک است و نه پوشا. 


ت) f ROR ab‏ با ضابطه ۱ + ۲2 = f(z)‏ دوسویی است. 


۲ الف) فرض کنیم 7 4 : ] یک به یک باشد. cpl yo‏ صورت اگر همدامنه 
f‏ را محدود به برد f‏ کنیم؛ تابعی دوسویی از ۸ به 170 که زیرمجموعه‌ای از 8 است. 
A Ss‏ یک یی از 
زیرمجموعه‌ای از 7 است. 

ب) فرض کنیم 8 ج ۸ : ea Laney eee rig Meee) Lig. f‏ ۰ «ج» 

()۱ 7 یرل = ۸. با توجه به پوشا بودن ۶ برای هر 8 bE‏ عضوی چون (۲)0 f‏ € ۾ 
انتخاب می‌کنیم. دراین صورت مجموعه C‏ متشکل ازاين » ها زیرمجموعه‌ای از A‏ است و با 
توجه به تعربف fle (C‏ تابعی دوسویی از ٥‏ به 8 است. 


Y1‏ الف) فرض کنبد A‏ + ۸ : ۶ تابعی یک به یک و 4 دارای « عضو باشد. در این 
صورت ] پوشا نیز هست. زیر از آن‌جابی که ]یک به یک است نتبجه می‌گیریم هر عصو 
F(A)‏ (برد (Ff‏ 2185 دفیقاً یک عضو A‏ است. پس تعداد عضوهای f(A)‏ به انار تعداد 
عضوهای A‏ یعنی ۰ است. حال f(A)‏ یک زیرمجموعة « عضوی از ۸ است؛ در نتبجه باید 
.f(A) = A‏ بنابراین 7 پوشاست. 
ب) فرض کنیم A‏ + ۸ : 7 تابعی پوشا و ۸ دارای « عضو باشد. در این صورت 
f(A) = 4‏ حال اگر f‏ یک به یک نباشد عضوی از A‏ وجود دارد که نگارة بیش از یک عضو 
از ۸ است. یعنی در این صورت باید تعداد اعضای f(A)‏ کمتر از تعداد اعضای A‏ باشد که با 
توجه به f(A) = A‏ امکان ندارد. پس یک به یک است. 
پ) فرض کنیم (مه ,6۱,۰۰۰) A=‏ هر تابع دوسویی از A‏ به 8 با یک جدول دوسطری 
به صورت زیر 
x 6۱ Gy ۰۰۰ Gy‏ 
ها a es‏ را Soe‏ 
مشخص می‌شود که در آن مربع اول in‏ انتخاب مربع دوم ۱ - ۸ انتخاب ۰۰۰۰۰ مربع ٣م‏ 
یک انتخاب دارد. پس تعداد توابع دوسویی از ۸ به ۸ برابراست با ۰۰۰۱« (۱-) ×۸ = !۸ 


۱۰۰۱ الف) فرض کنیم 8 + ۸ : f‏ تابعی پوشا باشد و " = 4۱| و ۰« = |89 و 7 > «. 
چون ES‏ است. باید |(۱/)۸ > JA]‏ و چون f‏ پوشاست باید 8 = f(A)‏ و در نتیجه 
P(A] = [BI‏ بنابراین m‏ = ۱8۱ < |۸| = « که تناقض است. پس با فرض ۲ > « هیچ 
تابع پوشایی از ۸ به 8 وجود ندارد. 

ب) فرض کنیم 8 + ۸ : 7 تابعی یک به یک باشد ny‏ = |4| و m<n y|Bl =m‏ 
جون ab f‏ است باید JA] > [F(A]‏ و جون / یک به یک است باید |(۴)۸| = |۸|. از طرف 


۳۳۸ مبانی ریاضیات 


دیگر 8 © f(A)‏ و در نتیجه |8| > |(۶)4|. بنابراین Sn = |۸| > |8| = m‏ متناقض فرض 
۸ < 90 است: پس با فرض ab gam <n‏ یک به یک از ۸ به 8 وجود ندارد. 


۲ (فضیه) الف) فرض کنیم f‏ و ویک به یک هستند و 4 € ۱,6۲». دراین 


صورت 
(gof)(a\)=(gof)(ay) => g(f(ay)) =9(F(ay))‏ 
(زیرا f(a\) = f(ay) E‏ = 
تزا a =a ( a‏ = 
بنابراین f‏ ۰ و یک به یک است. 
ب) فرض کنیم f‏ و و پوشا باشند و 0 € . دراین صورت» جون B‏ € ا وجود 


دارد به طوری که » = (0)و. جون CAG‏ وجود دارد به طوری که b‏ = (7)0. حال 


(g0 f)(a) = g(f(a)) = g(b) =e 


f(ay) = f(ar) > g9(f(ay)) = g(f(ar)) (a (زیرا و‎ 
> (go f(a) = و)‎ f)(ay) 
> a= Coe (زیرا‎ 


ب) فرض کنیم ]ه و پوشا باشد و 0 € ». دراین صورت CA‏ ه وجود دارد به طوری که 
۰ حال با قرار دادن b= f(a)‏ می‌بینیم که 


9(b) = g(f(a)) = (go ()0( = c 


۲ الف) R aly‏ + 8۳ : با ضابطه ۷/2 = RORt, f(z)‏ : وبا ضابطه 
g(z) = ۲‏ را در نظر بگیرید. که در آن Rt = 1: €٤ R : ۰ < o}‏ در این صورت 
Rt Rt‏ : ]و و دارای ضابطه 2 = (go f(z)‏ است, که تابعی یک به یک است. وا g‏ 
یک به یک نیست. 

ب) در مثال داده شده در قسمت «الف»  Lag go‏ نیز هست؛ ولی lags f‏ نیست . ریرا؛ 
برد f‏ مجموعه 1۲ است Rt ZR,‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۲ Y۹‏ 


ب ) در مثال داده شده در قسمت «الف»» ]۰ و دوسویی است. ولی 9 و دوسویی نیستند. 


در واقع f‏ یک به یک است» ولی پوشا نیست و و پوشاست» ولی یک به یک نیست. 


۲ (قضبه) اثبات یک طرف حکم این فضیه راحت است. فرض کنیم ] یک به 
یک است و ۸ 5 0 و ۸ ک 0 دوتابع باشند به طوری که .f ٥۸ = fok‏ دراین صورت برای 
هر € € e‏ داریم ۰ = (foh)(c)‏ یعنی ((۶)6)6 = -f(A(c))‏ چون ۰ h(c) = k(c)‏ 
و درنتیجه ۸ = ۸. 


اثبات عکس این قضیه کمی فنی‌تراست. فرض کنیم: 


(VC)(Vh:C 3 ۸۷۸ :C 3A) (foh= fok > h = k) 


می‌خواهیم نشان دهیم f‏ یک به یک است. به این منظور فرض می‌کنیم برای ۸ € BY‏ 
Sv)‏ = (7)2. چون فرض قضیه بیان می‌کند که برای هر مجموعهةٌ دلخواه » و هر زوج تابع 
دلخواه A‏ چگ 6 و foh=fok SICA‏ آن‌گاه ۸ = ۰ مجموعهٌ 0 و توابع ۸ و ۸ را 
طوری انتخاب می‌کنيم که ما را به das‏ مطلوب ‏ = 2 برساند. مجموعهٌ }0{ = © و توابع 
زیر را در نظر می‌گیریم: 


دراین صورت ٥۸ = f ۰ al‏ [(چرا؟) و در نتبجه بنا به فرض قضیه ۸ = ۸. بنابراین 
(۰) = (0) یعنی ل = 2. در نتبجه f‏ یک به یک است. 


as ie des esha (Causes)? ۲‏ انات poate ۱۱۰۲۲ aces‏ این جا 95 ابات 
یک طرف قضبه راحت است. فرض کنیم f‏ پوشاست و Ses Seed‏ و دو تابع باشند به 
طوری که hof=kof‏ بعنی 


(Ve € A) A(f(z)) =... (*) 


می‌خواهیم نشان دهیم ۸ = ۸» یعنی برای هر 8 6 -h(b) = k(b)‏ فرض کنیم DEB‏ چون 
۰ € ه وجود دارد به طوری که ۰۰۰ = f(a)‏ با فرار دادن » به جای 2 در (*)» داریم 
h(F(a)) = k(F(a))‏ یا( = (۵ 

jake ls‏ این فضبة .تب مانند اتبات عکس aes‏ ۲۲۰۱۲ قنی است» قرط عکس 
فضیه معادل است با اپن که 


ره زو مج و 34C)‏ 8 : 00۷۸ + و (VC)(Wh:‏ 


۳۳ مبانی ریاضیات 


می‌خواهیم نشان دهیم / ۰ است. پعنی برای هر 8 € ۷ عضو ۸ € ت وجود دارد به 
طوری که هي به این منظور فرض می‌کنیم 6 0 در ایر جا slices‏ انات کس 
فضیه ۰۱۴۰۱۲ مجموعه ۰۰۰ و توابع ۰۰۰ و ۰۰۰ را طوری انتخاب می کنیم که معادله ۵ f(x)‏ 
را برای مجهول 2 در ۰۰۰ حل کند. مجموعه (۰,۱) = € و توابع BOC gh: BOC‏ :) 


را در نظر می‌گیریم به طوری که 

۰ < ۵ (ظ ع ۷۷) 

کر ام Mom {a‏ 
در این صورت ٭ ج ۸ (زیرا ۰ و در نتیجه ]7۰ hof‏ پس ۸ € ه وجود دارد به 
طوری که ۰ ۶ -A(F(a))‏ چون ° = ((۸))۵ (جرا؟) پس ۱ = k(F(a))‏ و در نتبجه 
f(a) 2۰ A‏ بنابراین f‏ پوشاست. 


۷ (رب )) ج ‘(wah‏ الا ادن ند به این که Arn ۱ N Xr © X,,Xy‏ می گیریم 
f) CK), (XY)‏ پس C F(X ASX)‏ (۶)26۱۲۳۱۲. برای اثبات عکس 
ابن رابطه از شرط یک به یک بودن f‏ استفاده می‌کنیم. فرض کنیم (۲)۲ ۸ YELX‏ 
(Sa 6 ۱ , f(a) =y)‏ و (da’ 6 Xr, f(a) =y)‏ 

در نتیجه AS f(a) = f(a’)‏ چون یک به یک است. نتیجه می‌دهد 
a= a’‏ پس at a’ € 2€ NX,‏ بنابراین Yr f(a) 2 F(X, N Xr)‏ ار ون )69 
Xy)‏ ۲/2۶۱۱ (۲/)2۲ (2۱)] و در نتیجه نساوی برفرار است. 

۱-2۷ = 2۱02۲ ۰ ۲ ٭ ,2 بنابه مطالب فصل‎ ۲ CA «ب»: فرض کنیم‎ > CY 
۲0۲۳ = که در آن‎ F(X) - F(X) = )۱( 0 ):( که در آن ۸۲۷ = 2۱ و‎ 
حال داریم (26)] = (2۲)/ زبرا با توجه به «الف» داریم:‎ F(A) - F(X) 

F(X) ۱)۷۱( = ۶0۲ NX) = f(0) = 0 

CX) dS‏ ری را و oh fla) CFO) E‏ واه 
fla) € f(Xy)‏ بنابراین E Xy‏ » پس × € ه و در نتیجه f(a) 6 f(X4)‏ از وافعیت‌های 
فوق با استفاده از «الف» نتیجه می‌گبریم: 
F(X) — Xy) = F(X) NX) = F(X) OFX) = HAVO )۲( = FX) - )2>۱(‏ 

Ce»‏ ج «ب»: با قرار دادن ۸ = X‏ و × = Xy‏ در «پ» داریم: 

f(A - 2( = f(A) - ۶)2۶( 


یقت CB F(X) egg f(A)‏ ییا 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۲ \ YY‏ 


SAX) CB = f(X) 
(F(X)) اه سل ۰ داریم‎ le eA «ت»: فرض کنیم‎ > CY) 
f(A-X) اگر × # » آن‌گاه ۸-۷ 6 ۵. پس‎ .» € F(F(X)) برعکس: فرض کنیم‎ 
F(X) پس‎ fla) € B- F(X) بنابراین‎ .f(A-X) C B-f(X) ولی بنا به «ت»,‎ 
پس‎ DEX است. در نتیجه؛‎ € F(X) ولی این مطلب متنافض بافرض‎ 
FOUN =X و بنابراین‎ 7 (FO) > 
× = {a} فرار دهبد‎ .)0( = f(a’) «الف» ج «ث»: ی 0 و‎ 


با نوجه به «ث» داریم × = )) te ۶0: = 1) ade ae‏ می‌گهریم 
f (f(a) = Ff (f{a})‏ > . از ۷ بر (f({a})) = {a} CE)‏ . بنابراین a’ € {a}‏ 
بعنی "0 = ه. 

(سعی کنید به طور مستفیم نبز نشان دهید که هر یک از احکام bevy‏ «ث» با «الف» 
(Secale‏ 

۲ «ب» ج یز egy f(A) B ae ae 7 oF‏ طوی 
کلی (× - 4)] > F(A) - F(X)‏ زیرااگر a # X ae f(a X)‏ بنابراین 


.B~ f(X) C f(A- X) 


CL) > (LY‏ زود B8‏ > . بنابه مسئله ۰۳۰۰۱۰ fF )۲(( CY‏ برعکس؛ 
فرض کنیم ۷ € و ولی (( y ¢ f(F‏ دراین صورت ((ہ) ۶)۶ - 8 € و ولی بنا به «ب» 
Fe ( 2 ۶)۸ - FY)‏ -8. پس ((۲) ۴ - ۶۸ € f )۲( amy‏ - ۸ € 30 که 
Jey = F(a)‏ چون (۷) ۶ -۸ 6 » داريم Sy = fla) #۶ ۲ gina # FY)‏ تناقض 
است. پس باید cul sl .۲ > FFE) 3 FIO)‏ رو تساوی برفرار است. 
«الف» ج «پ»: فرض کنیم 8 be‏ فرار دهید {b}‏ = ۷. بانوجه به «پ»» 
۲( ری ۲ یمن( ۶ OSE GE FU‏ 


۱۸۰۱۲ فرض کنیم جر A > Ay ig‏ ۱بک به یک باشند. دراین صورت 

ob OS i er per ca eae‏ آوری 

می‌کنیم که ( Sl E, ), ۷ ) ay)‏ در ay 6 Ay 9a, € A, ol‏ حال داریم: 
F(ay,ay) = f(by,by) = (fy (ay), fr(ar)) = (fy (by), f(r)‏ 
f(a) = f0), fr(ar) = fr(by)‏ >= 


=> a = th ar = br (جون ۱ و ۷ یک به یک هستند)‎ 
=> (ay, ay) = (by, by) 


۳۳ مبانی ریاضیات 


حال فرض می‌کنیم ۸ ج Ay‏ : ]و AL‏ ج fy: Ay‏ پوشا باشند. برای اثبات lag‏ بودن 
x fy: Ay x Ay oA, x AY‏ ۱ فرض می کنیم (x,y) € Al x AL‏ که gs‏ ان 6 2 و 
YEA,‏ جون ۱ و ۲ پوشا هستند نتیجه می‌گیریم ۰۱ € »3 و Ay‏ € 3۶ به طوری که 
f(a) =2‏ و و = (۱)0. حال Ay x Ay‏ € (ابه) و 


(fı x fr)(a,b) = (f(a), fr (5) = (2,9) 


عکس مطلب برای حکم یک به یک اگر 0 = Ay‏ با 0 = ۲ درست نیست. زیرا 
برای مثال اگر 6 = Ay‏ آن‌گاه 6 < fy‏ و در نتبجه 8 =  * fy‏ یک به یک است و 


ج ۸۱ : fr‏ می‌تواند هر تابع غیر یک به یک هم باشد. Sy‏ اگر 0 7 ۸۱ و 0 7 ۸۱ و 
fy x ۲‏ یک به یک باشد آن‌گاه fy‏ و ۲ یک به یک هستند (جرا؟). 

عکس مطلب برای حکم پوشاء اگر 8 = ,۸ یا 8 = ,4 درست نیست. برای مثال اگر 
A, = A, = 0‏ آن‌گاه 0 fy‏ و در نتیجه 0 = fy × fr‏ پوشاست ولی fr‏ می‌تواند هر تابع غیر 
پوشا باشد. توجه کنید که 51 0 > 4 و 0 7# ۸۱ و fy x fr‏ پوشا باشد آن‌گاه fy‏ و fy‏ پوضا 
هستند (حرا؟). 


eT‏ فرض کنید Ay + A’‏ و gy ; Ay + AY‏ یک به یک باشند. برای نشان دادن 
این که AY‏ ج ۸۱۱۱4۰ : 97 لا بو یک به یک است. ابتدا باد آوری می کنیم: 
)1 ,(9۱)2) = (2۱۱)(,و لا )9( و (۲ ,(9۱)۷) = (۲ (gy Ugr)(y,‏ 


Ay Bh pas:‏ € 2 و ۸۷ ye‏ حال با توجه به این‌که بو و ویک به یک هستند. نتیجه 
می‌گیریم برای هر ۸۱ € 2,۵ و برای هر yy € Ay‏ داریم: 


(g\ Ugy)(z, \) = (gy Ugr)(2’, ۱( ,و = (2) ,و ج‎ )z'( < z = 2 
(9, Ugy)(y. ۲( = (9) (۲)9و > (۲ ,۱()۷و لا‎ < 9۲) ( Susy 


همچنین توجه می‌کنیم که به ارای هر Ay‏ € ت و هر cy € Ay‏ 
(gy Ugr)(y, ۲(‏ # (۱ ,9۲()۵ لا و) 


یی و مس رای 

حال فرض کنید ۸ ج Ay‏ ,9 و gy : Ay + AY‏ پوشا باشند. برای Glas‏ دادن این که 
ALU AY‏ ج Ay‏ لاھ : gy U gy‏ پوشاست» فرض می کنیم 4 6 0 و EAL‏ جون 9۱ و 
۱ بوشا هستند 4 € »3 و Ay‏ € 30 به طوری که "2 = (») وو 9 = .gy(b)‏ در نتیجه 


(gy Ugy)(b, ۲( = (gr (6), ۲( = (0, F) و‎ (9, U9, )(a, 1) = (9(4), 1) = (2) 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۲ ۳۳۳ 


بنابراین 9۷ لا و پوشاست. 

عکس هر دو حکم نیز درست است : فرض کنیم AY‏ لا 4 + g,Ugy AYU Ay‏ 
یک به یک باشد. دراین صورت ,و یک به یک است. زیرا اگر (ل) ہو = )2( وء بعنی 
(gy Ugy)(a, 1) = (g\ Ugr)(y, ۱(‏ آن‌گاه (۱ (y,‏ = (2,۱) و در نتیجه و = 2. به همین 
ترتیب» gy‏ یک به یک است. 

فرض کنیم lags gy LI gy‏ باشد. در این صورت ۱ پوشاست؛ رف اگر a! € A‏ آن‌گاه 
(a, ۱( EA OA,‏ و در نتبجه از آن‌جا که gy‏ لا و پوشاست؛ 2 بی در Ay LU Ay‏ هست به 
طوری که (۱ Ugy)(z) = (a’,‏ )9( ولی 2 به صورت (۱ (a,‏ است که در آن (She) a € Ay‏ 


بس .g\(a) =a‏ به همین ترنیب؛ و بوشاست. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۳ 


۳ فرض A= (0,0) aps‏ (۱,۲) - 8 و ((۱(,)6,۱,)) < ۰۶ وارون‌های چپ 
ab‏ ۶ به عنوان رابطه عبارتند از: 
زر ار ۱ 
a), )۲,۵((‏ ,¥( ,)4,5( ,)2 ,۱)) ۰ ((۲,۵) ,)1,0( ,)1,2({ 
وارون‌های راست af ab‏ عنوان رابطه عبارتند از: 
a), (1, 5)} ۰ {(1,0)} ¢ {(\,a)} 0‏ ,\({ 


وارون دوطرفه تابع ] به عنوان رابطه برابر است با ((۱,۵) ,(۱,۵)). مشاهده می‌کنیم که هیچ 
یک از رابطه‌های فوق تابعی از 8 به A‏ نیست. 


۳ (فضیه) الف) بنابه ۰۰.۰۰ و وارون چپ است اگر و تنها اگر 


VaEA,(go f)(a) = 20 )0(‏ + م8 << [ه و 
Wace A,g(f(a))=a‏ @ 


ب) مشابه «الف» ثابت می‌شود. 
ب) از «الف» و «ب» نتیجه می‌شود. 


۳ الف) وارون‌های چپ ۶ به عنوان رابطه عبارتند از 


})1,2),(1,0({ ۰ ((۲,9(,)۱,۵) ,(ه ,۱)) ۰ [(۲,۰) ,(۲,۵) ,(۵ ,۱)) 

))۱, 4), )۲,۵(, )۱,۵(, (Y,a)} ۰ ))۱, a), )۲,۵(, )۳,۵([ ۰ ))۱,۵(, )۲,۵(, )۳,۰(( 
{(V, a), (¥, 5), (1,0), (,0)}« {(¥, a), (¥, 6), (1,5), )۳,۰(( 

{(V, a), (¥, 6), (1,0), (¥,a), )۳,۵(( ۰ {(¥, 4), (¥, 6), (1, 6),(¥, 4), )۳,۵(( 

1) ۱, 2), (¥, 8), (1,5), (F, a), (7, 6)} ۰ {(1, 4), (7,6), (1,8), (¥, a), (FT, a), )۳,۵(( 
1) ۱, ۵(, )۲,۵(, )۲,۵(, )۳,9(( ۰ 10۱, »(, (¥,6),(¥, a), (7, a)} 

{(V, a), )۲,۵(, (1, a), )۳,0(( < ))۱,۵(, )۲,۵(, (¥, a), )۳,۵(, (1, )} 


از رابطه‌های فوق رابطه‌های زیر تابعی از 8 به ۸ هستند: 


})5 ,1( ,)8,¥( ,)4,¥({ و (¥,a)}‏ ,)8,¥(,),¥({ 
ب) وارون‌های راست ۶ به عنوان رابطه عبارتند از: 
a)} ۵‏ ,4(1 })6,¥({ })6,¥( ,(1)۱,۰ 


از رابطه‌های فوق هیچ یک تابعی از 8 به ۸ نیست. 


۳ الف) وارون‌های چپ f‏ به عنوان رابطه عبارتند از : 
(,c)}‏ ,)8 ,¥( ,)01,4( ۰ ((۱,۵) ,(۲,۱6) ,(۲,۵) ,(۵ :40۱ ((ی۱) ,(۲,۵) {(\,a),(¥,8),‏ 

{(\,a),(¥,6), )۲,(,)۲,۵(( ۰ ))۱, ۵(, )۲,۵(, )۲,(, )۱,9(, )۱,6(( 

{(1,a),(Y,b),(,c),(,a),(1,c)} ¢ ))۱, ۵(, ) ۲, 9(, )۲,6(, )۲,۵(, (1, 8)} 

))۱, ۵(, ,(ط,۲)‎ )۲,6(, )۲۱(,)۱,۱۵(, (1,c)} 
از رابطه‌های فوق هیچ یک تابعی از 8 به و شت‎ 

ب) وارون‌های f cul‏ به عنوان رابطه عبارتند از: 

f(a), )۲,۵(( ,۰4)۲,۵(( ۰))۲,۵(( ۰0)۱,۰(( 0‏ ((۲۱۵) ,(۱,۵)) 
{(1,a),(Y,b),(Y,c)} ۱) (1,0)‏ 
از رابطه‌های فوق رابطه‌های زیر تابعی از 8 به ۸ هستند: 
{(\,a), )۲,6(( ۰ {(1,a),(Y,b)}‏ 
Vary‏ الف) فرض کنید BOA‏ : ویک وارون چپ و BOA‏ : ۸یک وارون راست ۶ 
باشد. بنا به قضبه ۲.۱۳ داریم م۶4 = هو و foh=idp‏ حال نتیجه می‌گبریم: 
g=ugoidg=go(foh)=(gof)oh=idgoh=h‏ 

ب) اگر توابع و و ۸ هر دو وارون ۶ باشند. آن‌گاه با در نظر گرفتن یکی به عنوان وارون 
راست و دیگری به عنوان وارون چپ و با استفاده از «الف» نتیجه می‌گيريم ۸ = و. 

ب) فرض کنیم f‏ دارای وارون راستی جون ۸ باشد. ATT‏ بنا به فسمت «الف» هر 
وارون چپ با ۸ برابراست. پس / تنها یک وارون چپ می‌تواند داشته باشد. 


ت) مشابه «پ» ea‏ می‌شود. 
o.1۳‏ (قضبه ) الف) فرض کنیم f‏ وارونبدیر باشد. در ار سورت 
flof=idagfof  =ida‏ 


بنابراین با توجه به تعریف ۰۰ وارونپذیر و f‏ وارون آن است. 
ب) فرض کنیم f‏ و 9 وارونپذیر باشند. داریم: 


حل مستله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۳ ۳۳۷ 


(go f)o(f7 o g71) Foe EG 


goidpog7' 


gog7' =ide 


اا | ا 


Reon ار‎ tees fo Ogr s 


۳۳ ۱۱ فرض C= {c,d} iB = 1۱, ۲,۳( A= {a,b} AGS‏ تابع‌های و ورا با 
نمایش سطری زير در نظر بگیرید: 


در این صورت ‏ و و هبج کدام دوسویی نیستند. ولی؛ Of‏ و به روشنی دوسویی است ٥ f)‏ و9 
را مشخص کنید). 
۳ (فقضه) الف) فرض کنیم f‏ دارای وارون جبی چون 4 ج 8 : و باشد. دراین 
صورت 7 یک به یک است؛ زیرا برای ۸ € ۵۲ ,۵ داریم: 
(زیرا ۰ Flay) = Flay) => g(F(ay)) =9(flay))‏ 
ET Ce. ele)‏ 
برعکس» فرض کنیم ‏ یک به یک است. برای یافتن یک وارون چپ چون BA‏ : و برای 
ers |‏ وی حل ماه A‏ عمل می‌کنیم. جون ۰ 4 عضوی مانند .۵ در A‏ وجود 
دارد. حال و را به صورت زیر تعربف می‌کنیم: برای هر 8 ع ض» 
a b=f(ajef(A) SI‏ { = )0ہ 
اکر a, b ¢ f(A)‏ 
ابتدا بايد نشان دهیم و خوشتعریف است. نوجه کنید که در حالت AS‏ ممکن است 
b = f(a) = f(a’) € f(A)‏ ولی < » که در این صورت =a‏ (0)و و 'ه = (۷) و در نتیحه 
و نمی‌تواند تابع باشد. ولی چون ۰۰۰.۰۰ از f(a) = f(a’)‏ نتبجه می‌گیریم '» = ». همچنین 
دامنه و برابر BL‏ است. این مطالب نشان می‌دهند و خوشتعریف است. همچنین بنا بر 
۰ برای هر ۸ ae‏ داریم: 


f)(a) = g(f(a)) = a‏ ۰ و) 


و در نتیجه تابع و وارون چپ 7 است. 
Ge‏ فر هن کی زر دارآ ارو ای تقو aly ie‏ انات توا ورن df‏ 
فرض می کنیم B‏ € ز دلخواه باشد. داریم: 


b= ۶)۸)۵(( € f(4) 


زیرا ور 14 ۰ است و -h(b) € Ron‏ پس ‏ بوشاست. 

,برعکس فرض کنیم ] پوشاست. برای یافتن یک وارون راست مانند ۸ ج 8 : ۸ برای f‏ 
بو وشن حل مستاد eee‏ عمل می‌کنیم. چون ۰۰.۰۰ برای هر 8 f(b) Beene bE‏ 
برای هر 8 عضوی چون مه را در (0)' 77 انتخاب می‌کنیم. حال تعربف می‌کنیم که 
-h(b) = ae‏ روشن است که دامنة ۸ BL ply‏ و ۸ خوشتعریف است. همجنین برای DEB‏ 


۶))( = f(a») = 6 


زیر ES‏ . در نتیجه تابع ۸ وارون راست f‏ است. 
پ) از «الف» و «ب» نتیجه می‌شود. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۴ 


۴ نها یکریختی روی 0 تابع 0 - 0: 0: = 0 است. 
تنها یکریختی روی (۰۱ (۱) ج (۱) :4 است. 


یکریختی‌های روی (۲ ,۱) عبارتند از: 
ES x \ 1‏ 7 
۲ ۱ ۱ رل 3 ۲ | (1۲)2 


یکریختی‌های روی (۲,۳ ,۱ عبارتند از: 


۴ رابطهٌ یکریختی مجموعه‌ها یک رابطه هم ارزی است: انعکاسی است. زیر به 
ازای هر مجموعه جون ۸ تابع همانی یک بکریختی روی A‏ است. متفارن است؛ زپرا 
BSI‏ بد ۸ و 2 AD‏ زر یکریختی باشد آن‌گاه 4 Ba‏ :7-۱ یکریختی است (فضیه 
۴ تیه ان در یه BAA‏ دی است B Sly)‏ 1 بات رو اه رو 
BOC‏ : و یکریختی باشند. آن‌گاه بنا به قضیه ۱۰۰۱۳ «ب»» 0 + ۸ : ]ه و یکریختی 


است و در نتیجه AMC‏ 


۴ (قضیه) الف) فرض کنبم ] یک به یک است و 177 C=‏ دراین صورت تابع 
AoC‏ : وبا تعریف g(a) = f(a)‏ که در ol‏ ۸ ه (در واقع و تحدید ‏ است) دوسویی 
cual‏ (جرا؟). در تتیجه  Ax‏ کهدر آن CCB‏ 


ب) فرض کنیم f‏ پوشاست. ات وان peg em‏ ره fc‏ وارون راستی مانند 
BoA‏ : ۸ دأرد. جون e‏ ؛ بنا بر dues‏ ۱۲۰۱۳ «الف». ۸ یک به یک است. حال حکم 


wlok, مبانی‎ ۳۴۰ 


۴ الف) فرض and‏ (1) ۸ < (۸) 7۷ یعنی تابعی دوسویی جون FANT RE‏ 
(/,۲,۰۰۰ ,۱ وجود دارد. بنا به قضیه ۱.۱۴ و جون f‏ یک به یک است مجموعه ۷ عضوی 
( ,۲,۰۰۰ ,۱) با زیرمجموعه‌ای از (/ ,۲,۰۰۰ ,۱) یکریخت است. در نتبجه > ۸. همجنین 
چون ‏ پوشاست» مجموعه | عضوی (/,۲,۰۰۰ ,۱) با زیرمجموعه‌ای از BE‏ ,۲,۰۰۰ ,۱) 
Ge SG‏ است: در apes‏ ۲ > . پس P= kb‏ بوعکس: فرضن. =k LS‏ در این ضورت 
N(R) = ۸ )1(‏ و تابع همانی روی (۲,۰۰۰,۶ ,۱) یک یکریختی از NC)‏ به (1) ۸۷ است. 

ب) فرض کنید (Kk)‏ < ۸. در این صورت یک تابع دوسوبی چون ۸ + (٭) f : N‏ وجود 
دارد. حال فرار دهید f(a) = a;‏ که در آن ۱,۰۰۰,۸ = :. در این صورت. چون ‏ بوشاست 
۸ = 77 یعنی 


۸:22 11:5 = ی‎ = {a t= ۱ ا‎ 


\ 


برعکس فرض -A = {ay,-++, an} eS‏ دراین صورت روشن است که تابع g:N(k) >A‏ 
با تعریف g(t) = a;‏ که در آن ,۱,۰۰۰ = » یکریختی است. 

پ) با توجه به «ب» داریم N(k)‏ < ۸ و ()۸ = 8. در نتیجه» 8 = ۸ اگر و تنها اگر 
(hk) = ۷۲(‏ ولی بنا به «الف» گزاره اخیر برقرار است اگر و تنهااگر | k=‏ بنابراین 


۴ الف) N > N.‏ زیرا تابع N + N.‏ : ] با تعریف 
f(n) =n — |‏ 


ب) ۲ ably Ne‏ ۳ - ۸۷ : ] با تعریف f(n) = Yn‏ یکریختی است. 

پ) ۸ < آ f : N + ۸ ably‏ با تعریف f(n) = kn‏ بکریختی است. 

ت) 0 < iN‏ زیرا N + 0 ab‏ : ] با تعریف ۱ - ۲۸ = fln)‏ یکریختی است (The)‏ 

ث) 6 = ۷ زیرا تابح € ج ۸ : f‏ با تعریف f(n) =n"‏ یکریختی است ( چرا؟). توجه 
aS‏ که اگر =m"‏ ۲و n=mobbglimneEN‏ 

(سعی کنید یکربختی‌های دیگری بین مجموعه‌های داده شده در «الف» تا «ث» و N‏ 
تعریف کنید.) 


N > ۴‏ زیرا تابع 7 + f : N‏ با تعریف 


اگر « زوج باشد ¥ on‏ 
اگر 7 فرد باشد fin) = { a‏ 


۲ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۴ ۳۴١‏ 


8 f(vk) = k>o اگر‎ 
۶ ۰۸()۸( = { f(-Yk+) bel 


قا ور 
EEE eS‏ 
07 = 


و به همین ترتیب پ۵ = ۰۸۰ (سعی کنید یکریختی‌های دیگری بین N‏ و 2 تعریف 
کید 


۴ (قضیه) به روش اثبات تصویری که دراین‌جا ارائه می‌دهبم توجه کنید. ابتدا 


اعداد گویای مثبت را در جدول زیر می‌نویسیم. می‌دانیم که هر عدد گویای مثبت برابر با ۶/٩‏ 
است که در آن م و و عدد طبیعی‌اند. 


که ل مه رم ل له 
FIT ge.‏ ۰۲۰ ۲ 
کب MM E‏ سر At E‏ 
fic Me FEF FT ۵ ٩‏ 
یه OE E‏ مرب Be‏ 
SS ٩‏ ۳۳ ۰:۳۰ ۲ ۲۰ 
OE‏ سل oe‏ بو me‏ 
ae‏ ۴ ۳۲ ۳ ۲۰ 
۵ 4 9 9 0 ۵ 
E‏ ۰ ۳ ۲ ۲ 
31 1 ل ل1 ل مراد 
FF ۲ ۰:۵۰ ٩‏ ۲ ۲ 


حال آن‌ها را در امتداد «قطرها» و در مسبر بیکان‌ها به صورت زیر می‌خوانیم: 


۲1 ۲ 1 \ 
۱ ۲ ۳ ۳ 
4 4 Lo ۳ 
1 1 is ۱ 
۱ ۲ i 
VA x 
3 ۲ 
۱ ۲ 


۳۴۲ مبانی ریاضیات 


a EAE TET cae Ey ly‏ یت واه 
می‌دهیم. به این ترتیب؛ رشته‌ای از اعداد به صورت ۰۱/۱ ۰۱/۲ ۰۲/۱ ۰۲/۲,۱/۳ ۳/۱ 
۴ به دست می‌آبد. در این mee‏ تکراری هم وجود دارند؛ زیرا مثلا 
به صورت ۰۱/۱ ۰۱/۲ ۳/۱ < A/T‏ ۳ "دون هی اید any‏ وی تب pre‏ 
فهرست اخبر an‏ باشد. به آسانی دیده‌می‌شود که تابع N + Q‏ : 7 با نعربف زیر دوسویی 


La 

4 f(¥n) = مه‎ (n € N) 

f(Yn+\)=-an (n€N) 
1 YY YF ۴ ۵ 1 ¥ ۸ 4 10 \\ 
E sh. "4 4 1 4 + { 4 
0 1 —\ ۱/۲ ۱/۲ ۲ -Y ۱/۳ —-\V/¥ ۳ —¥ 


عا ابن Iya‏ بار کی Sat‏ ی کی له ۱۲ ۱۸ ایس 


۱۰ عضوهای LN × N‏ به صورت زیر مرتب می کنیم: 


)۱, ۱( ‘eran (Ve E Cie) 
4 4 
4 

)۳,۱( 

(m, ۱( ۱ (MR Ty. Bee ae (m,n) 


سېس آن‌ها را در امتداد قطرها مانند شکل فوق در نظر می‌گیریم. فرض کنیم n an‏ امین 
عضو N × N‏ در فهرست قطری فون باشد. دراین صورت ab‏ ۷ × ۸ + × : ] با تعریف 
FOS‏ نیت دوسویی انت (جرا؟). 


۲ آتابع 8 + ( ,¥-) : با ضابطه f(z) = tye‏ یک به یک است» زیرا 
eas‏ ) > ,ت و ووا = tor‏ آن‌گاه عددی صحیح چون # وجود دارد به طوری که 
+7 = « یعنی ۲ y=‏ - 2. ۰ ولی چون ۲ > 2,۷ > - نتبجه می‌گیریم 0 = ۸. پس 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۴ ۳۳۳ 
ل = 2. همجنین f gk‏ پوشاست زیرا به ازای هر ER‏ 2 داریم 'z)‏ -9) 10 


۴ ابتدا توجه کنید که برای هر ox € [a,b]‏ داریم [c,d]‏ > (۶)2. زیرا 


(d—c)a bc— ad (d—c)b bc— ad 
pea =!) S gaa? a 


تابع ‏ یک به یک است. زیرا اگر F(x) = f(y)‏ آن‌گاه 


0 - By fo OEE be — ad 
ha b—a ce er b-—a 


و در نتیجه ل = «. تابع f‏ پوشا نیز هست. زیرا به ازای 4 > ی > »» اگر قرار دهیم 
ox = Soy 4 ad—be bc‏ آن‌گاه f(z) = y‏ توجه کنید که » = f(a)‏ و 4 = (0). 


d-—c 


۴ (فضه) (برهان کانتور) کافی است نشان دهیم هیچ نابعی چون ۴۸ + FEN‏ 
نمی‌تواند پوشا (و در نتیجه دوسویی) باشد (یک به یک چطور؟) فرض کنیم تأبعی چون 
f : NOR‏ داده شده است. در این صورت. برای هر عدد طبیعی f(m) om‏ عددی حفیقی 
است و می‌توانیم آن را به صورت بسط رین sic a‏ 


f(m) = dm -Am, Im, Amy 


که در آن 72 € س و ee Nias OS Gy‏ 
اعشاری عددی با پایان ieee‏ ن Pre‏ طوری که هست می‌نویسیم و درانتهایش دنباله‌ای از 
صفر فرار می‌دهیم و هیچ‌گاه بسط را با دنباله‌ای از ٩‏ به پایان نمی‌رسانيم؛ برای مثال ۰۰ 


۰ را به le‏ ۰ و مثلا" ۱/۰۰۰۰۰۰ را به جای ۰۸٩۹۹۰۰۰‏ انتخاب می‌کنیم. 
حال ادعا می‌کنيم که عددی حفیقی چون b‏ وجود دارد که با همه (0)ها متفاوت است. یعنی 
e ana b ¢ Imf‏ 


9 1 ajj=o | 

اگر ay # o‏ ه amd‏ 
در این صورت ‏ با 6۱۰2۱۱۵۱۲۱۳۰۰۰ = FN)‏ تال دست برا as‏ 
با ۰۱۵۲۱۵۱۲۵۲۲۰۰ = F(T)‏ برابر نیست. زیر ۰ به طور کلی با 
Sd hy eg a ae‏ 0 ار تست رورا وا ig‏ فی کا 
به صورتی دیگر تعریف کنید و به نتیجه مورد نظر برسید). 


۴ (فضیه) (برهان کانتور) نشان می‌دهیم که هی تابعی چون (۶)4 ج ۸ f:‏ 
نمی‌تواند پوشا (و در نتبجه دوسویی) باشد SL)‏ به یک چطور؟) فرض کنیم تابعی چون 


rrr‏ مبانی ریاضیات 


f : 4 P(A)‏ داده شده است. برای هر ۸ € »۰ f(a) € P(A)‏ یعنی f(a)‏ زبرمجموعه‌ای 
از A‏ است. ادعا می‌کنیم که زیرمجموعه‌ای چون 7 از ۸ وجود دارد که با همه f(a)‏ ها 
متفاوت cul‏ بعنی 77۴ ۶ 7 و در نتیجه ‏ م نیست. فرض کنیم 

T= 10 6 ۸:0 € f(a)} 
بوشیده نمی‌شود. فرض کنیم این ادعا‎ A با هیچ عضوی از‎ if ادعا می‌کنیم که توسط تأبع‎ 
داریم:‎ > tenes بنا بر تعریف‎ T= f(a) .» €6 A درست نباشد و به ازای عضوی جون‎ 


a€T >a € f(a) (=T) 
» 2 7 >a€ f(a) (=T) 


که هر دو حالت به تناقض منجر می‌شود. پس ادعای بالا درست است و 7 تحت ۶ پیشنگاره 


۴ (قضيه) توجه کنید که قصد نداریم ثابت کنیم LF‏ و دوسویی است» بلکه 


می‌خواهیم نشان دهیم تابعی دوسویی مانند 7 + ۸ : ۸ وجود دارد. بد وون انات تیا 
مشابه را به اختصار می آوریم. 


روش اول: (از مرجع anes‏ ) اثبات را در هفت مرحله خلاصه می کنیم. 
alo yp‏ ۱: قرار دهید (Ay = )۸۰( ۰, = 8 ۸, = A‏ (.8 )و = 8 و برای هر N‏ € « 
Arn = g(Arn-ı)‏ €( ت ۸4۱ 
Brn+ı =9( Brn) ¢ Brg = f(Brn—)‏ 


)4 شکل زیر توجه کنید.) 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۴ ۳۴۵ 


3 Ne. Av a (ere Bri+\ A> مرحله 9 با استفاده از مرحله ۲ تان‎ 


ee: By; = Ee. Ari+\ 
مرحله ۴: حال فرار دهید:‎ 


Ba = Uje. (Arian — Brgy) ۰ Aa = Ujz.(Ani - («بربظ‎ 
Bg = Us: 5 4+۱) « Ap= Ui. (Brit ~ Ais) 
Boo = Viz. Bri = (liz. Arity <“ Aco =Miz. Ari = Nye. Briss 


و نشان دهید مجموعه Ap, Aco}‏ 44] افراز ۸ و {B4 , BB, Boo} ac gare‏ افراز 8 است. 
Wo»‏ ۵: نشان دهبد توابع تحدید f‏ و و به صورت‌های زیر دوسویی‌اند: 


f: AA + Ba‏ رم + Bp‏ : و 
Bs 34 Ao + f: Aw > Bo‏ :9 


مرحله 7 ab‏ 8 + ۸ : ۸ را به صورت زیر تعریف کنید: 


اگر و۸عه (۱۵ 7و 


Saul نشان دهید ۸ دوسویی‎ ۷ “> ya 
شمولی است ثابت‎ alg : 8 + ۸ روش دوم: ابتدا قضیه را برای حالتی که ۸ 8 و‎ 
مرحله ۱: قرار دهید:‎ 


oO 


C= (J F"(4- 8)‏ 
که در آن ړل = f‏ وبرای هر ° < ۸و4 € 2 


۳۳ )2( = f(f"~ \(2)) 


مرحله ۲: روشن است که 0 € ۰۸-3 0 f(C)‏ و مجموعه‌های (ظ - 4)”/ 
مجرا از هم هستند. زیر اگر n‏ > و 4-B‏ 6 2,2 به طوری که TEFEN‏ 


۳-۳1 مبانی ریاضیات 


آن‌گاه ((ع) “۶)۴ = )2( ۳ و چون ۰۰۰۰۰ ع« = f(a!)‏ حال چون 8 - ۸ € ت و 

و ع ۳-۲2 ( - 4) B N‏ € 2 که تناقض است. 

مرحله ۳: تابع  A>‏ ۸ را به صورت زير تعریف کنید و نشان دهید یک به یک است : 
اگر 60 f(a)‏ | _, 
اگر ۰6۸-6 2 Me)‏ 

مرحله ۴ با استفاده از مطالب مرحله ۲ نشان دهید: 
(A - (01 f(C) ۲‏ 

۱4 - ,ولا‎ F(A - BYU .لا‎  )4- 8) 


۸-۱, f(A - B)] U لا‎ f(A - 8)] 
A -- (A - B) = B 


بنابراین ۸ پوشا و در نتیجه دوسویی است. 
Woy‏ ۵: حال قضیه را در حالت IS‏ ثابت کنید. فرض کنید 9(B)‏ = ۸۰ که زیرمجموعه 
A‏ است» و نشان دهید تابع ۸۰ fA‏ با تعریف f(a)  9)7)0((‏ یک به یک است. 
له ۱ نيجه یر ی Ace A,‏ 
N doy‏ در پایان از ۸۰ < ۸ و 8 < .۸ (چرا؟) نتبجه بگبرید 8 AX‏ 

روش سوم: توابع متمم‌گیری P(A)‏ ج P(A)‏ : م6 و (8) ج P(B)‏ : و را در نظر 
می‌گیریم. یاد آوری می‌کنیم این توابع رابطه مشمولیت ‏ را برعکس می‌کنند. حال ترکیب 
توابع زیر را از P(A)‏ به P(A)‏ در نظر می‌گیریم: 


py: ورن ه بو ه رن‎ 0 f, : P(A) بت‎ P(A) 


حون Lie‏ .و رابطه مشمولبت را حفظ و 04 و ون رابطه > را برعکس می‌کنند. تابع م 
abel,‏ > را حفظ می‌کند. 
حال مجموعه زير را در نظر می‌گیریم: 
F = )۲ € P(A): ۲ C9(X)}‏ 


توجه کنید 0 7 7 زیرا ۴ € 0. فرض کنیم 


G= UF 


دز این صورت برای هر CF‏ × داریم: 
C p(X)‏ 2و X CG‏ 


چون م رابطة ‏ را حفظ US ge‏ داریم: 


X © )2( C 9(G) 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۴ ۳۴۷ 


۰ 


GEG) (¥) 


(She)‏ ((6)م)ض C‏ (6)م 
و بنابراین ۲ € (6)م. در نتیجه» بنا به تعریف G‏ داریم: 
p(G) CG (**)‏ 
از (*) و (**) نتیجه می‌گیریم (6)م = G‏ در نتبجه بنا بر تعریف م» داریم: 
Cp o fe)(G)‏ ه Ca(G) = (Ca o 0)(G) = (ge‏ 


ZZ 
2 مب نیز‎ ZW Cx(f.(G)) 
TET (OY, 


حال؛ چون بنا به فرض» ] و و یک به یک هسنند» این شکل نشان می‌دهد تابع دوسویی 
B‏ ج 4 : ۸ را می‌توانيم به صورت زیر تعریف کنیم: 
اگر 6 > f(x)‏ {= )2( 
اگر 6 # 2 عضو منحصر به فرد G(x)‏ 
بنابراین» 8 < ۸. 


(All ۱۸۰/۸‏ برای نشان دادن یکریختی × ح () ابتدا تابع شمولی از Q AN‏ را در نظر 
می‌گیریم و توجه می‌کنیم که یک به یک است. سپس تابع × + @ : ] را به صورت زیر 


تعربف می‌کنیم: 
اگر ° > ور ۵9 YP‏ 
f(5) = | 0 ۱ 1 = 0 1‏ 
اکز e‏ > ویاص اوا۵ x‏ ۳۱۶۱ × ۲ 


که در آن ۱ = .(p,q)‏ با توجه به این‌که هر عدد طبیعی به گونه‌ای LS‏ به صورت 
حاصل‌ضرب عوامل اول نوشته می‌شود ] تابعی یک به یک است. در نتبجه بنا بر قضیه 
شرودربرنشتاین N‏ ب- ©: 


۳۴۸ مبانی ریاضیات 


ab‏ × ج N × N‏ : و با تعریف ۲۳۳۳ = (« ,)ویک به یک است Ly)‏ به یکنایی نجزیه به 
عوامل اول در .)(N‏ پس بنا به قضیه شرودربرنشتاین, NOY N XN‏ 
پ) با توجه به مسئله ۰۱۳۰۱۴ تابع [a,b] + [e,d]‏ : ۶ با تعربف 

d—c bc — ad 

——x 


~ ba b—a 


بکریختی است. حال تحدید تابع ] به (a,b)‏ تابعی دوسویی از(6,ه) به به (c,d)‏ است. . پس 
هر دو بازه باز یکریخت هستند. | طرف دیک RNY. ۱۱۳ ahs as te‏ 2 )4,7-( بس 
هر بازه باز با ۸ پکربخت است. همچنین» چون هر بازه بسته [a,b]‏ ي يا نیم‌باز ]6 (a,‏ پا (b,a]‏ 
زیرمجموعه‌ای از ۸ است. تابعی یک به یک از هر یک ازاین بازه‌ها به ۴ وجود دارد که همان 
تابع شمولی است. از طرف دیگر؛ چون (a,b)‏ زیرمجموعه‌ای از هر یک از بازه‌های [a,b]‏ 
(a, ۵[‏ و (a,b)‏ است» تابع یک به یک از )2,5( به هر یک از آن‌ها وجود دارد . حال اگراین 
ie E cb ies TET‏ 
یک از بازه‌های فوق می‌پابیم. در نتیجه» بنا به قضبه شرودربرنشتاین؛ هر یک از بازه‌های 
بسته یا نیم‌باز یکریخت R‏ است. 


f(A) = ۷ An: 


woh gos 
_f{ \ ۸ اگر‎ 
ه ون‎ ngA اگر‎ 
AS 8 ازاین ری‎ .« € Aone B آن‌گاه‎ f(A) 8( برا اک‎ teal CS یک یه‎ el 


همجنین؛ ,2 )2 +¬ 7 : و هر R‏ € 2 را در مبنای ۲ 
می‌نوبسیم» و فرض می‌کنیم بسط آن در دستگاه دودوبی به صورت 


17 << )- ۳۸ «۲ ۰ ۰ ۰ 0 


باشد که در آن gm‏ نی ها و زه ها برابر * با ۱ هستند. حال تعریف می‌کنبم: 


که در آن CN‏ .۸ و As‏ ا گر و تنها اگر امین Uae‏ دنال 


mM, a,b, ar, by, ar, br, ++, ak, Ok, Any), RYT, ° 


برابر ۱ باشد. با توجه به یکتایی بسط ct‏ ویک به یک است. حال با توجه به فضیه 
شروذربرنشتاین؛ .R ~ P(N)‏ 


۴ (فضیه) الف) تابع (۱) × ۸ + 4 :با تعریف 2-۰ f(a)‏ دوسوپی است. 
ب) تابع ۸ × 8 ج 8 Ax‏ : ۶ با تعریف f(a, b) = eren‏ دوسویی است. 
پ) تابع (0 Ax (Bx‏ ج 0 × (8 × 4)  :‏ با تعریف زیر دوسویی است: 


f((a,8),e)) = 


(dues) ۴‏ مسئله‌های ۱۸۰۱۱۰۱۷۰۱۲ و ۱۸۰۱۲ را به کار ببرید. 


۴ الف) ابتدا توجه کنید که lids‏ یک تابع از 0 به مجموعهٌ دلخواه A‏ وجود دارد که 
همان تابع 0 است (رجوع کنید به قضیه ۵۰ ,«الف»). بنابراین (0) = AP‏ ولی به وضوح 
(۰) =< (9) پس (۰) = *۸. 

ب) تابع ۸ + 4 : f‏ را به صورت =a(0)‏ (0) که در آن +A‏ (۰) :۰ عضوی 
دلخواه از 4 است» تعریف می‌کنیم. همچنین تابع At}‏ ۸ : ورا به صورت ہو = (g(a)‏ 
که دن ان 4 + {eo}‏ : ,و تابع با ضابطه a‏ = (۰),و است, تعریف می‌کنیم. روشن است که 
توابع f‏ و و وارون یکدیگرند و در نتیجه ۸ < ACT‏ (به gle‏ تعریف تابع و» می‌توانید نشان 
دهید f‏ پوشاست). توجه کنبد که اثبات فوق گوبای ابن وافعیت است که هر تابع از (۰) به ۸ 
توسط عضوی از A‏ )1% » تحت آن تابع) کاملا مشخص می‌شود. 

پ) تابع ۸ × 4 + AU‏ ۶ را به صورت (0(,»)۱)) = fa)‏ تعریف (eS ge‏ 
که در آن » عضو دلخواهی از 4 است. ] تابعی یک به یک است (چرا؟) همچنین 
f‏ بو شاسک را S|‏ 20-4 € (۵,ه) آن‌گاه تابع 5A‏ (۰,۱ : » با نعریف ۰ = »)٥(‏ و 
=b‏ (۰)۱ در نساوی f(a) = (a,b)‏ صدق می کند. در نتیجه f‏ یکربختی است و از این رو 
AEX Ax A‏ 


۴ (فضیه) توابع ۰,۱(۸) + P(A)‏ :+ و P(A)‏ + *(۰,۱) : ۷ را به صورت 
زیر تعریف می‌کنیم: 


(VT C A) oT) = xr 
)۷۲:۸ + )۰,۱(( (f= F(0) 


حال نشان می‌دهیم م و # وارون یکدیگرند. برای هر 4 > 7 داریم: 


۳۵۰ مبانی ریاضیات 


(بنا به تعریف ۰۰۰) (۲)۱ ۳( = ((1)م)۷ 
(ہنا بر {a€A4:4(T)(a) = ۱( (i‏ = 
(زيرا 0 (۱ = {a € A: x7 (a)‏ = 
Ww)‏ بر ۳ 611 ۸:0 10 = 
if‏ = 


همجنین» برای هر تأبع }\  : A> {e,‏ داریم: 
=e(f ONS 2۲۶-۱)۱( < f‏ ((۷)۴)م 


زیرا برای هر ۸ € ». 


و در نتیجه f‏ = ری:-,ر (She)‏ بنابراین م و # وارون یکدیگرند و در نتیجه» بنا بر ۰۰ م و 
۷ دوسویی‌اند. 


۴ با توجه به قضیهٌ ۰۲۳۰۱۴ داریم P(N) ~ )۰, YIN‏ از طرف دیگر بنابه مسئله 
۴ «رت» داریم .R x P(N)‏ بنابراین» Rv {o, \}N‏ 


(Anes) TONY‏ فرض کنیم توابع f : ۸ + ٥‏ و BAD‏ و دوسویی (یکریختی) 
باشند. توابع ۳ ب 4۶ : م و AP‏ ج 0۳7 : #را به صورت زیر تعریف می کنیم: 


(Vh: و‎ 4+ A) y(h) = ۶ "وه وه‎ ۲ 
(Vk: DOC) (۰ 


حال نشان می‌دهیم م و ۷ وارون یکدیگرند. برای هر ch € AP‏ داریم: 


(بنا بر ۳ v(p(h)) = Y(fohog')‏ 
(بنا پر ) f-\ol(fohog7')og‏ = 
Rh‏ = 
Le‏ پر کیت توابع ETE‏ است و RSS EE‏ حال نشان دهید برای هر kEC?‏ داریم 


۸ = ((/)#)م. بنابراین م و ۰۰۰۷ یکدیگرند و در نتیجه بنا بر ۰ مو ۷ دوسویی‌اند. 


۴ (قضبه) جرئیات اثبات را به Sage‏ شما می‌گذاریم . 
الف) توابع AP x AG‏ ج ۸۳۲۴ : م و ۸۳۳ ج AB × AS‏ : #۷ را به صورت زیر تعریف 
کنید : برای هر تابع BUCA‏ : ل 


(f) = (fla, fic) 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۴ TO}‏ 


وبرای هر زوج تابح ۸ ج 8 sf:‏ ۸ + 0 : و 


و دا [ = (9 ,)۷ 
حال نشان دهید م و # وارون یکدیگرند. 
ی ۰ 6 ده ۶ Cr~Cx{Y},‏ بنا بر AS GAT | AB wy.‏ 
EE AE‏ 


AB x AC w AB} x ACI} 


در بایان بنا بر ۰.۰.۰ 


ABUC نم‎ 4(Bx11u(€x{1}) نم‎ AB x Ac 


پ) تواہع “8 × AS‏ ج °(8 (Ax‏ : م و °(8 × ۸) ج 8° × AC‏ #را به صورت زیر 
تعریف کنید: برای هر تابع × ۸ ج 0 fi‏ 


(f) = (pao , ppof) 
و 8 + 0 : و‎ f : © و برای هر زوج تابع ۸ ج‎ 
۷), 9( = h 
تابع منحصر به فرد مدکور در ۰ با ویژگی‌های زیر است:‎ ۸ : ٥ + 4 × 8 که در آن‎ 
ppoh=gspach=f 


در وأقع برای هر 0 € ic‏ 


حال نشان دهید م و # وارون یکدیگرند. 
ت توابع (AFP)‏ ب ABx<€‏ :وو ۴ ج رز CAB‏ ۷را به ضورت زین تعریف 
می‌کنیم: برای هر ۸ ج 0 fi Bx‏ 


C7 AP‏ : (] )ام 
تابعی است که برای هر ) € 6 تابع 


p(f)(c) : B+ A 


0۲ مبانی ریاضیات 
را با تعریف 
v(F)(c)(b) = ):۰۰,۰۰۰(‏ (ظ € (Vb‏ 
به دست می‌دهد. همچنین برای هر تابع A®‏ ج € hs‏ 
u(h): Bk COA‏ 
نابعی است که برای هر (b,c) € 8 × C‏ 
%(h)(0,c) = A(c)(6)‏ 


حال نشان دهید م و ۷ وارون یکدیگرند (دفت کنید که پیچیدگی تعریف توابع م و ۷ نتبجة 
افش حاضا شیر 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۵ 


۵ الف) طبیعی‌ترین افراز 4 که با داشتن تابع f‏ به دست فی آید. از فرار دادن 
عضوهایی از ۸ که تحت f‏ به یک عضو A‏ نگاشته می‌شوند در یک خانة افرازه حاصل 
می‌شود. پس در افراز مورد نظر » و 8 در یک خانه‌اند» زیرا هر دو تحت f‏ به u‏ نگاشته 
می‌شوند. به همین ترتیب ۰6 ۰0 ٤‏ دریک خانه و : دریک خانه است. پس افراز مورد نظر با 
نماد f‏ / 4 مخموعه pula)‏ 


A/f = {{a,b},{e, d,e}, {}} 


ب) یکریختی طبیعی Imf‏ ج  : A/f‏ باید هر خانه از افراز ۸/7 را به عضوی از برد ] 
بنگارد که اعضای آن af cos ab‏ آن عضو نگاشته شده‌اند بعنی 
F({i}) = w fF ({e,d,e}) =v F({a, b}) = u‏ 


۵ الف) مجموعه A/f = {fo '(y) ۰  ع Imf}‏ مجموعه A‏ را افراز (MS oe‏ 
زیرا (۱) به ارای هر fo '(y) F 0y € Imf‏ به این علت که برای Imf‏ € »بنا a.‏ 
تعربف برد تابع عضوی چون ٤ A‏ 2 وجود دارد به طوری که ۷ = f(t)‏ و در Amati‏ 
(()7-۱ € ۰2 (۲) به ازای هر دو عضو متمایز و و ء در 17 داریم 9 = (۲)2 ۱ FY)‏ 
ویو اگر (2) z2 6-۱) ۸ fo‏ آن‌گاه ن = f(z)‏ و 2 = f(z)‏ که متنافض gb‏ بودن 
ر است. (۳) f(y)‏ رہ رلا = ۸ زیرا به ازای هر y > Imf‏ داریم CA‏ (و)' 77 و در 
نتیجه 4 © f(y)‏ رسی‌رلا. برعکس. به shh‏ هر ۸ € 2 داریم f(z) > Imf‏ و در نتیجه 
(F(z)‏ ۶۳ € «. پس Uyermy f(y)‏ € ٭ و بنابراین (۱)۷ ۶ AC Uyermy‏ 
ب) ,یک dll,‏ هم‌ارزی است : انعکاسی است؛ زیرا به ازای هر f(a) = f(a) a € A‏ 
متقارن است. زیرا اگر f(a) = f(a’)‏ آن‌گاه f(a’) = f(a)‏ متعدی است. زیرا اگر 
F(a) = F(a’)‏ و f(a’) = F(a")‏ آن‌گاه f(a) = f(a")‏ 
پ) برای اثبات ,۸/1 = ۰۸/۶ فرض کنبم (۱)۷ ۴ که در آن easy € Imf‏ 
دلخواهی از ۸/۶ باشد. چون (۲)۷ ۶7 ناتهی است. ۸ € 32 که fo \(y)‏ € 2» بعنی 
س = f(z)‏ حال ادعا می کنیم f FZ,‏ داریم: 


whol, gh TOF 


z€ E 


= چے 
(ریرا f(z) = f(z) (f(x) =y‏ >=< 
Z~K, &‏ = 
FEREK‏ = 
پس ,۸/1۴ > [elx,‏ = (ن)" . بنابراین ,۸/16 ۸/۶ برعکس» فرض کنیم lal,‏ عضو 
دلخواهی از ,۸/5 باشد. چون A‏ € ه و ۸/۶ افرازی از ۸ است 6177 dy‏ به طوری که 
a € f(y)‏ یعنی .f (a) =y‏ حال تسا می‌دهیم .[alk, = f-\(y)‏ داریم: 
f(z) = f(a)‏ جه ré€lalk,‏ 


= )2( < 
<=> «ref ‘(y) 


بنابراین f-\(y) € A/F‏ = ,×[ه] و در نتیجه A/f‏ ع Gal gl -A/Ky‏ رو تساوی برفرار است. 


۴.1۵ الف) L‏ توحه به این که f(a) = f(a)‏ >= "۵ کلم از تعریف f‏ داریم: 


ky = {(a, ), (6, a), (a, a), (0,4), 
۱ ae earn 
2, 2) 
ب)‎ 
Ky = {(mn)imneZ, fm) =f} 
= {(m,n):m,néZ, و ۰ زوج‎ ٣ فرد يا‎ 7 yn} 
= {(m,n):im,n EZ, لا (7 و ۰ زوح‎ ۰, n) : 7,۲ € 2, فرد‎ ۰ gm} 


و در نتیجه به آزای هر 2 € m‏ داریم: 


اگر ۳ زوح E cal‏ _ 
اگر «فردباشد. 0 = ,7۶| 


تک ن 7 مجموعه اعداد صحبح زوج و 0 مجموعه اعداد صحیح فرد است. بنابراین 
Z/Ky = {E,O}‏ 


۵.۵ (قضيه) تابع ٩‏ را به صورت طبیعی زیر نعریف می‌کنیم : 


(Wa E A) yla)=--: 


این ab‏ بوشاست (حرا؟) و برای هر ۸ € TZ, Y‏ داریم: 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۵ YOO‏ 


Ky =~ بنابراین‎ 


۵ (فضیه) ادعا می‌کنيم که ۱7 + A/Ky‏ :با تعریف fe)‏ = ([2]) که در 
F(z) € Imf‏ = ([2]). همحنین: برای A‏ € ۷ ,2 داریم: 


در ننبجه f‏ خوشتعریف است. روشن است که f‏ پوشاست (جرا؟). همجنین. ] یک به یک 
است ؛ زیرا برای هر ۸ € 1 ,5 


بنابراین» ‏ یک به یک و در نتیجه دوسویی است. 
تدکر ۱. اگرتابع f‏ پوشا باشد آن‌گاه 8 = 1۴ و در ننیجه 8 < ,۸/16 

۲ با توجه به تعریف ‏ در اثبات قضیه و تعریف تابع ۸/16۶ + ۸ :7 مدکور در 
اثبات لم ۵.۱۵ برای هر ۸ € 2 داریم: 


در نتیجه نمودار زیر تعویضپدیر است: 
A ates. 8‏ 
ae ۶‏ +7 
A/K, Û, Imf‏ 
یعنی تجریه را به صورت f=iofoy‏ داریم که دز آن تابع طبیعی f clay,‏ دوسویی»› و 


۵ الف) با توجه به حل مسئله ۰۴.۱۵ {E,O}‏ = ,۰2/5 حال تابع 
f : 2/1, > Imf‏ را به صورت F(E) =o‏ و ۱ = (7)0 نعریف می‌کنيم. روشن است که ۶ 
یکریختی است. از این رو 7/2 

ب) ابتدا توجه کنید که 


K f 


ris 


(mk): 7۱6 6 2 , بافیمانده تقسیم 7 و ۶ بر « مساوی است‎ } 
{(m,k):m, kEZ, m = k (n aly a) } 


و در نتیجه» جون بافیمانده‌های نامنفی حاصل از تقسیم هر عدد صحیح بر یکی ازاعداد o‏ 
تا ۱  -‏ است. داریم: 


Z/K, = {[°], [1], --°, [n — \]}‏ 
حال تابع Imf‏ + ,2/7 : را به صورت زیر تعریف می کنیم 
\ا=-n.--,i=o‏ , flij=i‏ 


حال با توجه به این که [۱ - Uimf = )٥,۰۰۰,۸‏ روشن است که f‏ بکریختی است. بنابراین 
.L/ Ks ~ Imf‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱ 


۱ فرض کنیم 0 ۸ متناهی باشد. بنا به تعریف عددی طبیعی چون ۸ وجود دارد به 
طوری که N(k)‏ < ۸. حال» با توجه به مسئله ۱۷۰.۱۴ «ب»» نتیجه می گیریم 


A = 10,۰۰۰, an} 


عدد Lk‏ ویژگی فوق منحصر به فرد است. زیرا اگر 1 نیز عددی طبیعی باشد و ()۸۷ AX‏ 
domes Walsh‏ ند ملد ۴ «ب» نتبجه ت اک 


۰ 


»± € ۸ حال اگر‎ KEN of که در‎ A = {ay,+-+, a4} ۰ 3 اگر 8 # 4 بنا بر‎ seed 
eZ A است. اگر‎ ۰ ۸۱1 {x} =A آن‌گاه‎ 


| و 2۰۰۰۰۰۰ (2) و در نتیجه‎ AU 12( = )2( 4 = 0 الف) اگر‎ (4.239) ۴.۱٦ 


AU{z} = {01,۰ , ak, aR} 
متناهی است.‎ AU {zr} ۰ که در آن ۰ = پیره. پس» بنا بر‎ 

ب) اگر BLA‏ تھی باشد آن‌گاه 8 = ۸۱18 يا ۸ = ۸۱1 که در هر دو AUB Sy yo‏ 
متناهی است. فرض کنیم A‏ و 8 متناهی و ناتهی‌اند. بنا بر ۰۰۰ داریم fay, Gk}‏ = 4 و 
{by,---,b}‏ = 8. به lol‏ می‌توانید نشان دهید: 

[6۷۲,۰۰۰,۶,ع) = AUB‏ 
که در آن ]+ ۲ > ٣‏ و در نتیجه» بنا بر مسئله ۰۳.۱۹ 8 AU‏ متناهی است. 

پ) اگر ۸ یا 8 تهی باشد آن‌گاه 0 = 8 Ax‏ و در نتیجه متناهی است. فرض کنیم ۸ 
و 8 متناهی و ناتهی‌اند. فرض کنیم Mk)‏ =< ۸ که در آن N‏ € ۾ و B= {by,--- bi}‏ 
داریم: 


۱ 
۸. B= ][)۸۰< {b:}) 


t= \ 


ol. ۳۵۸‏ ریاضیات 


حال» بنا بر ۰ Ax‏ < ۸ و در نتبجه (۸) ۸ = A x {bi}‏ متناهی است. در نتیجه بنا 
بر بند «ب»: 8 × A‏ متناهی است (جطور؟). 
ت) اگر 0 = 4 آن‌گاه (0) = BA‏ و اگر 0 = 9 آن‌گاه 6 = 84 پا (0) = (She) B4‏ 

و در هر حال؛ BA‏ متناهی است. حال فرض کنیم A‏ و 8 متناهی و ناتهی باشند. چون 
a eset pid =U. ate}‏ و 

pra pu ees II Birth 

EA 

حال بنا بر بند «پ» این قضیه» کافی است ثابت کنیم هر BUT‏ منناهی است (چرا؟). 
ادعا می‌کنيم که 8 بد BED‏ و در ننیجه متناهی است (چرا؟). برای اثبات ادعا؛ توابع 
B‏ 4¬ 81 : م و 81 + 8 : # را به صورت زیر تعربف می کنیم: 

(Vf: )2( 3 ()م (ظ‎ = f(z) 

(Yo € B) %(b)(z) = 6 


حال نشان می‌دهیم ‏ و # وارون یکدیگرند. برای هر تابع 8 + (2)  :‏ ((/)2)# تابعی از 
[2) به 8 است به طوری که 


پس ‏ = ((])2)#. همجنین؛ برای هر 8 bE‏ 


پس م و # وارون یکدیگرند و در نتبجه دوسویی‌اند. 
نف )تا و ۰ 24 = .P(A)‏ جون A‏ متناهی است. P(A)‏ نیز متناهی است (جرا؟). 


احکام YL‏ به روش استقرای ریاضی روی تعداد عضوهای A‏ اصولی‌تر اثبات می‌شوند. 


‘a a‏ اگر N‏ نامتناهی نباشد متناهی است. پس بنا به مسئله ۰۳۰۱۲ عدد طبیعی منحصر 
به فردی جون ۸ وجود دارد به طوری که ce .N = {a , ar, °“, ak}‏ اوھ رو رین 
تن مج مود هتساشن آن کاه ai + ۱ EN‏ ولی ca; + | ¢ {a\,---, ax}‏ که 
تناقض است. پس N‏ نمی‌نواند متناهی باشد. 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ٠١‏ ۱01 


(,ت) AF‏ در نتیجه Dy € ۸ - {xy}‏ به همین ترتیب به روش استقرایی» نتیجه می‌گیریم 
برای هر عدد طبیعی ‏ پس از انتخاب عضوهای منمایز ۰۰.2 In‏ در 4 می توانیم Ena‏ 
را طوری در ۸ انتخاب کنیم که با In wo ay‏ فرق داشته باشد (جطور؟). این روند الى 
غبرالنهایه ادامه می‌پابد. حال N + ۸ ab‏ : ۶ را به صورت زير تعربف می‌کنیم: 

(Vn EN) f(n) = zn 


روشن است که تابع یک به یک است و حکم ثابت شده است. 


۱ (فضیه) «ب» ج «الف»: به روشی تایه انات فة WV V‏ نموه 
م۰۰۰۵ ره = X‏ را از ۸ در نظر می گیریم. به آسانی دیده می‌شود که تابع 
N + ×‏ : ]با تعریف 


(Vn EN) f (n) = Zn 


دوسویی است. 

«الف» > «ب»: بر خلاف حکم «الف». فرض کنیم A‏ متناهی است. بنا بر «ب» و ۰۰۰ 
فرض کنیم CA‏ (ه,6:,۰۰۰) = × و f NOX‏ یکریختی باشد. برای هر ۸ > ¡ > ۰۱ 
فرض کنیم N‏ € :۸ و -f(ni) = ai‏ دراین صورت ره + ۰۰۰+ ny‏ = « در دامنه N‏ فرار 
ندارند. زیرا اگر f(n) = a; = f(ni)‏ آن گاه بنا بر nS nye‏ که تناقض است. 

«پ» > «ب»: حکم com‏ ایجاب می‌کند زیرمجموعه‌ای چون EN}‏ 1 : :2) = × از ۸ 
وجود دارد (چرا؟). فرض کنیم {ry}‏ - ۸ = 8. تابع 8 ج ۸ : ]را به صورت زیر تعریف 
می‌کنیم : برای هر DEA‏ 


(YY)‏ >= (رب )): فرض کنیم ) زبرمجموعه سره ۸ و تابع € ج ۸ f‏ دوسوپی است. جون 
CHA‏ عضوی Om‏ ۸۱ € ,2 وجود دارد. فرض کنیم 


(ظ 6 ۰ : (۱ه) ۱۳۳ X=‏ 


45 ان TOE} gE Nj a”‏ را )تین FEV‏ که SG)‏ 
f(xy) = ۶۲)۲)2۱(( = ۶) )2۱(((‏ حال نشان دهید تابع × + N‏ : وبا تعریف 


(Vn EN) g(n) = ۳۳ (ay) 


whol, مبانی‎ Yo 


دوسویی are‏ 
بنابراین اثبات قضیه کامل شده است. سعی کنید به طور مستقیم ثابت کنید «پ» و 


۱ )4.29( این حکم عکس نقبض حکم c=)‏ جه «الف » فضبه ۷۰۱۲ است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۷ 


۷ با توجه به مسئله ۸۰۱۴ N‏ با BUN,‏ ۸ء ۰0 € یکریخت است. پس مجموعه‌های 
مدکور در «الف» تا «رث» شمارا Pecan‏ با توجه به فل ۴ مجموعه‌های مدکور در 
«ج» و «ج» با ۸ یکریخت هستند ولی بنا به قضیۂ ۰۱۴۰۱۴ ۴۸ + 1 و همچنین ۸ نامتناهی 
است (جرا؟). بس مجموعه‌های مدکور در «ح» تأ a)‏ شمارا نیسنند. مجموعه‌های مدکور 
در «خ» و «د» با × یکریخت ( مسئله‌های ٩۰۱۴‏ و ۱۸.۰۱۴ را ببینید) و در نتبجه شمارا هستند. 


۷ فرض کنید ۸ یک مجموعه نامتناهی شمارا باشد. در این صورت ALN‏ فرض 
کنید ۸4 + "× : ] یکریختی باشد و برای GEN‏ فرار دهید -f (i) =a;‏ در این صورت برد 
f‏ برابراست با N}‏ 6 : : :ه). که چون f‏ پوشاست نتیجه می‌گیریم این مجموعه برابر با ۸ است. 


۷ (فضیه) اگر یکی از دو مجموعه BLA‏ متناهی باشد» دیگری نیز متناهی است 
(چرا؟). فرض کنیم A‏ و 8 نامتناهی و تابع 8 + ۸ :7 دوسویی باشد. روشن است که اگر 
AGN‏ : و دوسوبی باشد آن‌گاه ‏ ج و : ۱ ه و دوسویی است. ee‏ هس کشت کر 
BN‏ : ۸ دوسویی باشد. آن‌گاه AGN‏ : ]۸۰ دوسویی است. 


۷ (فضبه) فرض کنیم ۸ شمارا باشد BCA,‏ چون 4 شمارا (متناهی یا نامتناهی) 
است. تابعی یک به یک چون f ۸ + N‏ وجود دارد (جرا؟). در این صورت f(B)‏ < 8 
(چرا؟). چون CN‏ (۰۶)8 (7)8 متناهی است یا بنا بر قضیۂ ۰.۱7 ۸ < (۶)3. در هر 
صورت f(B)‏ شماراست. در نتبجه بنا بر ۰ شماراست. 


۷ ۷ فرض کنید 8 f : A>‏ تابعی یک به یک باشد. دراین صورت F(A)‏ < ۸ ((1)۸ 
همان نکاره زراست) Sie,‏ شما ae‏ آن‌گاه‌ تایه aces‏ 2۸۰۰۱۰۱۷ )زفیت که یک 


و ا 7 است» شماراست. حال L‏ استفاده از قضبه ۷ Arn‏ می گیریم ۸ شماراست. 


۷ فرض کنید 7 + ۸ : ۶ تابعی پوشا باشد. دراین صورت بنا به فضبه ۰۱۲۰۱۳ 


ry‏ اتی رباضیات 


f‏ دارای وارون راست است. فرض کنید BA‏ : و وارون راست ‏ باشد. در این صورت و 
تابعی یک به یک است (چرا؟). حال با استفاده از مسئله ۷.۱۷ نتیجه می‌گیریم اگر همدامنه 
و یعنی A‏ شمارا باشد» آن گاه دامنه آن یعنی 8 شماراست. 


۷ فرض کنید ~ رابطه‌ای هم‌ارزی روی مجموعه ۸ باشد. در این صورت تابع طبیعی 
ای هت stem laste A Sie Niele meas‏ 


۷ (فضیه) عضوهای ۸۱ و 4۲ را می‌توان به صورت دنباله‌هایی متناهی پا 
نامتناهی چون yy‏ ۰۱۲ ۰۰۰۱۱۳ و ۲۱ ۱۲۲ ۰۰۰10۲۳ نوشت (جرا؟). عضوهای ۸۱۱14۲ 
را به صورت ۰۵۱ ۰0۷۱ ayy‏ ۰۵۲۲ ۰۰۰ می‌نويسيم. اگر عضوهایی را که قبلا در فهرست 
آمد ها ند حدف کنیم» فهرستی به صورت ۱ ۰6۷ ۰۰۰۰6۳ به دست می آید که شماراست. چرا؟ 

سعی کنید قضیه را به روش‌های دیگر نیز ثابت کنید. برای مثال؛ به روش زیر توجه کنید: 

حالت ۱: فرض کنید 0 = ۸۰ 4۱. توابعی یک به یک جون Ne‏ ج Ay‏ : ۱ و 
fy: Ay ON,‏ وجود دارند (چرا؟). پس تابع AyUAy - Ne UN, = N‏ : ,]لا ,]یک 
به یک است. حال مسئله ۷.۱۷ را به کار ببرید. 

CIE‏ ۲+ فرش کیت 0 Dunit Ay Aes‏ کید وت رک یفن 
این صورت 4۲ ۸۱۱1 = 8 !۸۲۱ و 0 = Ay‏ 0 8. چون ۸4 € 8 و Ay‏ شماراست. 8 نیز 
شماراست (جرا؟). حال بنا بر حالت ۰۱ ۸۱۱1 یعنی ۸۲ ۸۱۱1 شماراست. 


1.۷ فرض کنید مجموعه اعداد اصم؛ یعنی 0 - ۸ شمارا باشد. در این صورت. از 
آن‌جا که Q‏ نیز شماراست» با به کار بردن قضیه ۱۰.۱۷ نتیجه می‌گیریم QU(R- Q)‏ 
شماراست. ولی این مجموعه همان ۴ است, که با توجه به مسئله ۲۰۱۷ «ح»» شمارا نیست. 


پس مجموعه اعداد اصم شمارا نبست . 


1.1۷¥ حکم را با استقرا روی n‏ ثابت کنید. اگر ۲ = « که حکم در فضیه Vo. VY‏ 
a e‏ هی وه 
4۸۰ شمارا باشند. با توجه به فرض؛ Ag‏ ۸۱۱1۰۰۰۱1 شماراست. حال با به کار بردن 
مجدد قضیه ۷ نتیجه می‌گیریم +4 104(0 41۰۰ ) = 4لا 4۰۰ شماراست. 


RS EAA eps SEEN‏ رتیه ey‏ کلف 
شماراست. برای راحتی کار بدون از دست دادن CUS‏ مطلب. می‌توانيم فرض کنیم اگر 7 
متناهی باشد آن‌گاه A = N(k)‏ و در pe‏ این صورت J=N‏ برای هر il‏ عضوهای :۸ 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۷ ray‏ 


را می‌توان به صورت دنباله‌ای منناهی با نامتناهی چون ۸۱ ayy‏ ;0 ۰۰۰ نوشت (جرا؟). 
حال عضوهای User Ai‏ را در آرایشی به صورت زير جدول بندی می‌کنیم و آن‌ها را نظیر 
oes‏ در امتداد پیکان‌ها می خوانیم: 


411 ayy ayy d1۴ “1۵ 4۱1٦ 

Vie 4 ۳ va 4 Vi 
ayy ayy ayy «۴ arg ays 

4 4 4 4 x 
ayy ayy ary arf aro ayy 

4 vA iv 


با حذف عضوهایی که قبلا در فهرست آمده‌اند. فهرستی متناهی یا نامتناهی به صورت Cy‏ 
۲ 6۳ ۰۰۰ به دست می آید که شماراست. 
سعی کنید قضیه را به روش‌های دیگر نیز ثابت کنید.برای مثال به روش زیر توجه کنید. 
ابتدا فرض کنید برای هر ز GF‏ 0 = ز۸ 0 :و برای هر 7 € :: تابعی یک به یک چون 
fi : Ai ON‏ وجود دارد (حرا؟). حال تابع XN‏ لا + Uier Ai‏ ژ را با تعریف زیر در نظر 


E 
fae) (wer (اگر‎ 


این تابع خوشتعریف ویک به یک است (چرا؟). نتیجه بگیرید :4 ier‏ شماراست. حال 
حالت کلی را در نظر بگیرید. فرض کنید By = Ay‏ و برای هر ۱  <‏ 


B; = A; - (Ay, U---UAj_\) 


نشان دهید: 
a‏ 
ب) برای هر ژ # ¿ 0 = BiB‏ 
پ) ier Bi = User Ai‏ 
نتیجه بگیرید Ai‏ رع زلا شماراست . 


۷ از آن‌جا ey Na‏ ۸. کافی است نشان دهیم مجموعة زیرمجموعه‌های متناهی N‏ 


شماراست (زیرا این مجموعه یکریخت با 8 است). ولی مجموعة زیرمجموعه‌های متناهی × 
برابر است با 


C= |J P(N(k)) 
keN 


rir‏ مبانی ریاضیات 


که چون به آزای هر N(k) ck EN‏ و در نتیجه P(N(k))‏ متناهی است» مجموعه ) اجتماع 
شمارایی از مجموعه‌های شمارا ( در وافع متناهی) است. پس بنا بر فضیهٌ ۰۱۳.۱۷ 0 

راه دیگر : رابطه یکریختی را روی مجموعة C‏ متشکل از زیرمجموعه‌های متناهی × در 
نظر بگیرید. نشان دهید × = )~ /0) (تابع |X]‏ مہ 7۳ را در نظر بگیرید). نتیجه بگیرید 
C = UlC/ =)‏ وازاین رو» ٥‏ اجتماعی شمارا از کلاس‌های همارزی است. حال کافی است 
نشان دهیم هر کلاس هم‌ارزی فوق شماراست. برای این منظور. می‌توانید تابع 

fiX SN ۰۰۰۰۲۷ N( جمله‎  < |X|) 
f(t, ((مه,.‎ = (2, °°, 2) 


را در نظر بگیرید. که در آن )2 ها همان :2 ها هستند که به ترتیب صعودی مرتب شده‌اند و 


۷ ۱۵ (قضبه ) فرض کنید f : AN alg‏ و BON‏ : ویک به یک باشند. دز این 
صورت نابع fxg: 4 × BONN‏ = با تعریف 


h(a, 6) = (f(a), 9(6)) 


یک به یک است. حال مسئله ۷۰۱۷ را به کار ببرید. 


۱۲۰۷ حکم را با استقرا روی cul n‏ کنید.  < ۲ sly‏ حکم در فضیه ۷ خثابت 
شده است. فرض کنید حاصل‌ضرب دکارتی هر ۸ مجموعة شمارا شمارا باشد. فرض 
کنید مجموعه‌های ۰۱ 4١‏ شمارا باشند. با توجه به فرض استقراء Ag‏ × ۰۰۰ × ,4 
vat‏ سین تا یه فض ۱۵۰۱۲۷ : (Ay ۰۰۰ Ak) X Anan‏ شماراست. ولی مجموعه 


اخیر با «بیر۸ ۰۰۰ × Ay‏ یکریخت است. پس این مجموعه نیز شماراست. 


۷ از آن‌جا که ۸ ~ P(N)‏ (مسئلهة ۱۸.۱۴ را ببینید) و چنان‌که در Mus‏ ۲.۱۷ 
دیدیم R‏ ناشماراست پس P(N)‏ ناشماواست: 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۸ 


۸ الف) درست است. زیرا (۲ ,۱ = (0,9). 

ب) درست نیست. زیرا (۱,۲,۳) 2 [۱,۲)؛ یاد آوری می‌کنيم که (/)۷ = (۸) ۷ اگر و 
تنهااگر k=l‏ 

ب) درست است. زیرا با توجه به مسئلة ٩.۱۴‏ و قضیه ۴ ) بد زا بد ,2. 

NZ RY: YF مضه‎ ar تیش ی‎ Cand CS 

[oy NE ۱۸۷۱۱۲ رو با خد به مستله‎ ciel درشت‎ OS 


۸ فرض کنیم N(k)‏ = ۸ و (۸۷ = 8. دراین صورت با توجه به تعریف ۴.۱۸ 
iN )۸( ~ 2۷ )(‏ و مسئله اخیر موضوع مسئله ۴ Ch)‏ است. 


۷۱۸ بنا بر قضیه ٩.۸‏ داریم: 
و بح ۸ ج [A] = [{B]‏ 


بعنی ‏ > CardA = CardB ¢4 A‏ پس عدد اصلی تعریف شده در تعریف ۸ صدق 
کا 


۲.1۸ فرض کنیم CardB = Card B' ya = Car dA = CardA’‏ = 8( یعنی Ax A‏ 
و 2 ید 2 (مسئلة ۷۰۱۸ را ببینید). باید نشان دهبم اگر CardA > CardB‏ آن‌گاه 
CardA’ > ۲‏ به این منظور نشان می‌دهیم اگر تابعی یک به یک از ۸ به 7 وجود 
داشته باشد آن‌گاه تابعی یک به یک از ۸ به BY‏ وجود دارد. فرض کنیم ۸ ج 4  :‏ و 

7 + 8 : و پکریختی باشند و 8 + 4 : ۸ تابعی یک به یک باشد. در این صورت 


A!) 9 AD BOB‏ :۲ و 


تابعی یک به یک از ۸ به BY‏ است (چرا؟). 


۳۹2 مات زمیات 


۸ (فضیه) فرض کنیم |4۸| = »و |8| = 8. چون 8 > » و ۰ > 7 توابع یک به 
یک + ۸ : f‏ و ۸ ج 8 : و وجود دارند. بنا بر ates‏ سل ۸ < ۸ و در نثیجه =P‏ 


۱۳۸۸ (قضبه ) جون برای هر مجموعه ۸ ۸ جب ۸ : 20 یک به بک است؛ > انعکاسی 
(چرا؟). بنا بر قضیه شرودربرنشتاین؛ > پادمتقارن است. بنابراین؛ > رابطه‌ای ترتببی جزئی 


۸ برای اثبات 2 > »» باید نشان دهیم 8 > ya‏ ۵ ه. به عبارت دیگر با فرض 
CardB 4a = CardA‏ = 7 باید نشان دهیم تابعی یک به یک از ۸ به 8 وجود دارد ولی 


به یک از («) N‏ به × وجود دارد (تابع شمولی). در ننیجه CardN(n) > CardN‏ یعنی 
۰ > . ولی SUN‏ مجموعه نامتناهی است ONT)‏ را ببینید). پس بنا به تعریف ۱.۱۲۱ 
N(n)‏ و نمی‌توانند یکریخت باشند. بنابراین .× > «. 


۲ فرض کنیم » یک عدد اصلی نامتناهی باشد. یعنی 00۳0۸ = ۰ که در آن A‏ 
یک مجموعه نامتناهی است. بنا به قضیه ۰۷۰۱7 ۸ زیرمجموعه‌ای یکریخت با N‏ دارد. 
در نتبحه تابعی یک به یک از N‏ به A‏ وجود دارد. بنابراین ۸ < CardN‏ بعنی Xo <a‏ 


۱۸۰۸۸ جون NN CR‏ تابع یک به یک شمولی از RAN‏ وجود دارد. در نتیجه 
CardN < ۵‏ بعنی X‏ < ۰ . از طرفی. با توجه به Aad‏ ۴ نر آ. بنابراین 
Kass X‏ 


۸ (فضیه) ab‏ (2)۸ + ۸ : با تعریف 
(Ve € A) f(x) = {zx}‏ 


یک به یک است و در نتیجه Le JA] > [P(A)|‏ بر GA P(A) terre‏ ادن تیه 
[P(A)|‏ > ۰۱۸۱ 


۸ نبا به مسئله ۱۸.۰۱۴ P(N)‏ < ۸. پس JR] = |P(N)|‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۱۸ ۳۷ 
۸ نا به فضیه ۰۱۹۰۱۸ به ازای هر مجموعه جون A‏ داریم: 
<IPPA} <=‏ ان ی 


در نتبجه اگر 00۳0۸ = Soa‏ عدد اصلی ااه ملا ,۰۰-۰ باشد. دنبالة فوق یک 
Slee‏ اکیدا صعودی از اعداد اصلی نامتناهی است. 


۸ دسا اعداد نامتناهی؛ متناهی نیست زیرا دنباله‌های MST‏ صعودی آورده شده 
در ۲۱۰۱۸ متناهی نیستند به اين دلیل که بنا به فضیه ۸ به ازای هر مجموعه 
[P(A)| 4‏ > ۰۱۸۱ بزرگ‌ترین عدد اصلی وجود ندارد. زیرا اگر بر خلاف؛ فرض کنیم 
CardA‏ = » بزرگ‌ترین عدد اصلی باشد آن‌گاه از این‌که [P(A)|‏ > |۸| = » به تنافض 
ر 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱۹ 


۱/۱۹ فرض کنیم 00۳۵۸ = CardB' ya‏ = . روشن است که }\{ Al x‏ بد ۸ 
و (۲) × '8 > 9 در نتیجه اگر قرار دهیم (۱) × ۸ = ۸ و (۲) × '8 = 8 آن‌گاه 
CardA = 00۳0۸ =a‏ و 8 = .CardB = CardB'‏ به علاوه ANB = Û‏ 


۳۹ فرض کنیم ۵  <‏ و 7 B=‏ بايد نشان دهیم 7 + و = 0 + ,۵. فرض کنیم 
CardB wa’ = 00۳۵۸ ia = CardA‏ = 0 و 00۳01۲ = 8. به علاوه با توجه به مسئله 
۹ بدون از دست رفتن GAS‏ مطلب. می‌توانبم فرض کنیم 0 = 8 ۸۲ و 0 = ۲ ۸4. 
حال جون a = a!‏ داریم ۸ > 4 و جون 7 = 2 داریم 7 < 8. در نتیجه با توجه به 
AUB ~ ۸۱۵۷ ۰۲۰۰۱۴ aus‏ ازاین رو بنا به تعریف جمع اعداد اصلی» ۵+۵ = A+B‏ 


۵20.٩‏ روشن است که (۳) {a,b,c} = N‏ و Ae, f,g,h} > N(¥)‏ در نتبجه اگر فرار دهیم 
a,b,c}‏ = 4۵ داریم ۳ = CardA‏ و با فرار دادن fe, f,g,h}‏ = 8 داریم ۴ = CardB‏ 
ریم وبا فرار ریم 


بنابراین»؛ حون 0 = ANB‏ بنا به تعربف جمع اعداد اصلی؛ 
=CardA + CardB = Card(AU B)‏ ۴ + ۳ 


ولی به روشنی» )¥ AUB‏ پس ۷ < ۴ + ۳. 


٩‏ بنا به مسئلةٌ ۰۸.۱۴ با فرض این‌که 7 مجموعة اعداد طبیعی زوج و 0 مجموعه 
اعداد طبیعی فرد است. داریم ۷ < £ و × < 0. پس .× = |8| و .× = |0. در نتیجه 


X. +X. = Card(EUO) =CardN=y, 


توجه کنید که 0 = 0 . این مسئله را می‌توان با استفاده از این‌که اجتماع کو او د 
شمارا» شماراست نیز ثابت کرد (جطور؟). 


۳۷۰ مبانی ریاضیات 


: داریم‎ iN 0 )°, ۱( -<- ۷0 و‎ Card(o,\) = x «< CardN = x, از آن‌جا که‎ ۹ 
2۰ +x = Card(N U ,ه)‎ ۱(( 


.۰ †X >  ینعب‎ .Card(N U (°,1)) > cardR = x لا[ پس‎ (0,1) CR iy 
داریم:‎ (2, ۱( C N U (0,1) برعکس: جون‎ 


x = Card(0, 1) < Card(N U (°, 1)) = x. +X 
Xe + × = × شرودربرنشتاین›‎ daa دو نة بنا در‎ 


7 = 0 (فضیه) فرض کنیم 4 8 و € مجموعه‌اند و |4| = ۰ 8۱| = 2و‎ ٩ 
.۵» 1 ۰ < +۵ < ۰ ۸۱1۷ 20۱1 4 < ۸ الف( چون‎ 
(چطور؟).‎ » + B= 8 + ۲ل 2 ه‎ = ۷۱۵۲ SY ب) جون برای هر دو مجموعة × و‎ 
2۲ لا‎ (YU 2( = (XUY)UZ 7 پ) چون برای هر سه مجموعه × ۷ و‎ 
(جطور؟).‎ a + )8 + 7) = م)‎ + ۵( + 


4.44 الف) درست نیست. زیرا اگر × = » و .× = oF‏ آن‌گاه بنا به مسئله 2۳۰۹ 
ه = 8 + . ولی مشاهده می‌کنيم B= ×. Fo‏ زیرا 0 7 . می‌توانید نشان دهید به آزای 
هر عدد اصلی متناهی چون Xo + ۰ = ×. in‏ 

ب) درست نبست. زیرا با فورض ,× = ۰ ۱ = 2و .× = ۷ داریم: 


at+t8=y.+\)=Card(NU{\})=y. 


دلیل تساوی آخر چیست؟ همچنین 
نا به مسئله 1.1۹ ) =X. +×. HX.‏ + 
ولی + 8 زیرا (۱) 2 . می‌توانید نشان دهید به ازای هر دو عدد اصلی متناهی چون 7 و 
Xo -۳ 1 << ۰ Fm «on‏ 
پ) درست است. در واقع حالت ol‏ از حکم خوشتعریفی جمع است که در ۲.۰۱۹ 
نشان دادیم یعنی 


0 < ۵ 2: << +5 2۵4+ 


۸۹ فرض کنیم ۵ = » و 2 ub B=‏ نشان دهیم ۷۵ = 08 فرض کنیم 
CardB. a’ = CardA' «a << ۸‏ = 8 و 00۳08 = ۰۵0 جون ۵ = »و 8 (B=‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۱٩‏ ۳۷۱ 


نتیجه می‌گیریم ۸ ~ ۸ و او[ بح 8. حال با استفاده از قضبه ۴ تنتیجه می گبریم 
او .Ax B ~ A’ x‏ بنابراین a8 = ۵*0 ga, Card(A x B) = Card(A' x B’)‏ 


TET‏ فرض {a,b} rid‏ = 4 و {c,d,e}‏ = 8. از آن‌جا که uA > N(Y)‏ داریم 
CardA = ۲‏ و جون. (۳) ۸۷ > 73 داریم ۳ = .CardB‏ در نتیجه Card(A x B)‏ = ۲ ۲ ۲. 


ss 
A x B= {(a,c), (a, d), (a, e), (b,c), (6, d), (b,e)} 


.۲ ۲۶ ۳ < ۱ پس‎ Card(A x B) = ٦ aes Ax 8 ند‎ N(V) وروشن است که‎ 


۹ بنا به مسئله ۰۱۸۰۱۴ × < NX N‏ ولی .× = -CardN‏ پس از بکریختی 
فوق نتبجه می‌گیریم .× = .×.. البته این حکم را می‌توان از این وافعیت هم نتیجه گرفت 


۱۳ (قضیه) فرض کنید ۰ ۲ و 7 مجموعه‌اند. برای اثبات احکام فضیه به ترتیب 
از مطالب زیر استفاده کنید. چگونگی اثبات قضیه را توضیح دهید. 

الأ( X‏ بح ۸6 « (۱/ بح (۱) « کر 

2: ۷: ۷ ار(‎ (oS 

2 ۲ SY XX (oe 

OS‏ را ان 

Xx (YU2Z) = (X xY) U(X x 2) مه‎ 


۹ 55 «الف» درست نیست. مغلا آگر ca = 2 x.‏ آن‌گاه ار مسثلة ۱۳.۱۹ 
داربم ‏ = ۵ در صورتی که ۱ # .a‏ می‌توانید نشان دهید برای هر عدد اصلی متناهی 
MAX. =X. ۰ # o‏ 

گزار؛ «ب» درست gs‏ زیرا اگر xe‏ = ۱:۵ = 8و , = آن‌گاه .بر = 0B‏ زیرا 
بد (۱) × N‏ و .× y=‏ (بنا به مسئلة ۱۳۰۱۹ ) و ه و ۰ ولی BAY‏ می‌توانید نشان 
دهید برای هر دو عدد اصلی متناهی چون NX. = MX. iN gM‏ 

گزاره* «پ»» بنا به خوشتعریفی ضرب اعداد اصلی درست است (جطور؟). 


۱۷۹ فرض کنیم ۵ = »و 0 B=‏ بابد نشان دهیم a!‏ = . فرض کنیم 
CardA’ «a = CardA‏ = کم CardB’ 8 = CardB‏ = 0. جون "۵ = »و 8 B=‏ داریم 
Ax ۸‏ و '8 < 8. حال با استفاده از قضیه ۲۵.۱۴ نتیجه می‌گيريم ۸ بد AB‏ بنابراین 


whol, مبانی‎ ۳۷/۳ 


a = a/b بعنی‎ ‘Card(A®) = Card(A’®’) 


۹ نا به قضبه ۰۲۳۰۱۴ به ارای هر مجموعه چون A‏ داریم 24 < (۳)۸. به‌ویژه 
داریم 2% < P(N)‏ ولی بنا به مسئله ۰۱۸۰۱۴ < P(N)‏ بنابراین 


x = CardR = CardP(N) = Card(2) = ۷و‎ nae Bs 


۶۹ (فضیه) فرض aS‏ ۲ ۲ و 7 مجموعه‌اند. برای اثبات احکام قضیه به ترتیب 
از مطالب زیر استفاده کنید. چگونگی اثبات قضیه را توضیح دهید. 
الف) (0) = X®‏ 
از eX:‏ 
پ) اگر 0 = 7 ۸ ۲ آن‌گاه ۶× × XY‏ یم ۲۷2)ز 
XYxZ ~ (x22 (wu‏ 
ث) XR 2x2 xv?‏ 


۹ (فضیه) فرض کنید ۲ ۰۲ 7 و 7 مجموعه‌اند. برای اثبات احکام فضیه. به 
نرتیب از مطالب زیر استفاده کنید. جزئیات اثبات را بنویسید. 

الف) فرض کنیم 0 = ۸2 × و 0 = ۸1 ۲. اگر alg‏ ۷+ × : و 7ج 2 : ویک به 
کباش oil Sasa PUGS UG YY UP sO)‏ 

ب) اگر توابع ۷ + × :]و 7 + 2 : ویک به یک باشند. آن‌گاه ج 2 fxg: Xx‏ 
7 یک به So‏ است. 

پ) اگر ۷ + × : f‏ و 7 + 2 : ویک به یک باشند. آن‌گاه تابع sy?‏ کر ایا 
تعریف زیر یک به یک است : برای تابع +X‏ 2 : بل 


p(k) = fokog' 
که در آن 2 - 7 'و وارون چپ واست. (توجه کنید که تابع ۲ +۲ : وه ۴ه ۶ لزوماً‎ 
(thal TEE ادعا این است که تابع‎ owns Oy پک‎ 
از طرف دیگر بنا به‎ JA] > [P(A)] ۸ برای هر مجموعهٌ‎ ۰۱٩۰۱۸ بنا به قضیۂ‎ ۲۱.1۹ 
یران‎ PA) OA AT فض‎ 
PAE 


در نتیجه » برای هر مجموعه جون Al > yIAl (A‏ پس sl»‏ هر عدد اصلی ۵ a > Y*‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۰ 


۲,۲۰ داریم }0{ — P(X)‏ > ۸ و در نتبحه {a,b,c}‏ 0 ۲۳۲۰ نابع‌های 
fig: ۸ + 4‏ با تعریف‌های زیر دو تابع انتخاب برای A‏ هستند: 


A | {a} )( {ce} {a6} {ac} {bch 1a, ¢} 
F(A) a 0 0 0 0 b a 
g(A) | a b 6 b c 6 0 


۰ )4428( «ب» ج «الف»: فرض کنیم 4ل + ۸ : f‏ تابع انتخاب برای ۸ است. 
در این صورت C = If‏ مجموعه مورد نظر است (جرا؟). ۱ 
«الف» > «ب»: فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای ناتهی از مجموعه‌های ناتهی (نه لزوما دو به 
دو مجرا) باشد. مجموعه 


B={Ax{A}:AEA} 


را در نظر می‌گیریم. روشن است که برای هر ۸ 6 ۸ 8 # Ax {A}‏ (جرا؟) و برای 
هر دو مجموعه منمایز 6۸ 8 ,4 0 = (A x {A}) 0 )8 x {B})‏ (چرا؟). بنابه فرض 
«ب»» مجموعه‌ای چون ٥‏ وجود دارد به طوری که برای هر 8 € Ax {A}‏ مجموعه 
(A × {A})‏ 00 تک‌عضوی است. فرض کنیم ((۸,مع)) = {AP‏ × 6۸ که در آن 
۸ € ه. ab‏ ۸ ل + ۸4 : 7 با تعریف 

(VAEA) f(A) < 74 


یک تابع انتخاب برای ۸ است (She)‏ 


۰ (فقضه) (Sy > (wy‏ واضح است (جرا؟). 
«پ» > «ب»: فرض کنیم B‏ مجموعه‌ای نانهی از مجموعه‌های نانهی دو به دو 
مجرا باشد. مجموعه UB‏ = × را در نظر بگیرید. بنا بر «ب» یک تابع انتخاب چون 
P*(X) -+۱[۳۳)۶( = ×‏ : و وجود دارد به طوری که 


(VAEP*(X)) f(A)EA 


YF‏ مبانی ریاضیات 


روشن است که تابع تحدید 8 لا + 5 : و|و = Sef‏ تابع انتخاب برای B‏ است. 
«الف» > ey)‏ فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای نانهی از مجموعه‌های ناتهی )43 Lay!‏ دو به 


دو مجزا) باشد. مجموعه 
B={Ax {A}: AeA}‏ 


ر در نظر می‌گیریم. به آسانی دیده می‌شود که 8 در فرض‌های «ب» صدق می‌کند. پس 


A‏ × (مل) = 8 |« 8 : و 
وجود دارد به طوری که برای هر ۸ € 4 x {A}) ۸ × {A}‏ ۸)و. تابع 
f:A+ UA‏ 
با تعریف زیریک تابع اتتخاب برای A‏ است (چرا؟) 
x {A}))‏ 4)و)رر (VAE A) F(A) = Duy‏ 
که در آن (UA) × A>UA‏ رہ ں٥‏ تابع تصویر روی JA‏ است. 
۰ (قضیه) «ب» > «الف»: فرض کنیم {Aihier‏ = ۸ مجموعه‌ای ناتهی از 


مجموعه‌های ناتهی باشد. بنا بر «الف» تابعی جون :۸ Uier‏ ج ۸ : ] وجود دارد به طوری 
که 


(VA; E A) f(A:) € A; 
وبا تعریف‎ lo Use, Ai روشن است که تابع‎ 
(Viel) g(t) = f(Ai) 


متعلق به :۸ Tig,‏ است و در نتیجه Tier AAO‏ 
«الف» ج «ب»: مشابه بالا اثبات می‌شود (جطور؟) 


۰ (فضیه) «ب» > «الف»: فرض کنیم تأبع Lig fs ۸ + B‏ باشد. مجموعه زیر 
ادر هی کرت 


A= {f~'(y):y € B} 


ها ا مایا رف ۳۷۵ 
چون f‏ پوشاست» برای هر 8 ع ی #0 f(y)‏ پس یک تابع انتخاب چون 

4+4 : « 
وجود دارد به طوری که برای هر ۸ € A(X) € XX‏ تابح 4 + 8 : ورا به صورت زیر 
تعریف می‌کنیم: 

(Vy € B) g(y) = ۰۴۲ ۲ )۵((‏ 
نشان دهید و خوشتعریف است و و4: = fog‏ (اثبات فضيه ۱.۲۰ را نیز ببینید). 
«الف» ج (Wey‏ فرض کنیم ۸ مجموعه‌ای نانهی از مجموعه‌های ناتهی باشد. بنا بر 

۰ می‌توانيم فرض کنیم که عضوهای ۸ دو به دو مجرا هستند.تابع 

g JAVA 


را با این تعریف در نظر بگیرید که برای هر g(a) = Aca € UA‏ که در آن A‏ € ۵. نشان 
دهید و خوشتعریف است. همچنین؛ و پوشاست, زیرا ۰۰۰۰۰۰. پس, بنا بر «ب». و دارای 
وارون راستی جون ۸ ل] + ۸ : f‏ است. حال نشان دهید f‏ دارای ویژگی یی تابع انتخاب 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۱ 


۱ تابع 2 ب 7 : ۸ با تعریف 2- = Me)‏ نمونه‌ای از یک عمل یکانی روی 
7 است. توابع جمع و ضرب از 2 × 2 به 2 عمل‌های دوتایۍ زوی 2 هسنند. تابح 
ب 7 ۷« 7 7 7 : ۸ با مثلا با تعربف 


A(z, ۷, 2( = (x a ۳ 


۱ ۷ تحت عمل بکانی تعریف شده در مسئله ۲.۲۱ (روی (Z‏ بسته نبست. زیرا 
برای مثال × € ۲ ولی  .۸)۲( =-TEN‏ تحت عمل‌های دوتایی جمع و ضرب تعریف 
ورا fos‏ هد تین iy Calais‏ خان و aioe ole‏ در غد 
طبیعی عددی طبیعی است. N‏ تحت عمل سه‌نایی تعریف شده در مسئله ۲۰۲۱ روی Z‏ 
بسته نبست. برای N Sle‏ € ۲,۲,۵ ولی آظ ۶ ۵- < ۳(۵ - ۲) < (۳,۵ ,۸)۲. 


۱ الف) این عمل N ogg) IS‏ خوشتعریف نیست. زیرا برای N GEN‏ ¢ -. 
برای مثال × 2 ۲ - در حالی که YEN‏ 
ب) این عمل یکانی روی 7 خوشتعریف است. زیرا برای هر Z‏ € 2 داریم 2 € 2-. 
همجنین اگر ‏ - 7 آن‌گاه - “r=‏ 
پ) این عمل دوتایی روی 72 خوشتعریف نبست. در ably‏ بسنه نیسث, زیرا برای 
2 > ل 2 لروماً عضوی از 7 نیست. مثلا اگر ۱ و ۲ دان 2 2 + - ع. 
ت) این عمل دوتایی روی Z‏ خوشتعریف است. زیرا برای هر 2 € ر ,× داریم 2 € ل - 2. 
همجنین اگر 2 = « و ن = ن آن‌گاه ال - 22 < 1 - 5. 
ث) این عمل دوتایی روی Q‏ خوشتعریف نیست. در واقع * تابعی از 4 × Q‏ به @ نیست. 
برای مثال ‏ * ۱ تعریف نشده است. 
¢( این عمل دوتایی روی Q*‏ خوشتعریف است» زیرا برای هر "0 € و ,ت داریم ”@ € . 


به علاوه اگر sy gama’‏ ن آن‌گاه ج =2 


۳۷۸ مبانی ریاضیات 


AUB=A'UB آن‌گاه‎ B= 9 به علاوه اگر ۸ = ۸ و‎ AUBCX 
.۸ ۲۱ آن‌گاه ۸۲ < ظ‎ B= B همجنین اگر ۸ ۸ و‎ ۰۸ BC & 


Tey = Tt =A=Y و ۲ - 2+7 و‎ 


صل در ستون دوم و سطر سوم جدول @ 


۱ عمل دوتایی داده شده در «ت». که همان تفریق روی 7 است» شرکتبدیر و 
تعویضپذیر نیست (چرا؟) و همچنین chlo‏ عضو همانی نیست (چرا » عضو همانی * 
تتنشت ۱ ): 

عمل دوتایی داده شده در «ج»؛ که همان تقسیم در }2{ - Q* = Q‏ است. شرکتیدیر و 
(۲ + ۴) + ۲ +(۴ + ۲) تعویضپذیر نیست. برای مثال ۶ # ج (جرا؟). این عمل عضو 
همانی ندارد البته برای هر *@ ع 2. z‏ = ۽ = ۱ * ته ولی برای VERS Aa‏ 

عمل دوتایی داده شده در «چ»» که مان عل 2(0 اس یا Sty‏ هام 
اجتماع شرکتپذیر و تعویضپذیر است. همچنین Ae game‏ 0 عضو همانی این عمل است. زیرا؛ 
برای هر × € ۸4 ۸ 0۱ = ۸ = ۸۱10 

عمل دونایی داده شده در «ح»» که همان el PX) eo lee‏ توت کی‌های 
اشتراک » شرکتپذیر و تعویضپذیر است. همچنین مجموعه × عضو همانی آن است, زیرا برای 
هر × € ۸ داریم 0۸ =۸ = 01 ۸. 


1.۲۱ (قضبه) فرض کنیم هر دو عضو ؛ و ey‏ در ۸ همانی باشند. abso‏ ووت 
و 
ریم 


حل مسئله‌ها و OLY‏ قضیه‌های فصل ۲۱ ۳۷۹ 


(زیرا ۰۰۰ همانی است) ۱ = 6۱ 
(زیر ey (Saini‏ 


۱ 


پس عضو همانی در صورت وجود منحصر به فرد است. 


۴.۲۱ جدول کبلی ul,‏ یکت عمل دوتایی {e, a,b} Say‏ است که » عضو همانی 


ف 


>» ols 
هه‎ 0 AIR 


b 
b 
€ 
b 


B/D‏ 2 ج 


حون 6 = ۵ * ۵ و 0 *0 < 6 < 0 * ۰ پس » وارونیدذیر است و » و 6 هر دو وارون 0 هستند . 


۱ (قضبه) فرض کنیم 4 € ٩‏ و ay ay‏ وارون » باشند. در این صورت., داریم: 


3۹ = 6 * است)‎ ۰۰۰ e (زیرا‎ 
= (ay * a) * ay ( er elect (زیر‎ 
— ay *(a*ay) ( Whispers aes 15) 
تسج‎ ay * 6 ( eee کا‎ ba) 
= ay ( rap eee ae (زیرا‎ 


در نتیجه وارون » در صورت وجود منحصر به فرد است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۲ 


yor y‏ ا Q‏ همراه با اعمال Ay, Ap, Ag, Ag]‏ ,۱() یک دستگاه جبری است که در 
آن Q‏ ج fo}‏ : ۸,۸۲ دو عمل صفرنایی‌اند با تعریف: 

۸۲)۶( = ۱ yA\(e) = 0 
Cape A(z) = Wt یک عمل یکانی است با تعریف‎ ۳ : Q OQ, 


Q‏ چ NG : Q x Q‏ رد غفل دونایی هستند که به صورت زير تعربف می‌شوند: 
Ae (m,n) = m+ n‏ و Ag(m,n) = m.n‏ 


Ny Ze fo} (all ۲‏ زیردستگاه (. ,+ ;2) هستند. زبرا (10» 7 و تحت جمع و 
ضرب اعداد صحبح بسته‌اند. مجموعه اعداد صحيح فرد زیردستگاه (. ,+ ;2) نیست. زیر 
نسبت به جمع بسته نیست؛ برای مثال ۸ = ۳ + ۵ فرد نیست. 

ب) 7 یک زیردستگاه Ay, Ae, Ag, Ag)‏ ,۸۱ :0) است؛ زیر VEZ‏ ,ه و 2 نسبت به جمع 
و ضرب اعداد گویا بسته است. به علاوه» 2 نسبت به Ap‏ بسته است. زیرا برای هر TED‏ 
7 ۰-. ولی ‏ زیردستگاه دستگاه جبری فوق نبست. زیرا × نسبت Ay dy‏ و ۸۲ بسته نیست. 


۲ (+:7) یک گروهواره است و N‏ یک زیرگروهواره آن است. همچنین (-:2)» 
(P(X); 9) «(P(X);U) 06: ۰( ۰): +) ۰2, (‏ مثال‌های دیگری از گروهواره‌اند. 


۲۳ همه مثال‌های داده شده در ۷۰۲۲ (Z,—) jou‏ نیمگروه هستند. توجه کنید که 
ott iS sce‏ تیس) برای میا (۱ ۱۳۲ و ۱ ۲ : 


۲ فرض کنید 7 زیرنیمگروه A‏ باشد. در این صورت بنا به تعریف؛ 8 تحت + بسته 
ایام دی سیفن کت B‏ تحت * بسته باشد. حال برای Soul‏ نشان دهیم 8 یک 
زیرنیمگروه A‏ است LL‏ ثابت کنیم تساوی 


a * (b *c) = (a *D) *c 


YAY‏ مبانی ریاضیات 


برای هر 8 € 0,9,۰ درست است. ولی از آن‌جا که BC A‏ و تساوی فوق برای هر سه عضو 
A‏ درست است» نتبجه می‌گیریم برای هر سه عضو 8 نیز درست است. از cpl‏ رو 7 Sa‏ 


زیرنیمگروه ۸ است. 
(P(X); 6 X) (P(X); U, 0( (N;., ۱( (Z;4, °) sah ie‏ مثال‌هایی از نکواره‌اند. 


N fo} VV‏ یک زبرتکوارة (۰ ,+:2) است. Ne{V}‏ و مجموعه اعداد طبیعی فرد 
زبرتکوار؛ (۱ ,. :۸۷) هستند. (2,0) یک زیرتکوارهٌ (0,دا:(26)) و همچنین یک زیرتکوارة 
(P(X);9, X)‏ است. 


(P(X), A) ۰)2/ Sn @) (Q*;.) )2:+( ۲‏ که در آن A‏ تفاضل متفارن است؛ 
مثال‌هایی از گروه هستند. (۱ ,.:2۷) یک تکواره است که گروه نیست زیرا هیچ عدد طبیعی 
۱ 7 نسبت به ضرب وارونپدیر نیست. همچنین تکواره‌های (0,ل26(:۱)) و X)‏ ,26(:۲)ظ) 
گروه نیستند (چرا؟). 


۲ (قضبه) الف) بنا بر فقضبه ۱۲.۲۱ عضو همانی همپشه منحصر به فرد است. 
ب) چون عمل گروه شرکتبذیر است؛ بنا بر فضا ۱ وارون هر عضو منحصر به فرد 
staal‏ 


پ) جون ` 27 ۷ = 6 = ee‏ 2 ووارون هر عضو منحصر به فرد است: 2 وارون xz‏ 


ت) چون 
(yea) =e = ) ۱۶۵۰ * (2 *y)‏ +( +ه) 
(چرا؟)؛ و وارون هر عضو منحصر به فرد است؛ ۱ 27 × yn)‏ وارون ۰ است. 


YY.YY‏ گروه‌های داده شده کر زد ۱۸۰.۸۳۲ ای ash‏ ولی برای مثال» مجموعه همه 
توابع وارونپذیر (یکریختی) از مجموعه ۸ به de gers‏ ۸ همراه با عمل ترکیب توابع یک گروه 


1 1 ¥ x ۳ ¥ FY 
“Gavi we Xe ADULTS A 9 
زیرا‎ fog #gof آن‌گاه‎ 


a 1 ¥ ¥ x ۷۲ ¥ ¥ 
Gone ۲ ۲ (fem | ۲ ۱۷ ۳ 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل YAY YY‏ 


f.۲‏ ([ه )) 4 مجموعه اعداد مجح رو مجموعه مضارب نیم ۳ مثال‌هاپی از 
زیرگروه‌های )+ (Z;‏ هستند. در واقع» برای هر عدد طبیعی in‏ مجموعه مضارب صحیح n‏ 
زیرگروه (+ ;2) است. 


)R ۴ +, .( )P)X(; 4,0) (Q;4,.) (Zi t,.) ۲‏ که در دستگاه آخری + و . 
همان جمع و صرب توابع هستند » و )©,® (Z/ =n,‏ مثال‌هایی از حلقه‌اند. 


YA.YY‏ الف) داریم ٥‏ + هو = (ە + 2)0 = 2۰ زیر oa‏ = > + » و صرب روی جمع 
توزیعبذیر است. حال با جمع کردن دو طرف تساوی با (20)- به دست می آوریم ۵۰ = ۰. 
به همین ترتیب می‌توان نشان داد ه = »ه. 

ب) چون ضرب روی جمع توزیعپذیر است و * = ty‏ - داریم: 

2)-۷( + zy = (yg + y) = zo = o 

و به همین ترتیب می‌توان نشان داد © = cy + 2(—y)‏ بنابراین 2(—y)‏ قرینة 2۷ است» بعنی 
.2(—y) = —(ry)‏ به طور مشابه می‌نوان نشان داد (2۷)- = ون (2-). 

ب) با استفاده از «ب» داریم: 


)-2()-9( = -(z(-y)) = —(-(zy)) = zy 


ٺ) داریم 
a(y—z) = =)y + )-2(( = zy + 2)-2( = zy + )-)22(( = zy - 2‏ 
و به طور مشابه 22 - چن = 2(2 - ل). 
۲ همه حلقه‌های داده شده در ۲۷۰۲۲ تعویضذیر و بکدارند. ولی برای Sle‏ 


gare‏ 26 همه ماتریس‌های ۲ × ۲ با درایه‌های در Z‏ همراه با جمع و ضرب معمولی ماتریس‌ها 
حلقه‌ای است که تعویضیذیر نیست ولی IS‏ است. 


۲ 72 زپرحلقه (. ,+ :) است؛ X}‏ ,0( زيرحلقهٌ (0 ,4 ;(×)2) است. LT‏ مجموعد 
}0{ و de game‏ اعداد صحیح زوج زیرحلقه (. ,+ ;2) هستند؟ 


)R 4,.) ۰0: +,.( ۲‏ )6 ,2۳:6 /2) مثال‌هایی از مبدان هستند. ولی (۰,+:2)؛ 
(P(X); A,r)‏ مثال‌هایی از ladle‏ که میدان نیستند. 


AF‏ مبانی ریاضیات 


۲ فرض کنید (. ,+ ۳) میدان است. بنا به تعریف» عمل ضرب F‏ تعویضپذیر و 
دارای عضو همانی است. پس ۲ حلقه‌ای تعویضبدیر و یکداراست. به علاوه با توجه به ندکر 
VFO ۲‏ همچنین اگر z € ٣۴‏ ,ل ,2 و Fo‏ ± و 22 = باه آن‌گاه با فرض این‌که 2-۱ 


Oy sly‏ نسبت به ضرب است. داریم: 


۾ = ۱2 = ۱۵(2 2) = \(2z)‏ 27 = (۱)2 :2 = را( 
بس ۲ دامنه‌ای صحیح است. 


۲ هیات (Q,4,.)‏ زبرهیات (R,4,.)‏ است. هبات ( ,+ ,) زیرهیات ).,+ (C,‏ 
است» که کان 9 مجموعه اعداد مختلط است. هيات )9,0 ,= (Z/‏ زبرهیانی بجر خودش 
ندارد. زیرا؛ با توجه به تدکر ۲۸۰۲۲ هر زیرهیات آن باید ۱ و » را شامل شود و نسبت به 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۳ 


۳ الف) cal‏ م از گروهوارهُ )+ (Zi‏ به گروهوارة (+:۲2) یکریختی است. به روشنی؛ 
م تابعی دوسویی انت همحنین» ‏ همریختی است: زوا یراج هر :7 € m,n‏ داریم: 


p(n + m) = Y(n +m) = Yn + Ym = o(n) + olin) 
به گروهوارة )+ ;۲7) بکریختی نیست. زیرا» ۷ همریختی‎ (Zi +) م از گروهواره‎ oe ب)‎ 
این دو گروهوارهنیست. درواقع‎ ce 
p(n + m) = (n +m) = Yn + Ym 
در صورتی که‎ 


p(n)p(m) = (Yn)(Ymn) = Frm 
داریم:‎ 77,۰ € N زیرا برای هر‎ cab الف)‎ yar 
pin +m) = ۲۳۲۳ = ۲۳۰۲۳ = p(n).p(m) 
ب) خی زیرا ۲۳ و ۲۳ + ۲۳ برابر نیستند.‎ 


۳ بله» تابع م به روشنی یک به یک و پوشاست. همجنین م همریختی است. زیر" 
برای هر R‏ € ۷ ,2 داریم: 


p(z + y) = e” = e”. = (اام. (ع)م‎ 


ows ۳۸3 


(dues) ۳‏ باید نشان دهیم رابطه بد انععاسی : متقارن و متعدی است. 

الف) انعکاسی: چون GG‏ و0 یکریختی است. 6 < ). 

ب) تقارنی: فرض کنیم 0۲ + 6 ٥:‏ یکربختی گروه‌هاست. روشن است که 
Gy + Gy‏ :7۱ دوسویی است. حال فرض کنیم €۲ > ,۰۷ باید نشان دهیم: 


( ۲ 7م رمع ۱( +٢‏ )ب 


چون IG‏ هر یک از دو عضو دو طرف این تساوی تحت م برابرند (چطور؟) و 9 یک به 
پ) نعدی: اگر Gy‏ رح 7 ۱ و Gy‏ شب Gy‏ : ۲م بکربختی باشتند:. آن گاه 
Py ۰ Py 7 — Gy‏ دوسویی ات حال شا Add‏ ۰۱ ۰ ۲م همریختی نیز هست . uw‏ 


Gy ~ Gy &Gy ~ Gy => G, ~ Gy 


۳ خیر. گرچه تابع م به روشنی دوسویی است و با توجه به مسئله ۳.۲۳ «الف»؛ م 
حافظ عمل جمع است» ولی م حافظ عمل ضرب نیست. زیر برای ۱ ٭ ۸ داریم: 


p(nm) = (nm) + (Yn)(¥m) = g(n)y(m) 


(auas) ۳‏ الف) داریم: 


Pee)‏ (ه)م 


(She)‏ (ه)م + (ه)م 
در نتبجه (۰)م + (ه)م = (ه)م + ه وازاین رو (۰)م = ه (جرا؟). 
ب) چون 


y(—a +a) ($1 >) 


(a)‏ + (0-)م 
(بنا بر «الف») ه < (ه)م 


Hoo 


در نتیجه p(—a)‏ قرینةٌ (0)م است. 


ب) فرض کنیم cul yo t ET‏ صورت. ۰۰۰ وجود دارد به طوری که ۶ = .p(s)‏ حال» 


(ه)م(و۱)م) = e(\s)t‏ 
y(\¢s) (SL >)‏ = 
¢(s)=1‏ = 
به همین ترنیب ؛ ۰ و در Ars‏ ۲ = (2)۱۶. 


ت) مشابه «ب» اثبات می‌شود (چطور؟). 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۳ YAY‏ 


۳ الف) فرض کنبم ٩‏ زیرحلقه 5 باشد. چون ES!‏ 6 ('5)م € )0( = 0 
همجنین اگر ¥(S")‏ € (0)م,(م)م که در آن ٩۷‏ ع a,b‏ آن‌گاه ۶ ع bab‏ - ه. در نتیجه 
داریم: 

("6)م € (ab)‏ = (0)م(ه)م و p(a - b) € 9(S’)‏ = (ه)م - (ه)م 
بنابراین lo ys (S')‏ 7 است. 
(Ww‏ فرض کنیم i i‏ امد "7 باشد. جون "7 ip(?) = OE.‏ )6 € ۰. هم‌جنین؛ 
برای eye ۶ (T")‏ داریم 1 € ply)‏ ,(2)م. در نتیجه» "1 ع gly)‏ — (2)م = y)‏ — ه)م و 
بنابراین 2—y € G(T")‏ همچنین» '7 € (ام(ه)م ‏ (20)م و در نتیجه ay € G(T!)‏ 
پس (7) 2 زيرحلقه 5 است. 


۳ (فضه) (Call‏ فرض iS‏ حلقه R‏ پکدار اسث و ه = ChR‏ برای اثبات حکم. 
کافی است یک همریختی یک به یک چون ۸ ج 7 : م تعربف کنیم (چرا؟). تابع م را به 
صورت زیر تعریف می کنیم: برای هر EZ‏ 


y(n) =n.\R 


که در jh‏ 


۱ 

0 n=o | 

اگر 2< هل EA) ee‏ 
حال نشان دهید م یک به یک است (از © = CAR‏ استفاده کنید) و م اعمال جمع و ضرب را 
ا 


گر ه < ۸ (7 جمله) 4 ...+ 
n1 = 4‏ 


(Vk E Zn) o(k) = k.\R 


فرظ کد و قان تیه و ae So‏ نی اسخ ( از ChR =n‏ استفاده کنید) و م اعمال 
جمع و ضرب را حفظ می‌کند. 


۳ (فضیه) الف) فرض کنیم ۴ هیأت است و ه = ChE‏ تابع ۴ ج و : م را به 
صورت زير تعربف می‌کنیم: برای هر ‘™EQ‏ 
111 
eZ) >)‏ 
حال مشابه قضیه ۰۱۱.۲۳ نشان Babs‏ م همریختی یک به یک است. برای مثال به محاسبه 
زیر توجه کنید: 


مبانی ریاضیات 


TAA 


Plas) 

(mr.\)(ns.\)~' 
)7.۱()۲۰۱()۸۰۱( ۲ ۲)۶۰۱( ۰۲ (جرا؟)‎ 
(m.\)(n.\)~*(r.N)(s.\)7) 

(i )e(5) 


ب) از das‏ 11.۳ «ب» و whe‏ بودن Zp‏ استفاده Ss‏ 


11.۳ همان‌طور که در مسئله ۳ دیدیم تابع 2 ج N‏ : م با تعربف y(n) = Yn‏ 


یک دوسویی تشه به علاوه» برای هر m,n € N‏ داریم: 
mine ۲ > Yn‏ 


بنابراین» ۷ یکریختی ترئیبی است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۴ 


TT‏ حلقه (. ,+ ;2) با رابطه < معمولی اعداد؛ dake‏ (. ,+ ۸۴) که ون + و. جمع و 
ضرب توابع هستند, با رابطه < با تعریف 


f < و‎ <+ f(r) < 9/8( ۷-۶ 6 


مثال‌هایی از حلقه مرتب هستند. 
هیأت‌های ( ,+,۵) ( ,+ ,5 (,+,0) با dal‏ > معمولی اعداد مثال‌هایی از هیأت 


۴ )425( الف) حکم «۱» بلافاصله از بندهای «الف» و «ب» تعریف ۱.۲۴ و 
حکم «۲» از تعریف رابطة ترتیبی خطی اکید نتیجه می‌شود. 
ب) فرض کنیم ‏ > در این صورت * ۶ - « (She)‏ واگر نو - × > ۰ آن‌گاه 
- هت درا <م ده (جرا؟) و در نتیجه ± > 2 که یک تنافض است. در ننیجه ه > ۷ - 1 
(جرا ) و ۴ € ن -:. برعکساگر ۴ € ن - هت آن‌گاه ٥ہ‏ < ن - «. حال لا ج « و ت ۸ ل 
(جرا؟) و در نتبجه Y‏ < 2. 


(Anas) ۴‏ الف) رابطه > متعدی است. زیرا 


EU ey Sz r—-y,y-zeT 


>= 
(Sle)‏ €7 (2-ن) +( -ه) = 
ET‏ - م ج 

=> 2>z CES 


ales,‏ > از فانون سه‌کاتکی as ous eee‏ برای 5 8,7 تھا یکی اد سم حالف 
و < و - ی 67 - هیا ۷-2 = ( - 2)- رخ می‌دهد. در da‏ تنها یکی از سه حالت 
۷ = #۰ ۷ < »با ۷ > « رخ می‌دهد. 

حال» ویژگی‌های «الف» و «ب» تعربف ۱۰۲۴ را بررسی می کنیم: 


۰ ۳۹ : مبانی ریاضیات 


(جرا؟) ع لس و و يو = )ح< و ی بل ح< ند 
(جرا؟) z-ytz-teT‏ = 

(+e) )+ ET‏ مج 
(جرا؟) y+‏ > سح 


این مطلب نشان می‌دهد رابطه iio‏ رگ «الف» تعریف ۱.۲۴ است. برای اثبات 
PLT‏ «ب» تعریف ۱.۲۴ ابتدا توجه می‌کنيم که 


y>okti>o => yteT (جرا؟)‎ 
= yteT (جرا؟)‎ 


همچنین داریم: 
(جرا؟) 6 1,۱,2 2و >= r>y>o°kr>t>o‏ 


=> )2- (2,2 -1( > 7۲ (چرا؟)‎ 
=> 22-2 + 2 - yt € T7 


«rz-yteT‏ هس 
(چرا؟) ال < 2ے >= 
این مطالب» ویژگی ((ب)) تعربف 1.۲۴ را ثابت می‌کنند. بنابراین (o>)‏ حلفه‌ای مرتب 


ب) 7 = ۲ زیراء Sle> ٥‏ و تنهااگر €7 2 = ه - ت. 


۲ فف هان ae‏ بیان می as‏ ادر هر alk‏ سین نله EGS‏ فرط مر 
مثبت حلقه مشخص می‌شود (بیشتر توضبح دهید). 


۴ (فضبه) الف) داریم: 


(جرا؟) وج و >= zr>y‏ 
«r£t+2z-(y+z)>°‏ = 
(Th >)‏ دی —— 


ب) اگر ه > cx‏ آن‌گاه (SI >) - Fe o‏ و ه re xr?‏ 
(جرا؟) ‏ < ه -r>e&r>o=‏ 
که یک تناقض است. یس ° > 7 (جرا؟). 
پ) مشابه «ب» ثابت می‌شود. 
ت) اگر y‏ > 2 آن‌گاه (The) 2-1 > o‏ و در نتبجه ° > -(4-y)‏ (جرا؟) و ٥‏ < لج 
(جرا؟). پس 2- > -y‏ (جرا؟). 
ث) داریم: 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۲۴ ۳۹1 
(جرا؟) z>y&z>° = > t-y>ek&z>°‏ 
(r-y)z>°‏ = 
< 2 - وه جح 
جد 


172 > 72 
» < اجره >= و > رو زا‎ -2z>0 
ج‎ —22z>—-yz (Sl >) 
=. eS (Sh >) 


۳( ۱۰ الف) فرض کنیم ALES‏ ۰. اگر o‏ < « آن‌گاه با توجه به ویژگی «ب» حلقه 
مرب © < ET‏ فرض کنیم 9 این ورت اا ثر has‏ «پ» فضیه re toe‏ 
ه > 2-. بنابراین بنا پراستدلال اول ۰ > "(ه-) t=‏ 
Poet oS‏ یی SN SS Re ga‏ یس بت Sle‏ 
«الف» ه > ")\-( = ۱. این تنافقض نشان می‌دهد که باید 0 >\ 
پ) فرض کنیم ± عضو مثبتی از حلقة 5 باشد و × € «. با توجه به تعریف 2 داریم: 
(7 مرتبه ) ۷۸ ۱+۱+۰۰۰ <- (nz)‏ 


از طرفی بنا بر قسمت «پ» ه < ۱. درنتیجه ۰ < ۱+۱ (Le)‏ از این رو 
0 < (۱+۱) + ۱. با ادامه این روند. حکم o‏ < 72 حاصل می‌شود. 


YEY‏ نشان می‌دهیم > و ۲< هر دو همان رابطه بزرگ‌تری معمولی اعداد صحیح 
هستند. ابتدا ثابت می‌کنيم ه > Sim‏ و تنها اگر ه ,> mM‏ اگر ه < um‏ آن‌گاه را می‌توان 
به صورت ۱ + ۰0۰0 + ۱ + ۱ = 7.۱ نوشت. از طرف دیگر بنا به مسئله ۱۰۰۲۴ «ب» 
NERE NER a ere‏ 
کنیم ٥‏ ,< ”. اگر ه > -m> © Sytem‏ و در نتبجه با استدلال بالا داریم —m>,°‏ 
وا ان ها رید ۴ ,< ۰. این تنافض نشان می‌دهد که باید داشته باشیم 
.m > o‏ حال با استفاده از واقعبت بالا نتبجه می‌گیریم: 


m>,rh <— m-N>,°? 
نب‎ m—-n>o 
سب‎ mon 


و بنابراین <= <. به طور مشابه» ثابت می‌شود <=۲<. در نتیجه ۲ <= <. 


Vert‏ نشان می‌دهیم هر رابطه ترنیبی خطی اکید چون < روی Q‏ همان رابطه 
تر رک laa te‏ اغداد اسک با رکه رنه مس له ea, Seda IG‏ 2 ههان tl‏ 
بزرگ‌تری معمولی اعداد صحیح است. حال برای اعداد گویای دلخواه # و 3 که 
© > 7,۲۲ با استفاده از فضیه ۴ و چون ° ,< ۲ 7 وه ,< ۱ داریم: 


vay‏ مبانی ریاضیات 


—* mn! ZM nm 


mnn! Ys, و‎ 


n 
n 

| کر‎ 
no lm >, m'n 
m 
n 


t— \‏ 
۱۳۳۳ حلقة Zp‏ همراه با رابطه ترتیبی خطی اکبد داده شده. مرتب نیست. برای مثال؛ 
۱ < ولی ۲-۱۵۱ ۱ - ۲ ۲ و۱۵۱ <۱ ۱ < ۲ ن ۲. 


FETT‏ فرض کنیم ۱ < ۰ و abl,‏ > رابطه‌ای ترتیبی خطی اکبد باشد که ہ2 همراه با 
آن حلقه‌ای مرنب است. دراین صورت» با توجه به Alene‏ ۰۰۱۰۰۲۴ < ۱ و ه < MV‏ ولی 


MY ۱6 ۱۰۰۰۵ ۱ -‏ پس ه > 60 که ناممکن است. ازاين رو در پاسخ به سوال 
اون نك Tek) Go‏ می‌گوییم: cab‏ برای مثال ,2 با هیچ رابطه‌ای حلفه sittin Cad a‏ 


۴ ارابطةٌ > روی abl, Q(VT)‏ ترتیبی خطی اکید است. ویژگی تعدی <به روشنی 
از ویژگی نعدی > نتیجه می‌شود. همچنین؛ این رابطه در قانون سه‌گانگی صدق می‌کند. 
زیر برای هر ۷/۲ + ۾ و ۷۲ + عضو Q(VY)‏ بنا بر برفراری سه‌گانگی در مورد رابطه > 
معمولی داریم: 


۰-۲ - ۷/۲ - پا ۰-0۷۲ < ۷/۲ - پا ۰-۷۲ > a~bV¥‏ 


بنابراین ۵۷۲ la + 0۷/۲ + 0۷/۲ bat ۵۷/۲ = e+‏ ۵/۲ +ه ۷/۲ +ع. علاوه 


براین» (۷۲)@ با رابطة < در ویژگی‌های Atle‏ مرنب صدق می‌کند. در واقع؛ برای هر 
ce + ۷/۲ + ۵۷/۲ + ۲‏ ۷/۲ + و در Q(VY)‏ داریم: 
الف) اگر ۸۷۲ + 9/۲ + هو ۷/۲ + و ۷/۲ + آن‌گاه 


e fVY < هو ۷۲ - و‎ - 9۷۲ < ۰-۳ 
رابطه > معمولی اعداد؛‎ Shey در نتیجه» بنا بر‎ 
(a — ۷ ۲( + )6- fVY) > (c— dV¥) + (g - AVY) 


یعنی؛ ۷/۲( + 4( - (و (ate) — (b+ (۷/۲ > (c+‏ پس > ۷/۲( +ه) + (a +e)‏ 
۷۲+ ) + (و +). یعنی 


(a+ bVY) + (e + ۶۷ ۲( > (e+ dV) + و)‎ + VY) 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۴ ۳۹ 


ب) اگر ه ۵۷/۲ + ۷/۲ +هوه 0/۲ + و ۷/۲ + آن‌گاه > ۰-۷۲ 
ه < 0/۲ - و ه NTS ARTS‏ تام پس: بنا بر ویژگی > معمولی اعداد 


(a - bvY)(e— fV¥) > (c— dVT)(g = AV) > ° 


(ae + Ybf) — (af + be)V¥ > (cg + Ydh) — (ch + dg)VY > © 
(ae + Ybf) + (af + be)V¥ > (cg + Vdh) + (ch + dg) VV > © o> پس» بنابه تعریف‎ 


(a+bV¥)(et+ fv) > (c+ dVY)(g + hVY) > o 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۵ 


۵ (فضیه) فرض کنیم 5 € ل ,2. حالت‌های مختلف را در نظر می‌گیریم. 

اگر ه < ره آن‌گاه zy > o‏ اگر ه > ات آن‌گاه 0 > —2,-y‏ (جرا؟) و در نتیجه 
هو > ۰ << حال فرض کنیم » < lyr‏ » > (. د راین صورت, » > ۷- ,2 و در 
نتیجه ° < 2(-y)‏ = اه و ه > ty‏ به همین ترتیب اگر ه > 2 و ه > ل نتیجه می‌گیریم 
TY # °‏ در هر حالت از Fo ya Fo‏ ل نتبجه می‌گیريم ۰ TY‏ 


۵ (فضبه) قسمت اول حکم بلاواسطه از قضیه قبل نتیجه می‌شود. برای اثبات حکم 
آخر» مسئله 10.۴ را ببینید . 


۳۸۳۵ نتبجه YL‏ در مورد حلقه تعویضپذیر یکدار Zn‏ این واقعیت را بیان می کند که ge‏ 
برای :هایی هغدد اول سند Zig‏ دمه صحیح نیست» نمی‌تواند حلقه‌ای مرتب باشد. 
همجنین؛ نتیجه بالا در مورد دامنه یج p) Zp‏ اول) این وافعیت را بيان م JS‏ که. جون 
مشخصه این حلقه صفر نیست. حلقه‌ای مرتب نیست. 


۵ (فضیه ) نتبجه بالا و فضیه ۱۱.۲۳ «الف» را به کار ببرید. همجنین نشان دهید 
اگر 7 > in‏ آن‌گاه 7۰.۱ < nv‏ 


۵ باید نشان دهیم که هر زیرمجموعه نانهی از مجموعه اعداد صحیح مثبت 
بعنی N‏ دارای کوجک‌نربن عضو است. این وافعیت با اسنفاده از اسنقرا در فصل 
۷ ثابت شده است (قضیه ۱۰.۲۷ راببینید). Q‏ خوشترتیب نیست زیرا؛ برای مثال 
۱(4 ,۰) زیرمجموعه‌ای ناتهی از [ه < ± : 0 ع 12 P=‏ است که کوجک‌ترین عضو ندارد. 


۵ (فضبه) Pp regener‏ دارای کوچک‌ترین عضو است (چرا؟). فرض کنیم DEN‏ 
کوجک‌نرین عضو P‏ باشد. جون YEP‏ (حرا؟) 0 حال از ۾ < ۱ و ه > ۾ Ar.‏ 
می‌گیریم ۲ a>‏ (جطور؟). ولی a’ € P‏ (جرا؟). بنابراین؛ ۲ > ۾ که متنافض ETS‏ 


۳۹1 مبانی ریاضیات 


gel‏ پس ۱ = anes ya‏ اثبات شده است. 


تعریف ۱ - ۸ = p(n)‏ همریختی ۱-۱ است (جرا؟). نشان می‌دهبم م پوشاست. فرض 
کنیم م پوشا نباشد و 1 € 4 وجود داشته باشد به طوری که (2)م 2 4. دراین صورت 
(2)م € 4-. زیرا اگر om € Zi—d = v(m)‏ آن‌گاه 0(m) = 7۰.۱ = —d‏ و در نتبجه 


p(-m) = ()م-‎ = -(-d) = d 


که نادرست است (جرا؟). حال چون (2)م € cd,-d‏ عضو مثبتی در 2 هست که در (2)م 

نیست (چرا؟). بنا بر خوشترتیبی Cp So FD‏ عضو مثبتی چون ۶ وجود دارد که در P(Z)‏ 

go ASS. eles SN و ان ای‎ E gy تشه‎ 

ولی ۱ - ۶ < و (جرا؟) و در نتیجه (2) € ۱ (She) s—‏ فرض aS‏ ()م = ۱ - و که در 
آن 72 ع . cpl»‏ صورت: 

(جرا؟) ۱ + (۱.) 

و < ۱ + (۱ - و) 


p(k + ۱( = )۲+ ۱۱ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲٩‏ 


ie Gia oe‏ ی وی ن a,b € N‏ و ۱ = (6,۷). دراین صورت 
veal ls Yo’ = ۲‏ آه و در نتیجه ه زوج است. فرض کنیم 
e‏ ز ای ۸ در این صورت ۲ — تسا وا =a’‏ ۲۵6۲ « تساوی 


۲ = "۸ را ایجاب می‌کند. بنابراین» "۵ و درنتیجه b‏ نیز زوج است. پس» ۲ یک 
مه Gly Spa‏ »وت ا ی ر ری است ا 
ب) نامساوی ۲ > Se"‏ نامساوی ۷۲ > را نتیجه می‌دهد. بنابراین» هر عدد 
گویای بزرگ‌تر از pee VT‏ ۲ و Sail‏ کران بالا برای 5 در 4 است. ولی 5 در Q‏ 
کوج رن ی ao‏ واه yas aan‏ کوک یش ibis‏ و اقا 
می‌کنیم که ۲ = "و. اگر ۲ ع gh‏ آن‌گاه ۲ > "ویا ۲ > gh‏ فرض کنیم ۲ > آو. فرض 
کنیم 
۲ 
ت ۲7 h=min{\,‏ 
as as‏ و و 
(Yq + \)h‏ + ۲ = +۲۵۸ + و > +Vqhth‏ آو = ۲( + (q‏ 
q "+ )۲۱+ 1(4 =a" + (۲ ¬ (۲ = ۲‏ 
پس 5 ع ۸ + و که متنافض با نعریف و به عنوان کوچک‌ترین کران بالای 5 است. زیرا 
+4 > . 
حال فرض کنیم ۲ < ۲ . یدد کچ min{\,‏ = ۸ را در نظر می‌گيريم. داریم: 


lA 


e 
(4 - ۲و(«‎ - ۲۸+ ۸۲ > q" - کپ و۲ - و > ۸و۲‎ = ۲ 


نشان دهید ۸ - ویک کران بالای > است و به تنافض برسید. بنابراین ادعای ۲ = ۲و 
درست است. ول cali‏ | مطلب Le‏ توجه به 0 € cg‏ متنافض بند «الف» است. 

اسندلال YL‏ همجنین 0 می‌دهد که اگر 4 کوجک‌ترین کوان بالای idol s‏ آن گاه 
۲ = ۲و و در نتیجه VV‏ کوجک‌ترین OLS‏ بالای ء در 13 است. 


۳۹۸ مبانی ریاضیات 


en an Se ۸‏ نشان می‌دهیم که اگر *1 > 4 نانهی انیت کراندان ناهد مب ر رین 
کران پایین هم دارد. فرض کنیم .» بزرگ‌ترین عدد صحیحی باشد که یک OLS‏ پایین A‏ 
است (جرا ,» وجود دارد؟). فرض کنیم REE ay‏ رقمی wal‏ که 6.7/۵۱ یک كران 
باپین A‏ است. حال» به طور کلی برای €۸ ۰ فرض کنیم وه بزرگ‌تربن رقمی باشد که 
6 ۰۰۰ ۵۰/۵۱ یک کران پایین ۸ است. نشان دهید: 


do 7dr dr ۰۰ ۰ dp °°° 


بزرگ‌ترین کران پایین ۸ است. حال dead‏ را ثابت کنید. 


aR‏ کافی است نشان دهیم هر هیأت مرتب کامل 7 با ۸ بکربخت ترتیہی است. 
خلاصه‌ای از اثبات به صورت زیراست. تابع ۴ + ۸ : م را به صورت زیر تعریف می کنیم: 
الف) اگر 7 ع in‏ آن‌گاه ۱ = p(n)‏ که بنا بر Dees‏ همربختی ترتیبی یک به یک 


ب) اگر BE Q‏ آن‌گاه BL‏ = (2 )م که بنا بر ves‏ همریختی ترتیبی یک به یک 


پ) فرض کنیم 1 € 2 و (2 > 0,۲ 6 ۲: (0)۳) = مش تعریف می‌کنیم که 
v(x) = supA;‏ 


برای خوشتعریف بودن ب باید نشان دهیم supA;‏ وجود دارد و به علاوه. برای EQ‏ 
مشاه با p(x)‏ داده شده در بند «ب» یکسان است. اثبات این معللب و یکربختی بودن م را 
در این جا نمی آوریم. (برای مثال می‌نوانید Calculus OLS a‏ (تالیف (Spivak‏ رجوع Cues‏ 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۷ 


۷ (قضیه) مجموعه p(n)}‏ درست است : S= )« EN‏ را در نظر می‌گیریم. چون 
۰ درست است» 5 ٤‏ ۱. حال حکم شرطی «اگر 5 ع ٭ آن‌گاه ۰ را ثابت می‌کنيم. 
فرض کنیم 5 € 7 . پس p(k)‏ درست است. بنا به ۰۰۰۰۰ + p(k‏ درست است. در نتیجه 
5 ع ۱ + . ازاین رو بنا بر ۰ = 5. یعنی برای هر p(n) in EN‏ درست است. 

برعکس. فرض کنیم SON‏ طوری است که ES‏ ۱ واگر ٩‏ ع ۸ آن‌گاه 5 € ۱ + :. 
گزاره‌نمای p(n)‏ را به صورت زیر تعریف می کنیم: 


p(n) = (n € S) 


جون ۰ (۱) درست است. حال حکم شرطی « درستی p(k)‏ درستی (۱ + )م رأ نتبجه 
می‌دهد» را ثابت کنید و نتیجه بگیرید برای هر p(n) in > N‏ درست است. یعنی برای هر 
«n 6‏ 5 € 7. پس S=N‏ 


¥ الف) فرض کنیم (7m)‏ و MEO‏ < باشد. Lb‏ درستی OS‏ 
“Yn € N, p(n)”‏ ر اثبات کنیم. ( ۱ گزاره 0 JOH)‏ = ۱ است که به وصوح درست gal‏ 
حال فرض کنیم p(k)‏ درست باشد. دراین صورت 


a an Eî ie + ) + (= (r) a ) + \) = BH Ne NRE) 


یعنی گزارة (۱ + ۸)م درست است. در نتیجه» بنا به اصل استقرای ریاضی»› حکم ثابت شده 

ب) فرض کنیم ( p(n)‏ گزار‌نمای Gry = aay‏ ر2 باشد. درستی (7)۱ از برقراری 
تساوی yer‏ = مس نتیجه می‌شود. همجنین؛ ؛ با فرض درستی (/)2» نتبجه می گیریم 
p(k + ۱(‏ درست است. زیر 


4+۱ 4 _ k ۱ 
ا‎ 1)14 ١( wal Osa (i+ ( ۲ Ga aaa 
is k = \ ۲+ ۲+۱ سب رات‎ 
k+ (KE (6+۲ T (RHE 7 (k+\)(R+Y) 7 4۲ 


Foo‏ مبانی ریاضیات 


این اة “Wn E N p(n)”‏ درست شتا 


۷ ا اشتفرا فان می‌دهیم برای هر oll ۸ SlineN‏ ۸ عضو باشد آن‌گاه P(A)‏ 
دارای *۲ عضو است. اگر ۸ دارای یک عضو باشد. P(A)‏ متشکل از A‏ و 9 است. یعنی 
دارای ۲۱ = ۲ عضو است. حال فرض کنیم P(A)‏ برای هر مجموعه ۸ عضوی چون A‏ 
دارای ۲۴ عضو باشد. نشان می دهیم اگر تعداد اعضای ۰۸ ۱ + باشد آن‌گاه P(A)‏ دارای 
yo‏ و فرض کنیم }0,45 ,16,۰ = A‏ مجموعه‌ای ۱ + ۸ عضوی باشد. 
زیرمجموعه (0۱,۰۰۰,۵۸) = 8 از ۸ را در نظر می‌گیریم. با توجه به فرض استفرا؛ P(B)‏ 
دارای ۲۴ عضو است. ولی روشن است که زیرمجموعه‌های 8 زیرم‌جموعه‌های A‏ نیز هستند. 
همچنین اعضای دیگر (2)۸ از اجتماع [«بیه) با هر بک ازاعضای P(B)‏ حاصل می‌شوند 
(جرا؟)؛ بعنی 


P(A) = P(B) U لا (,بیه))‎ ۲ :۲ CB} 
است.‎ P(B) برابر با تعداد اعضای‎ {fans} UY : ۲ C BY} ولی تعداد اعضای مجموعه‎ 
برابر است با ۱+*۲ = *۲ > (جرا؟).‎ P(A) بنابراین؛ تعداد اعضای‎ 
راه دیگر: تعداد زیرمجموعه‌های # عضوی یک مجموعه 7 عضوی برابر است با‎ 
که البته اين مطلب نیز با استفاده از استقرا ثابت می‌شود. بنابراین تعداد‎ (2) = ato: 
حال کافی است با استقرای‎ DER) زیرمجموعه‌های یک مجموعه « عضوی برابراست با‎ 
و برای هر ۷ > گزارة‎ », > R دهبد برای‎ ols ریاضی‎ 


11 


(a +b)" = (۴ 


k=o 


درست Ror‏ سس ؛ درستی گزاره YL‏ به‌ویژه فشان می د هد برای هر ine N‏ 


۲۳ = )۱+۱( = OG) 


kao 


(a4u29) ۷‏ فرض کنیم p(n)‏ گزاره‌نمایی روی N‏ است به طوری که فرض‌های اصل 
عمومی استقرا Golo‏ هستند. گزاره‌نمای زیر را در نظر می گیریم: 
q(n) = p()ApP(T) ۸۰۰۰۸ p(n)‏ 


در این صورت فرض‌های اصل عمومی استقرا بیان می کنند که 
— )1( درست است؛ و 


حل مسئله‌ها و اثبات قضبه‌های فصل ۲۷ Fo\‏ 


¬ درسنی E‏ درستی ۱1 + )و را نتبجه می‌دهد. 
تاه ۰۰.۰۰ q(n)‏ و در نثیجه p(n)‏ برای هر N‏ € 2 درست است. 


عکس قضیه به روشنی برقرار است. چطور؟ 


۷ اتف راگن ورد SiS‏ 
(” مضربی از عددی اول است) یا VnEN, n=‏ 


به کار می‌بریم. درستی آن برای ۱ = « واضح است. فرض کنبم هر یک از اعداد ۰۰۰۳۰۲ 
مضربی از عددی اول است. نشان می‌دهیم 8١‏ نی خی استم. ای غلدی Sal‏ 
باشد» مضربی از عدد اول ۱ + ۸ است. اگر ۱ + ۸ عددی اول نباشد. با توجه به نعریف عدد 
ne‏ اول. لاافل یکی از اعداد ۰۲ ۰۰۰.۳ ۸ عدد ۱ + ۸ را تقسیم می کند. are‏ رت :گیگ 
| + ۲ مضربی از لاافل یکی از اعداد بالا است. ولی بنا به فرض استقرای عمومی؛ هر یک از 
اعداد بالا مضربی از عددی اول است. بنابراین ۱ + ۸ مضربی از عددی اول است. حال با 
توجه به اصل استقرای عمومی» حکم ثابت شده است. 


۷ (فضبه) فرض کنیم اصل استقرای ریاضی برفراراست و × € MAT‏ با برهان 
خلف فرض می‌کنیم 7 کوچک‌ترین عضو ندارد. فرض کنیم 1 - × = 5. برای اثبات 
حکم فضبه کافی است نشان دهیم ۰۰۰ = 5 (چرا؟). گزار‌نمای (5 € p(n)  )«‏ را در نظر 
بگیرید. روشن است که (7)۱ درست است (چطور؟). حال فرض کنیم p(k) P(N)‏ درست 
باشند. یعنی 7 # ,۲,۰۰۰ ,۱ (چطور؟). روشن است که اگر 7 6 ۱ + ؛ آن‌گاه ۱ + ۾ 
۰ عضو 7 می‌شود. پس 5 ع ۱ + و در نتبجه (۱ + p(k‏ درست است. حال از اصل 
عمومی استقرا نتیجه بگیرید N‏ = 5. یعنی 0 = 7 که تنافقض است. 

برعکس؛ فرض کنیم اصل خوشترتیبی برفرار است. فرض کنیم SON‏ طوری است که 
SES‏ تس ان کاخ ۰ می‌خواهيم نشان دهیم ۸ = 8. فرض کنیم 5 - N‏ = 1. 
کافی است نشان دهیم 0 T=‏ فرض کنیم TAD‏ دراین ye‏ بنا بر اصل Toes‏ 
دارای کوجک‌ترین عضو جون 1 56 اس جون ۱۱۰۰.7 tA‏ حال VES‏ ,۲,۰۰۰ ,۱ 
(The)‏ در حالی که 5 # (She) ٤‏ که یک تناقض است (She)‏ پس te‏ 


۱۳۸۳۷ الف) فرض کنیم 5 زیرمجموعه‌ای ناتهی از 2 باشد که دارای یک کران پایین 
جون .ه است. اگر CN‏ >. آن‌گاه. بنا به اصل خوشترتیبی SiN‏ دارای کوجک‌ترین عضو 
أاست: پس فرض کنیم SEN‏ در این صورت » > a,‏ (جرا؟). .-a, >o cme‏ حال 


T={\,¥,---,-a,}N{-k: kES, k< °} 


For‏ مبانی ریاضیات 


زیرمجموعه‌ای متناهی از N‏ است و در نتیجه دارای بزرگ‌ترین عضوی جون ,1- است. که 
در آن k, ES‏ سپس .# کوچک‌ترین عضو 5 است. زیرا اگر ٩‏ ع ‏ > ه آن‌گاه » > ck,‏ 
2< ۰واگر 5 ع موه > 2 آن‌گاه ET‏ 2- و در نتبجه ۰ > 2-)پس ۰ > =2. 

ب) فرض کنیم 5 زیرمجموعه‌ای ناتهی از 2 باشد که دارای کران بالایی چون ظط است. 
یعنی برای هر 5 € ۰ ۶ > ت و یا ۵- > 2-. دراین صورت - یک کران پایبن برای 
زیرمجموعه ناتهی S}‏ € 2 : 2-) = '5 از 2 است. بنا به «الف» "5 دارای کوجک‌ترین 
عضوی چون .۰ است. حال 5 € ,»- بزرگ‌ترین عضو 5 است (She)‏ 


۱۳۳۷ فرض کنیم p(n)‏ گزاره‌نما باشد. با استفاده از اصل استقرا برای گزاره‌نمای 
p(k + ۰ - ۱(‏ = ()؛ اصل استقرا در مبنای ۸ برای p(n)‏ حاصل می‌شود. همچنین» از به 
کارگیری اصل استقرا در مبنای # برای گزاره‌نمای ( (۱ + ۴ - p(n‏ = (7) اصل استقرا برای 
گزاره‌نمای ( p(n)‏ به دست می آید. بنابراین» هر یک از دو اصل استقرا و استقرا در مبنای ۸ 
نتیجه‌ای از دیگری است. ازاین رو این دو hol‏ معادلند. 


۷ اصل استقرا در مبنای ۳ را به کار می‌بریم. ابتدا؛ با توجه به شرکتبذیری ترکیب 
توابع (فصل (VY‏ مشاهده می کنیم که اگر ۸۴ ج Ay‏ جنگ Ay‏ وال ۱ ab‏ باشند؛ آن‌گاه 
fro (fro fy) = (frofrof‏ یعنی تابع مرکب fro fro fy‏ مستقل از نحو فرار دادن 
پرانتزهاست. حال فرض کنیم برای ۾ تابع چون 


Ay ۳ wees Peers . + Ay ا‎ 


نیز تابح مرکب fy‏ ۰ ۰۰۰۰۰۲ مستقل از نحوه قرار دادن برانتزها باشد. در این صورت » 
برای ۱ + تابع چون 


E renee ae Oe . ج‎ Ar E E n 
alle IT تابع مرکب‎ 
یگ‎ 0) ۰۰۰۰۲ ۰( = (fegyo feo ofr f 


ولی بنا به فرض استقرا؛ محاسبه هر یک از دو تابع مرکب داخل پرانتزها در دو طرف تساوی: 
مستقل از نحوه فرار دادن برانتزهاست . بنابراین ن محاسبة تابع مرکب fay ۰ -ofyofy‏ 
نبز جنین است. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۸ 


۸ (قضیه) فرض کنیم (1) ل (4): = 8. روشن است که 8 Le‏ حال حکم 
شرطی «اگر 8 ع ۵ آن‌گاہ 8 € (0)ه » را ثابت می‌کنیم. فرض کنیم DEB‏ چون e‏ 
5(b) € s(A)‏ و در Arnis‏ ۰ (0)ه. حال بنا به اصل موضوع استقرا یعنی oy‏ ۰۳ ۸ = 8. 
حال احکام فضیه به راحتی نتبجه می‌شوند. چطور؟ 


۸ الف) مجموعه ۱,۰۰۰ ,۵) = (۵ < ± A= )2 €  :‏ همراه با تابع s:A—+A‏ 
با تعریف ۱ + ۰ = s(n)‏ یک مجموعه پئانو است. که در آن ۵ <1. 

مجموعه (۱,۳,۵,۰۰۰) = (ت فرد است : N‏ € 2) = 8 همراه با تابع 8 ج 8 Ls:‏ 
تعریف ۲ + ۸ = s(n)‏ یک مجموعه gilts‏ است که در آن ۱ <1. 

ب) M‏ را مشابه مجموعه فون نویمان در نظر بگیرید؛ با این تفاوت که × را به جای 0 فرار 
دهید. 


۸ تابع ۸ ج 4 : و را به صورت XU{X}‏ = (×)ء تعریف می‌کنیم. (0) <1 در 
نگارةٌ ه نیست. زیرا اگر به ازای EA‏ × داشته باشیم (0) = (×)ء آن‌گاه (0) = U{X}‏ 2. 
در نتیجه» × که عضوی از de gare‏ طرف چپ است» عضو (0) خواهد بود. بنابراین 0 = X‏ 
OE A Ss‏ زیرا؛ اگر ۸ > 0 آن‌گاه برای مجموعه‌ای چون ۸ € 6 0 = (2) لا × که امکان 
ندارد (چرا؟). بنابراین؛ s‏ پوشا نیست. برای اثبات یک به یک بودن ۶ ابتدا نشان می‌دهیم: 

M={X ۸۱۲ EX چ‎ ۲ CY} 


یک مجموعه استقرایی است. داریم EM‏ (0). زیرا؛ تنها عضو }0{ 0 است که زیرمجموعه 
آن نیز هست. فرض کنیم X EM‏ دراين صورت ۸۶ 6 XU{X}‏ زیرا؛ اگر EXU{X}‏ ۷ 
آن‌گاه × € LV‏ × € ۲. اگر YEX‏ چون XEM‏ نتیجه می‌گيریم VOX‏ پس در هر 
حال CX‏ ۲. از این رو (1) لا × € ۲. بنابراین» SGM‏ مجموعه استقرایی است. از 


طرف دیگر ۸ کوچک‌ترین مجموعه استقرایی است. در نتبجه. CM‏ ۸. حال؛ فرض 
کنیم (۷): = ()ه. دراین صورت CY}‏ لا ۲ = .X U{X}‏ بنابراین ۱ دا Y‏ 
یعنی؛ EC {XP LY EX‏ ۷. اگر {X}‏ ع ۷ آن‌گاه HX‏ ۲و در نتیجه ه یک به یک است. 
اکن (ew eX‏ لا EXE AC‏ ۲ به طور مشابه با استفاده از این واقعیت که 
X 6 ۲ ۱! )۲(‏ نتیجه می‌گيريم X CY‏ بنابراین؛ ۷= × در caret‏ ویک dy‏ یک است. 
s‏ همچنین در شرط «پ ۳» Gre‏ می‌کند. BCA Silas‏ و 8 € (0) L=‏ و برای هر 
BUX EB‏ € (×)ء» آن‌گاه بنا به تعریف 7 مجموعه‌ای استفرایی است. ولی A‏ کوجک‌ترین 
مجموعه استقرایی است؛ پس باید A‏ = 8. بنابراین, ۸ یک مجموعه پثانو است. روشن است 


که» با توجه به تعریف تابع تالی روی ۰۸ ۸ همان مجموعه فون نویمان است. 


۸ (قضیه) یاد آوری می‌کنیم که هر تابع × ج 4 :م زیرمجموعه‌ای از < ۸ 

است. صورت قضیه بیان می‌کند که × × 4 > م علاوه بر ویژگی‌های تابع باید دارای 
ویژگی‌های زیر نیز باشد: 

الف) م € (Lc)‏ 

ب) اگر م € (a,z)‏ آن‌گاه م € ). چطور؟ 
ولی زیرمجموعه‌های بعش خود cA × X‏ دارای این دو ویژگی هستند. ادعا می کنیم 
که اشتراک همه این زیرمجموعه‌های × × 4 «تابعی» با این دو ویژگی است. فرض کنیم 
م اشتراک همه زیرمجموعه‌هایی چون Ax × NU‏ باشد که دارای ais‏ «الف» و 
«ب» هستند. روشن است که م هر دو ویژگی «الف» و «ب» را دارد و در واقع کوچی‌ترین 
زیرمجموعه × × 4 با این دو ویژگی است. کافی است نشان دهیم م تابع است. 
(1) باید نشان دهیم برای هر ۸ € » xX‏ € 32 م € )2 .(a,‏ مجموعه زیر را در نظر می‌گیریم : 


B= {ace ۸ : 32 € X,(a,z) € (م‎ 


داریم 8 LE‏ (چرا؟). فرض کنیم 8 € ». پس TEX‏ وجود دارد به طوری که نت 

بر ۰۰ f(2))‏ ,)8(2( و درنتیجه ۰ پس بنا بر اصل موضوع استقرا. A‏ = 8. 

بنابراین شرط )2( برقرار است. 

(11) نشان می‌دهیم اگر م € )2,9( (a2),‏ آن‌گاه Megane .2 = y‏ زیر را در نظر می‌گیریم: 
B = {ae ۸:22 € X, (a, z) € 4}‏ 


داریم 8 le‏ زیرا + € )4.0( واگر ‏ € (0,د) و ء # 4» آن‌گاه [(۵,ل)] - م = 7 در 
شرایط «الف» و «ب» صدق می‌کند (چرا؟). که یک تناقض است (جرا؟). مرحله استقرا نیز 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۸ Fod‏ 


به همین نحو ثابت می‌شود (چطور؟). در نتیجه A‏ = 8 و این مطالب اثبات قضیه را کامل 


می LS‏ (چطور؟). 
توجه کنید که تابح × + ۸ : م نمودار زیر را تعویضپذیر می کند: 
کر gee.‏ ۰ 
yl 19‏ 
wm x‏ 


۱۳۸۳۸ )429( با استفاده از قضیه بارگشتی: تابعی جون ج 4 : م وجود دارد به 
طوری که 
= (1)م 
((0)م) آه = ((ماع)م (Va € A)‏ 
(جطور؟). همچنبن. تابعی چون ۸ ج ۸ : ¥ وجود دارد به طوری که 
Wil’) =1‏ 
(Va' € A’) ¥(s'(a')) = s(¥(a))‏ 


(چطور؟). حال با فرار دادن 
B = {a€ A: Vy(a) =a}‏ 
و استفاده از اصل موضوع استقرا؛ نشان دهید A‏ = 8 و نتیجه بگیرید ۸ = Woy‏ به همین 


ترتیب نشان دهید ,10 = ۰ م. پس قضیه اثبات شده است. 


۸ (فضیه) چون )5,1 (Ni‏ مجموعه پئانو است» نتبجه از dynes‏ ۱۲۰۲۸ حاصل 


۸ التبا as‏ نمادگذاری» کافی | as cas‏ دهیم برای هر meN‏ 
p(n + ۱( = ۶*)1(‏ فرض کنیم \)=s"(1)}‏ + )م : .M1 = {ne N‏ با استفاده از hol‏ 
استقرا نشان می دهیم ۷ = .M‏ ابتدا؛ جون 


()ء = ((۱)م)ء = )\ + ۱)م 
اة می کبریم × € ۱. به علاوه»اگر M‏ ع #» یعنی s*(L)‏ = (۱ + )م آن‌گاه 


p(k + ۲( = +)م‎ ۱+ 1) =s(p(k + 1)) = 8(5 (L)) = 8" "(1) 


Fo‏ مبانی ریاضیات 


یعنی ۸۷۲ € ۱ + . در نتیجه ‏ = M‏ و حکم ثابت شده است. 
ب) می‌دانيم 01% عدد ۱ تحت یکریختی A‏ ب up: N‏ عضو 1 است. به علاوه با 
توجه به بند «الف»» برای هر MEN‏ )5(1 نقش عدد طبیعی \ + ” را ایفا می کند. ولی؛ 


ASL SLs CS esa ea} 


(چرا؟). بنابراین» با یکی گرفتن هر 1 با ۱ و هر (1) "8 با ۱ + » مجموعة A‏ همان مجموعه 
اعداد طبیعی است. ازاین رو هر عضو ۸ را می‌توانیم عدد طبیعی بنامیم. 


۹ فرض کنید ۸ €٤‏ ». فضیه بارگشتی ۱۱.۲۸ را برای ۸ = × و × ج × : و < و 
5(a) € ×‏ به کار می‌بریم. به این ترتیب تابعی منحصر به فرد چون ۸ ج ۸ : Pa‏ مي‌پابيم به 
طوری که Ga(L) = 8(a)‏ و برای هر ۸ € ۵ ((0),ص)ه = .pa(s(b))‏ حال اگن برای ۸ aE‏ 
نگار ۸ € و تحت va‏ را با ۵ + ه = (9),م rls‏ دهیم. آن‌گاه شرط‌های YE‏ بیان می کنند 
که s(a)‏ 1 + و at 5(b) = s(a +b)‏ در این صورت. تابع ۸ ج ۸2 Ax‏ : م با تعریف 
(۵)مص = b)‏ ,»)مه (برای (abe A‏ همان عمل جمع پئانو است. 


(Al ۳۳۹‏ داریم (0) = ۷١‏ =ل. برای هر ۷ 6 ۰۷ ۷+١‏ = (۷)و = ۲۷۱+ ۷ و برای 
Vi EV‏ ,۰۷ 


Va + Viney = Va + 8(Vin) = s(Vn + Vm) 
یعنی‎ Vy + ۲۷ = ۲۷۲ = ۷, لا‎ {Vy} برای مثال‎ 
)0, )0(( + {0} = {0, {0}} U 110, {0}}} = (0, {0}, )0, {0}}} 
با توجه به‎ m= ۱ ثابت می‌کنيم. فرض کنبم  € ۸ و‎ m ب) حکم را با استقرا روی‎ 


فسمت «الف». ,پم = Va + Vy‏ حال فرض کنیم ییا = Va + Vin‏ در Lege al‏ 
استفاده از فسمت «الف» نتیجه می‌گیریم: 


تا 5 2۲ = Va oF Ve = 5) + Via)‏ 
پس بنا به استقرا تساوی Va + Vin = Vag‏ برای هر N‏ ع 77 ,2 برقرار است. 
۵.۲۹ حکم را با استفاده از اصل موضوع استقرا Toy‏ ثابت می‌کنیم. فرض کنیم 


B = {a€ A:L +a = s(a)} 


whol, مبانی‎ ۴ ۵ ۸ 


فز این صورت 8 LE‏ زیرا با توجه به «ED‏ دص فرض کنیم B‏ € 0. در این 
صورت؛ 8 € (5)0؛ زیرا؛ با استفاده از «ج ۲» و فرض «a € B‏ داریم 


1 +s(a) = s) ل‎ +a) = s(s(a)) 


پس ہنا بر «پ ۰۳ ۸ = 8 و حکم تانت شده است: 


(anes) ٩‏ الف) استقرا را روی » به کار می‌بريم. فرض می کنیم 


B={c€A:(at+b)+c=a4+(b4+c)} 


داربم 8 LE‏ ژیر 
بنا بر ...... a+(b+1l) = a+s(b)‏ 
aC) ae ee‏ 
بنا بر .----. ({a+6)+1‏ = 


(a +b) + c= a + (b+ ce) 


بسن 
(at+b)+s(c) = s[(atb)+e] ...... ernie‏ 
بنا بر s[a + (b+ c)] Sess Sk‏ = 
بنا بر ی a + s(b + c)‏ = 
at(b+a(e)) ۳‏ = 
deeds 5‏ 8 € | ۰ 4 = 8 و «الف» ثابت شده است. 


«ب» را با استقرا روی 6 و با استفاده از (ه + 0ظ = 0 + ۵ B= {bE A:‏ ثایت کنید. 


٩‏ (فضیه) استقرا را روی » به کار می‌بریم. فرض کنیم 
B={c€A:atc=b+ce—a=})}‏ 


روشن است که 8 LE‏ (چرا؟). حال فرض کنیم 8 € 6. دراین صورت 


a+s(c)=b+s(c) => s(at+c)=s(b+c) 


= + at+c=bic (SL >) 
=> 0 (SL >) 
BH ARES و در نتیجه» بنا بر‎ s(c) € 3 بس‎ 


۹ عمل ضرب (gi)‏ را به صورت استفرایی زیر روی ۸ تعریف می‌کنیم. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲۹ ۴0۹ 


ض ۱) برای هر ۸ € ۾» ۾ =1 . 

a(s(b)) = برای هر ۸ € 6,9 ۾ + ف‎ (Yo 

توجه کنید که برای ٤ A‏ ».با به کار بردن فضيه بازگشتی برای ۸ = × و × ج ‏ : ۶ 
با تعریف ه + ۵ = f(z)‏ وه = » تابعی یکتا چون ۸ ج ۸ : Wa‏ می‌یابیم به طوری که 
Va(L) =a‏ و برای هر 4 € ف » + Va(b)‏ = ((۲,)۵)0. مشاهده می‌کنيم که Wa(b)‏ همان ab‏ 
در تعریف ضرب (یئانو) است و ۸ ج ۸4 × ۸ : ¥ با تعربف (۰)0 = (ا,ه) ۷ تابع ضرب 


. است‎ 
فرض کنیم‎ ۹ 
B= {a€ A:La= a} 


با توجه به «ض ۱» در مسئله ۹ داریم احلل و در نتیجه 8 1€. به علاوه اگر 8 € » 
آن گاه 8 € .s(a)‏ زیرا با استفاده از La=a‏ و «ض ۲» در مسئله ٩‏ و «Ven‏ داریم 


1 s(a) =La+a=a+ 1= s(a) 


یعنی B‏ 6 (۵)0. پس بنا بر اصل استقرا «پ ۰۳ ۸ = 8. 


۱۰۳۹ (قضبه) الف) استقرا را روی ¢ به کار می‌بربم. فرض کنیم p(c)‏ گزاره‌نمای 
a(b +c) = 00 + 6‏ باشد. برای ((۱)2 = › داریم: 


a(b + ۱) = as(b) 


ll | 
= 
=a 
+ 
a 


پس (2)۱ درست است. حال فرض کنیم p(c)‏ درست است. داریم: 


ab + s(c)) = as(b+c)  s.- pls 
= a(b+c)+a بنا بز ای‎ 
= (ab +ac) +a «299: بنا بر‎ 
= ab+(acta) ۰ بنا بر‎ 
= ab = as(c) uch lenges ۳ بنا‎ 


در نتیجه p(s(c))‏ درست است. در نتیجه» بنا بر اصل موصوع استقراء p(c)‏ برای هر A‏ 6 » 
ذزشت: است: 

ب) استقرا را روی ‏ به کار ببرید. 

پ) فرض می کنیم که p(b)‏ گزاره‌نمای ab = ba‏ باشد. بنا بر «ض ۱ و مسئلة ٩.۲۹‏ 
BUN)‏ کرش است: حال فرض کنیم (2)0 درست است. داریم: 


as(b) = ab+a ۰ yk 
= ba+a E بنا بر‎ 


Flo‏ مبانی ریاضیات 


کافی است lee‏ دهیم .ba + a = s(b)a‏ برای اثبات این مطلب یک بار دیگر استقرا را به کار 
می‌بریم. فرض می‌کنیم g(a)‏ گزاره‌نمای اخیر باشد. چون 


۵۱ 4+ ۱ =b + \ = s(b) = s(b)\ 


(۱) درست است. فرض کنیم g(a)‏ درست است. داریم: 


(ba+b)+s(a) (The) 
ba + (b + s(a)) (جرا؟)‎ 
ba + s(b + a) (جرا؟)‎ 
ba + s(a + b) (SL >) 
ba+(a+s(b)) (جرا؟)‎ 
(ba + a) + 5(6) (She) 
s(b)a + s(b) (SL >) 
s(b)s(a) (جرا؟)‎ 


این مطلب نشان می‌دهد 9(8(a))‏ درست است. در نتیجه. ((5)0) درست است. از این رو 
بنا براصل استفرا p(b)‏ برای هر ۸ bE‏ درست است. 


bs(a) + s(a) 


| ! | ۱ | TTT 


(call ۱ ۳۹‏ فرض كنيم ۵ = + ۵. اگر 1= a‏ آن‌گاه تساوی به صورت 1= ۵+ ا ويا 
( با توجه به مسئلهةٌ ۵.۲۹) به 9(b) SL‏ تبدیل می‌شود که بنا برراصل موضوع (پ۱) ناممکن 
است. اگر ag ZL‏ آن‌گاه بنا به فضبه ۰۴۰۲۸ عضوی جون ۸ ٤‏ » وجود دارد به طوری که 
.s(a’) =a‏ بنابراین از a+b‏ = » داریم: 
a+ 1 a‏ 

a+ 6 
a+ 1 +b 


Il‏ | ا 


حال با نوجه به قضیه ۹ نتیجه می‌گيريم 1 La bt‏ و یا L= s(b)‏ که متنافض با «پ ۱ » 
ب) فرض کنبم ab‏ = . اگر ZL‏ ه» آن‌گاه بنا بر قضیه ۰۴.۲۸ عضوی چون ۸ € » 
وجود دارد به طوری که ه = .s(a!)‏ بنابراین 
b = ab s(a’)b‏ 
Ls‏ بر فضبه ۹ «ب» bs(a’)‏ 
بنا بر «ض ۲ ba’ +b‏ 


که با توجه به قسمت «الف» ناممکن است. بنابراین؛ 1< ». 


al‏ | ا 


۹ (فضیه) استقرا را روی » به کار می‌بریم. فرض کنیم p(a)‏ گزار‌نمای زیر 


ac = þe ۾ ج‎ = Ù 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۲٩‏ ۴۱۱ 


(2)۱ بنا بر مسئلة ۱۱.۲٩‏ «ب» درست است. حال با فرض درسنی p(a)‏ نشان می‌دهیم 
p(s(a))‏ درست است. فرض کنیم .s(a)c = be‏ اگر ۱ = ob‏ آن‌گاه » = s(a)c‏ پا » = (۱ (a+‏ 
یاه = 6 + عه که متناقض ۰ است پس FV‏ هو در نتبجه CA‏ ۷ وجود دارد به 
طوری که ۱ + 9 = و. در این صورت: 


s(ajc=be = > (a+ \)c= ) + (۶ 
= act+c=Jd'c+c (Th >) 
=: 02 (Sh >) 
= به فرض استقرا) وه‎ li) 
==> اعد( )و = (ھ)ی‎ 


بنابراین p(s(a))‏ درست است و قضیه بنا بر اصل استفرا اثبات شده است. 


۱۳۳۹ الف) فرض +b aS‏ ۲ = ۾  <‏ + . دراین صورت. با استفاده از قانون حدف 
نسبت به جمع؛ داریم rar’‏ 
ب) چون (a) =1 ta‏ (مسئله ۵.۲٩‏ با توجه به تعریف داریم >a‏ (5)0. 


۹ برای 1= » به روشنی داریم ا < . فرض کنیم AFL‏ در این صورت. بنا بر 
فضبه ۸عضوی جون Hb EA‏ وجود دارد به طوری که =a‏ (5)0. ولی 1 + = (0)ع؛ 
پس ه <1 b+‏ و در نتیجه بنا به تعریف 1 < a‏ بنابراین» 1< 4. 


۹۹ (قضیبه) فرض کنیم  a>‏ پس A‏ € ۲ وجود دارد به طوری که ۲ +9 = ه. 
اگر ۱ = » آن‌گاه ۱ +20 ه و درنتیجه ۱ + 0 < . اگر ۱ ج » آن‌گاه ۸ € ۲" وجود دارد به 
طوری که ۱ + ۲ = . در نتیجه 


(جرا؟) + )۱ (b+‏ = )۱+ ۳) 4 < ۲ +94 < ه 
بنابراین ۱ +۷ < ه و در نتیجه ۱ +۵ < ». 
۸.1۹ (قضیه) فرض کنیم ۸ € »,,ه به طوری که ا < ۰ و ء < . در این ورس 
۸ € 5 ,۲ وجود دارند به طوری که و ۰ در نتیجه 


a=b+r=(c+s)+r=ct+(st+r) 


و در نتبجه » < ۵. یعنی > متعدی است. حال نشان می‌دهیم فانون سه‌گانگی برفرار است. 
فرض کنیم ۸ € ۵ و (2)0 گزاره‌نمای زیر باشد: 


(۵ <ه)یا (<ه) & (>a)‏ 


۳ مبانی ریاضیات 


(۱) درست است (چرا؟). فرض کنیم (2)0 درست است. سه حالت زیر را در نظر می گبریم: 
الف) اگر ca = b‏ آن‌گاه ۵ > .s(a) = s(b)‏ 
ب) اگر 9 < ه» آن‌گاه 9 < ۾ < (۶)0 و در نتیجه بنا بر متعدی بودن < ۵ < (5)6. 
پ)اگر ه > ib‏ آن‌گاه .b > 8(a)‏ پعنی؛ .b = s(a) Lb > s(a)‏ 
بنابراین؛ در هر سه حالت p(s(a))‏ درست است. 
برای کامل شدن اثبات قضیه باید نشان دهیم دقبقاً یکی از سه حالت ۶ = dia‏ < » و 
» < ارخ می‌دهد. اکز هر نک از این ae‏ شالت سا سالت دیگری رخ دهد با توجه په مسئلة 
۹ تناقض به دست می آید (جطور؟). 


٩‏ الف) فرض کنیم ۵ < »و 4 o>‏ باید چهار حالت مختلف را در نظر بگیریم. 

اثبات احکام را در یکی ازاين حالت‌ها می‌نويسیم. فرض کنیم b Sl‏ < » و 4 < ». دراین 

صورت. ۸ € ۲,۲ وجود دارند به طوری که + = ه و cari td‏ بنابراین 
ate = (r+6)4+(r'4+d)=(r4+r’)4+(b4+d)‏ 


ac = (r+ b)(r’ +d) ۳)۳ +d) + b(r’ + d) 


(rr’ + rd” br’) + bd 


در نتیجه» ل +۷ < + و .ac > bd‏ 

ب) اگر » + ۵ط = te‏ » آن‌گاه بنا بر قانون حذف نسبت به جمع» ۵ا = » و در 
نتبجه  a>‏ اگر » +۵ < ate‏ آن‌گاه عضوی چون ۸ ع ۲ وجود دارد به طوری که 
b( +c‏ +) = (ع + () + r‏ = +ه. حال با استفاده از فانون حدف نسبت به جمع؛ نتیجه 
می گیریم 9 + ۲ = ۵ یعنی ۵ < » و در نتیجه ۵ < . 

پ) اگر cae = be‏ آن‌گاه Ly‏ بر قانون حذف نسبت به ضرب (فضيهٌ ۰۱۲۰۲۹ 9 < » و 
بنابراین ظا < ه. اگر cae > be‏ آن‌گاه b‏ > ه» زیرا ۵ = ه امکان ندارد (جرا؟). اگر ا > » 
آن‌گاه عضوی جون CA‏ وجود دارد به طوری که ۵ + ۲ = و در نتیجه be‏ < ۰6 به معنی 


ac>(r+a)c=re+ac 
a> ۵ بنابراین؛‎ aC + 6 > aC است که درست نیست. زیرا بنا به تعریف؛‎ 
(فضیه) تابع دوسویی ۸ ۸ : م مذکور در قضیۂ ۱۲۰۲۸ را در نظر‎ ۹ 


و 
الف) نشان می‌دهیم برای هر ۸ 6 ca‏ گزاره زیر درست است 


p(b) : p(a + b) = (a) + (0) 


p( 1)‏ درست است. زیرا 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۲٩‏ ۳۳ 


((0)) 5۳ 
۲ + (0)م 
(۱)م + (a)‏ 


| | Il 


فرض کنیم p(b)‏ درست است. داریم: 

p(a + s(b)) 

s'(p(a) + p(b)) (جرا؟)‎ 
y(a) + ۶ ((0)م)‎ 

y(a) + v(s(b)) 


بنابراین p(b) ٤‏ برای هر bE A‏ درست است. 
ب) با اثبانی مشابه نشان دهید: 


| | | I dl 


ب) نشان می‌دهیم: 


a > b => (0)ب > (ع)م‎ 


روشن است که اگر a = b‏ آن‌گاه (0)م = (»)م. پس فرض کنیم ۵ a>‏ دراین صورت 
EA‏ 7 وجود دارد به طوری که ۳ + = ه. دراین صورت 


p(a) = )م‎ +r) = (Db) + (r) 


و در نتیجه (0)م < .p(a)‏ بنابراین اثبات فضیه کامل شده است. 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۳۰ 


۰ حل تمرین ۲ فصل A‏ راببینید. 
۰ فرض کنیم [(۳,۷)] = [(m,n)]‏ و [('و ,'م)] = [(p,9)]‏ بعنی ۲۷+« ۷۲+ "n‏ و 
+ = ۲+ . دراین صورت 
ام + و د+دو+و عم +و+ و + ع و جوم( جع و + 4 9841 
در نتیجه ('ي + (mi + pln!‏ مہ (و + ",م (m+‏ و بنابراین 


[(m, ۰([ + [(p, 4)] = [(m', n')] + ])2,9([ 


یعنی جمع خوشتعریف است. همچنین. از ضرب تساوی ۲۲ +۰۰ = 7 + 7۰ یک‌بار در « و 
یک‌بار در 4 و ضرب تساوی ۶ + و = و + یک‌بار در 7۷ و بک‌بار در in!‏ نساوی‌های زیر 


را به دست می آوریم: 
mp -- n'p = np + mp o nq + m'q = mq + n'q‏ 
m'p +4 mg = mq + mp’ o nq + n'p' = np + ۲‏ 


از جمع تساوی‌های VL‏ نساوی زیر حاصل می‌شود: 
(mq+nq+m! g'+n'p'\+in'p+m'q+m'ptn'q) = (mqg+np+m! p'+n'q')+(n'p+m'gq4+m'ptn'¢‏ 
حال» با استفاده از فانون حدف نسبت به جمع؛ نتیجه می گیریم: 
mp + nq + mq’ + n'p' = mq + np + m'p' + ۲‏ 
cal!‏ رو 
(mp + nq, mq + np) ~ (m'p' + n'q', m'q' + n'p')‏ 


یعنی [(' ,'ع)][(' n)][(p, 9)] = [(m',‏ ,)]. پس ضرب نیز خوشتعریف است. 


F\4‏ مبانی ریاضیات 


Canes) ۰‏ با توجه به تعریف دامنه صحیح. باید نشان دهیم: 
الف) (+ ;5) گروه LT‏ است. 
ب) (.:5) نیمگروهی تعویضیذیر و با همانی است. 
پ) عمل ضرب روی عمل جمع نوزیعبدیر است. 
فسمت‌هایی از این احکام را ثابت می‌کنيم و بقیه را به عنوان تمرین به شما واگذار می‌کنيم. 
(call‏ عمل جمع تعویضپدیر است. زیرا 
(چرا؟) [(m+p,n+q)]‏ 


[(p + m,q + ")| (چرا؟)‎ 
[(p, 4)] + [(m, nr] (چرا؟)‎ 


به همین ترتیب می‌توانید شرکتېدیری جمع را ثابت کنید. عضو صفر برابر است با .])٥,٥([‏ 
ربرا؛ 


[(m, ۰([ + [(p, 4)] 


Heil Il 


[(m, n)] + [(2, 0)] = [(m + +«ره‎ *([ = [(m,n)] 


توجه کنید که برای هر ٥([ MEN,‏ ,ه)] = [(0,7)] (The)‏ همچنین: قرینۂ [(r, n)]‏ برابر 
است با (The) [(n,m)]‏ 
ب) اثبات شرکتپدیری و تعویضپذیری ضرب را به عنوان تمرین به شما وا گذار می‌کنيم. 
عضو [(۰ ,۱)] عضو همانی نسبت به ضرب است. زیرا 
[(m\ +ne,me+4+n\)]‏ 
[(m,n)]‏ 


1.0 رابطه < انعکاسی است. le)‏ برای هر N.‏ € ۸ ,”)از تساوی ”+ "= m+n‏ 


[(m, n)J[(1, °)] 


۱ | 


نتیجه می گیریم ntm‏ < 7+ 7 وازاین رو [(,۳)] > .[(m,n)]‏ رابطه > پادمتقارن است. 
زیر اگر [(4 ,م)] < ((m,n)]‏ و [(«ب)] < ((و,م)]؛یعنی p+n > q+ mgm +q > "¬ +p‏ 
آن‌گاه با توجه به ویژگی پادتقارنی dal‏ < روی .3 نتیجه می‌گیریم و + ۸ = MAD‏ 
ازاین روء )9( ~ (mn)‏ پس [(۹ ,م)] = [(m,n)]‏ رابطهٌ < متعدی است. زیراء اگر 
,م)] < [(m.n)]‏ و [(,۴)] < [(۹,م)] یعنی + < و + "و +٣‏ و < +s‏ م آن‌گاه 
n + +P +s 2 ۰ 7‏ (چرا؟) و در نتیجه ۲+ ۸ < mts‏ (چرا؟) بعنی 
[(m,n)] < ]),([‏ بنابراین» < تعریف شده رابطه‌ای ترتیبی جزئی روی 5 است. به علاوه. 
< روی 5 رابطه‌ای خطی است. زبرا با توجه به این ویژگی برای < روی .37 برای هر 
«m,n, p,q 6 ۰‏ داریم lm + > n + p‏ و + .n + p > m‏ یعنی [(m, n)] > [pg]‏ با 


[(m, 2]‏ > [(0 ,م)]. 


۰ (قضیه) با توجه به فضبه‌های ۴ و ۷.۳۴ کافی است نشان د هیم مجموعد 


T = {[(m, n)] € S : [(m,n)] > [(°, °} 


۴۳۷ ۳۰ و انات تهای سل‎ pale de 


در ویژگی‌های مجموعه عضوهای مثبت حلقه مرنب صدق می‌کند. ابتدا توجه 
کنید که [(۰ ,۰)] > [(m,n)]‏ معادل است با ۸ (The) m>‏ فرض کنیم [(m, n)]‏ و 
[(۵:)] عضو 7 باش در این صورت < و 225 ار این Suess‏ ید 
[Ce 2]‏ > [(ه,)] + [(۳,۳)] و [(* [(m, n)][(7, 5)] > ])٥,‏ علاو: براین» چون رابطه > در 
فانون سه‌گانگی صدق می کند (She)‏ برای هر 5 € [(7,7)] می‌توان نتیجه گرفت 

.—[(m, n)] € T يا‎ [(m, n)] € T &[(m,n)] = ,ع)]‎ ٩([ 


۰ میک به یک است. زیرااگر N.‏ € ,7 و p(n) = o(m)‏ یعنی 
[(m, ۰([‏ = [(۰ ,6 آن‌گاه n = m‏ (جرا؟). ay‏ طور مشابه اگر ,2-1 6 ,7 و 
p(n) = (mm)‏ نتیجه می‌گیریم n =m‏ (جطور؟). به علاوه اگر N.‏ € ۰ ,67-۳ «7 و 
9m)‏ = ()م؛ یعنی [(۰ [(m,‏ = [(-,۰)] مجدداً m‏ = «به دست می آید (جطور؟). ب 
پوشاست. زیرا برای هر 5 € [(*,)]۰ 2 « - 7 چنان است که —n) = [(m,n)]‏ «)م. 
زیرا اگر im > n‏ آن‌گاه ,۷( € ۰ - و در نتیجه [(۰ ,۸ - 0] = n)‏ - )م که 
برابر است با [(m,n)]‏ (چرا؟). اگر ۸ > ص آن؟ 

ica (جرا؟). تابع م حافظ جمع‎ [(m, ([ ره)] = (7 - )م که برابر است با‎ -(m - n)] 
آن‌گاه‎ n,m EN, Slips 


TES NE Li Ny‏ درنتیحه 


y(n +m) = [(n +m, °)] = [(n, °)] + [(m, [(ه‎ = (n) + e(m) 
نیز در ,7 - 2 است و در نتبجه‎ + 7۰ N 6 2-3, و اگر‎ 
p(n +m) =[(e,-n— m)] = [(¢,—n)] + ]), -m)] = (n) + v(m) 
که همان‎ y(n +m) = |) tm, °)] آن‌گاه‎ n+ m> ه‎ ymEZ—N, هو‎ € N. اگر‎ 
است (چرا؟) . ولی‎ [(n, -m)] 
[(n, -m)] = [(n, *([ + [(¢, -m)] = p(n) + v(m) 


به ee‏ تسا ۱ کر in +m > ogmeZ—N, ne Ny‏ آن‌گاه = yp(n+m)‏ 
y(n) +y(m)‏ حالت‌های EN. neEZ—N,‏ 7و ه < n + Mm‏ یاه > :+« نیز (با تغییر 
نام ۳ و (n‏ همان دو حالت YE‏ هستند. به همین ترنیب می‌توانید نشان دهید م حافظ ضرب 
م حافظ ترتبب است. زیرا اگر EN,‏ با نوجه به مسئله ۰ داریم: 
[(n, °)]‏ > [(ه m > n <== [(m,‏ 


Sly‏ ,67-۳ و ,67-۳1 ۰ آن گاه 


m > n => —n > —m => [(e,—m)] > [(°, -n)] 


Me ۴۳۱۸‏ رشان 
اگر ,3 - 672 و Slim EN,‏ 
-n)]‏ ,م)] > [(* [(m,‏ ج m>n=>m—n>o‏ 


در SLL‏ مشاهده می‌کنيم که جون 9(N)‏ ج N‏ : پم |م یکریخنی است. N‏ = ()م. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳۱ 


۱ تمرین ۴ فصل ۸ را ببینید. توجه کنید که در حل تمرین دکر شده از عمل تقسیم 
استفاده نشده بلکه از ویژگی‌های ضرب در 2 از جمله فانون حدذف؛ استفاده شده است. 


۱ فرض کنیم [('۸ ,')] = [(m,n)]‏ و [(9,)] = [(9,)]؛ یعنی ۰۳۲ = 7 و 
gp’‏ = وم. برای اثبات خوشتعریفی جمع. باید نشان دهیم 


(mg + np)(n'q’) = (ng)(m'q! + n'p') 


(جرا؟). تساوی بالا با توجه به ویژگی توزیعبذیری ضرب روی جمع در 2 معادل با تساوی 
رر Seal‏ 


mqn' q' + npn'q’ = nqm' q' + nqn'p' (*) 


ولی اگر دو طرف تساوی mn’ = nm!‏ را در 9 و دو طرف تساوی pq! = gp!‏ را در nn!‏ 
ضرب کنیم و طرفین تساوی‌های حاصل را جمع کنبم» تساوی (*) حاصل می‌شود. در نتیجه 
جمع ii.‏ خوشتعریف است. برای اثبات خوشتعریفی ضرب. باید نساوی ngm'p!‏ = و 7:۲۷ 
را ثابت کنیم. ولی این تساوی از ضرب دو طرف تساوی‌های nm!‏ = 7 و gpl‏ = وم در 
یکدیگر» حاصل می‌شود. 


۱ (قضیه) فسمت‌هایی ازاثبات را ارائه می‌دهیم. 
(call‏ رده [(۱ ,۰)] عضو خنثی 7 است. زیر 
[(m\ tne, n))]‏ = ((۱,ع)] + [(هره) 
[(m,n)]‏ = 

به همین ترتیب. [(m,n)] = [(m,n)]‏ + [(۰,۱)]. توجه کنید که برای هر *2 ME‏ 
(The) ])۰,۰([ = ])۶, ۱([‏ 

ب) فرینه [(m, n)]‏ برابر است با [(—m, n)]‏ (ثابت کنید). 

پ) رده [(۱ ,۱)] عضو همانی ضربی 7 است. توجه کنید که برای هر *2 me‏ 
(She) [(n,n)] = ])۱, ۱([‏ 


FYo‏ مبانی ریاضیات 
ت) اگر [(۱ Lm, n)]  ])0,‏ آن‌گاه ٭  m)] gm‏ ,0)] وارون ((۳,۳] است (جرا؟). 


۱ اابطه < انعکاسی است. زیرا؛ برای هر 2 6 7,۰ که ۰ ~ « داریم ۸۳ = 77 
و » > ۲ و در نتیجه؛ بنا به تعریف < [(«,] < [(۸ ,)]. Yay,‏ > پادمتقارن است 
زیرا اگر [(۹ ,م)] < [(m,2)]‏ و [(ب)] < [(4,م)]» یعنی omg > np‏ ° > وه و «pn > qm‏ 
ه < gn‏ آن‌گاه mq = np‏ و در نتیجھ [(4 ,م)] = [(۳,۳)]. رابطةٌ > متعدی است. زیرا 
اگر [(۹ ,م)] < [(” ,)] و dl(p,9)] > [(r,8)]‏ یعنی emg > np‏ ه > qs > © «ps > gr yng‏ 
آن‌گاه mgps > npgr‏ و © > -nggs‏ چون © > وو" = (ns)(q")‏ و » > ig’‏ نتبجه می‌گیریم 
.ns > ©‏ همچنین» .ms < nr‏ برای اثبات این نامساوی ابتدا توجه می‌کنيم که چون ه > nq‏ 
وه > و اعداد صحیح sig in‏ هر سه مثبت یا هر سه منفی‌اند. فرض کنیم هر سه مثبت 
باشند. دراین صورت» از ضرب دو طرف نامساوی np‏ < و« در عدد مثبت is‏ نامساوی 
mgs > ۵‏ حاصل می‌شود. همچنین» از ضرب دو طرف نامساوی ps < gr‏ در عدد مثبت 
in‏ نامساوی nps < ngr‏ حاصل می‌شود. حال ہنا پر ویرک تعدی < روی ۰ smgs < ngr‏ 
بنابراین © > (ms —nr)q‏ ). ولی » < ؛ پس ۰ < 7۳ - 79 یعنی ms < nr‏ اثبات این 
نامساوی در حالتی sipin aS‏ هر سه منفی‌اند. مشابه است. رابطه > رابطه‌ای خطی است. 
زیرا؛ برای هر 2 € ٩‏ , ,77,۰ که ° و و ه و و np lı mq > np‏ > و« واگر ° > ing‏ 
آن‌گاه یا ه < 7و ه > واه > و ه < ه که در حالت اول نساوی [(۹,م)] = ])¢— ,م-)] 
را به کار می‌بریم و با استفاده ازاین‌که » < n(—q)‏ و این که 

n(—p) 


mq > np => m(-q) > 
mq > np <=> m(-q) > n(—p) 


نتیجه می گبریم [(4 ,ع)] > n)]‏ ,)] با [(m,n)]‏ < [(2,9)]. در حالت » > ۸و ه < و نیز به 


طور مشابه نتبجه مورد نظر حاصل می‌شود (جطور؟). 


۱ (فضبه) می‌توانيم نشان دهیم 
P={[(mn)])eT : m,n >°}‏ 
در شرابط Lai‏ ۷.۲۴ صدق کند. اثبات این مطلب را به عنوان تمرین به شما واگذار می کنب . 


ee 1.4)‏ ی ات را حفظ می‌کند و 


[(و ,م)] < [(mn)]‏ جے ۶ > ۳ 


11 
به علاوه: Sep‏ به یک است زیر 


ام 


= ۲ چب‎ mn! =nm + = > |), n)] = [(m',n’)] 


حل مسئله‌ها و اثبات قطیه‌های فصل ۳۱ 


({ = (2)م 


=) :m € 2} = {[(m, 1)] : m € 2] 


پکریخت 7 است. درواقع m_ bls‏ مہ [(۱ [(m,‏ یکربختی مورد نظر است (جرا؟). 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳۲ 


۲ مجموعه LS‏ جمع تعریف شده گروهی تعویضپذیر است. عضو خنثی در آن دنباله 
صفر است. یعنی (sn)‏ = ۰ که برای هر Sn = » NEN‏ زیر 


(an) + (Sn) = (an + o) = (an) 


برای هر (an)‏ دنباله (-an)‏ فرینه آن است (چرا؟). توجه کنبد که شرکتپذیری و 
تعویضبدیری جمع از ویژگی‌های نظیر در مورد جمع عددهای گویا نتبجه می‌شود. همچنین 
ویژگی‌های شرکنپذیری و تعویضبدیری ضرب در 6 نیزاز این ویژگی‌ها برای ضرب عددهای 
گویا حاصل می‌شود. مثلا. 

(an )(bnen) = (an (bnen)) = ((anbn)en) 
(an bn )(en) = ((an)(bn))(cn) 


به طور مشابه» با استفاده از ویژگی توزیعپذیری ضرب روی جمع در 4 دیده می‌شود که این 
ویژگی برای ضرب روی oo‏ در 6 برفرار است. ره cog Ae‏ دنباله‌ای که همه مولفه‌های 
عدد | است» عضو خنثی در ک نسبت به ضرب است. بنابراین» ی حلقه‌ای تعویضیدیر و یکدار 


(an) ((bn) (en) 


OMT a Cael‏ زرا فضا ان لوا تست a‏ رب :وا رودو تفیگ در وأقع ۰ هر 
Oley ac oleh sein eels Sais clus‏ تایه سمریف 
ضرب روی SF‏ دنبالة (dn)‏ نسبت به ضرب وارونپذیر است اگر و تنها اگر هر مه در @ نسبت 
به ضرب دارای وارون باشد. 


۲ الف) also‏ عم( (ee‏ دنباله‌ای از اعداد گویاست که به عدد حقیقی و غیر 
گویای » همگراست. پس دنباله‌ای کوشی از اعداد گویاست ولی به عددی گویا همگرا نیست. 
ب) فرض کنیم (an)‏ یک دنباله کوشی از اعداد گویا باشد. بنا به تعریف. برای ۱ = ع» 
عددی طبیعی چون 7 وجود دارد به طوری که 


(Vm,n>N) jam - اوه‎ > ۱ 


در نتیجه» برای هر ۸۷ > Vin‏ > | ېږ ره - dan‏ یعنی ۱ + lan] > Janay]‏ حال؛ اگر فرار 
دهیم }1 +{ any‏ رامع maz{|ay|,---,‏ = ۰۷ آن‌گاه برای هر EN‏ ۲ داریم .lan| > M‏ 


ile F۲۴‏ ریاضیات 
بنابراین» (an)‏ کراندار است. 


۲ ۵.۳ کافی است نشان دهیم حاصل جمع و حاصل ضرب دنباله‌های کوشی در 5 یک 
دنباله کوشی است. قرینة هر Whos‏ کوشی دنباله‌ای کوشی است و همانی‌های ضربی و جمعی 
S‏ دنباله‌هایی کوشی‌اند. فرض کنیم (Gn)‏ و (bn)‏ دو دنبالة کوشی باشند. برای اثبات این که 
(an + br)‏ دنباله‌ای کوشی است. فرض می کنیم ٤‏ عددی گویا و مثبت باشد. چون (dn)‏ و 
(bn)‏ دنباله‌هایی کوشی‌اند. اعدادی طبیعی جون Ny‏ و Ny‏ وجود دارند به طوری که 


m,n> Ny => lam — اجه‎ < ye 


m,n > Ny جح‎ [rn — bn| < +e 
داریم:‎ im,n > N و برای هر‎ N = maz{Ny, Ny} حال به ازای‎ 


(am + bm) - (an + bn)| |(@m — an) + (bm — bn)! 


> lam ~ anl + [bm = ام‎ 

> tet 36 < ع‎ ۱ 

تاکن تمه ای کر ایح وی نات EOS ay ae‏ 

به شاه ۲ (ب». مشاهده می‌کنیم اعدادی Les‏ جون ۸ و 3 وجود دارند به طوری که 

برای هر Ame N‏ > |مه| bal > By‏ حال اگر ع عددی گویا و مثبت افد بنا بر کوشی 
بودن (an)‏ و (0) اعدادی طبیعی جون Ny‏ و Ny‏ وجود دارند به طوری که 


m,n > Ny => |am - امه‎ > ape 


m,n > Ny => |bm — bn| > ade 
و برای هر ۸۷ > 7,7 داریم:‎ N = mar{Ny, Ny} حال» به ازای‎ 


\(am — Un)bm + an(bm — bn)| 

lam = an|lbm| + lan |lbm = bn] 
ESL E = 6 

بنابراین؛ (nbn)‏ نیز دنباله‌ای کوشی است. همچنین» اگر اثبات بالا را برای دنبالهٌ با جمله‌های 
(Vr € N( = -|‏ به کار ببریم» نتیجه می‌گیریم دنبالةٌ (,-) نیز کوشی است. به علاوه. 
روشن است که دنباله‌های ثابت (یعنی دنباله‌هایی که همه مولفه‌های آن‌ها (GLK‏ به‌ویژه 
همانی‌های جمعی و ضربی . دنباله‌هایی کوشی‌اند. در واقع ای دو ideals‏ 
هر عدد طبیعی ۸۷ در ویژگی مورد نظر صدق می کند. بنابراین» 6 زیرحلقه‌ای از S‏ است که 
همانی ضربی آن را نیز شامل می‌شود. در نتیجه: ) همراه با جمع و ضرب دنباله‌ها حلقه‌ای 
تعویضیدیر و بکدار است. دستگاه 6 هبات نیست. زیرا دنباله‌های کوشی غیر صفر لزوماً (نسبت 


|00 نت و lan‏ 


AIA M 


به ضرب) وارونپذیر نیستند. مثلا" هر دنباله‌ای که موّلفه‌های آن از نقطه‌ای به بعد برابر باشند 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۳۲ FYO‏ 


و اقل یک as Gla‏ پاش دیا لها ی کوش Sealy,‏ که تست باه روا رون Ay SNE‏ 


۲ حکم مسئله از ویژگی‌های حد حاصل می‌شود. رابطهٌ به انعکاسی است. زیرا به 
روشنی داریم limn+co (an — Gn) = o‏ و در (an) ~ (an) ee‏ ون رابطه‌ای 


ا ا 


«imn +co (Dn ~an) = ° آن‌گاه‎ dJimn +o (a, —bn) = ° (tee (مت)‎ ~ (bn) و درنتیجه اگر‎ 
«(bn) ~ (cn) و‎ (an) نم‎ (bn) رابطه‌ای منعد ی است: ترا اگر‎ ~ cog Ae به‎ abe) ~ (an) بعنبی‎ 
Aru )مهبم | و در‎ = Cn) << 9 imino ) و‎ bn) = 2 آن گاه‎ 


limp +oo (an — by + bp — Cn) 
limn—oo (An == bn) + BRIGG (bn _ Ca) =oeo+eo>0 


limp + oo (an = Cn) 


یعنی -(dn) ~ (Cn)‏ بنابراین؛ ~ رابطه هم‌ارزی است. 


۲ فرض کنبم [(ah)]‏ = [(ہه)] و [()] = [(م)]. دراین صورت — limp soo(@n‏ 
° = (مه و ° = -limp+oo(bn - b,)‏ در نتیجه با توجه به ویژگی‌های حد» داریم: 


lim ((an + bn) - (an + bn) = lim (an — a) + lim (bn — bh ( ه + ه ع‎ < 


OO‏ چس ر7 


و در نقیجه» [( ۵ + (an + bn ([ = [lah‏ یعنی جمع 6 خوشتعریف است. همچنین» از آن‌جا 
که 


jan (bn — baj F(a — ah ) bh | 
lan |lûn — b4, | + lan — af |B; 


lan bn = apbn| 


IA |i 


مشابه مسئله ۵.۳۲ با استفاده از کراندار بودن دنباله‌های (an)‏ و c(b4)‏ اعدادی طبیعی چون 
A‏ و 7 می‌يابيم به طوری که lan] > A‏ و 8 > OL]‏ و سپس برای عدد گویای مثبت عء بنا بر 
این که * = litmaseo(an - ah)‏ و * = )64 = م) ممجمصال اعدادی طبیعی چون Ny‏ و Ny‏ 
پیدا می‌شوند به طوری که 


n > Ny => jan - امه‎ > TE 
ES NS | که ات‎ 


و در نتیجه برای N = max{Ny, Ny}‏ و  < N‏ داریم: 


[andy — اجامه‎ < lan|lûn — |م۵‎ + lan — انامه‎ 
< Alape) + (ظ)چتر‎ < 6 


۴۲٢‏ مبانی ریاضیات 


GS eS ee e‏ نز 
۲ (فضبه) قسمت‌هایی ازاثبات این فضبه به صورت زیر است. 
الف) رده دنباله col‏ صف یعنی [(۰])۰ عضو صفر رده دنباله col‏ ۱ بعنی [(۰])۱ pas‏ 
همانی است. 
ب) فرینه [(م0)] برابر با [(مه-)] است. 
پ) فرض کنیم  ])٥([‏ [(م۵)]. می‌خواهیم وارون [(0)] را بیابیم. ابندا نشان می‌دهیم: 
AN, EN,Vm> Ny,am = o‏ 


از ان جا که 6 ج بر مین داریم: 


ء < ٩, < N & lan|‏ ع 37 ,۷ ع 6,۷۸۷ ع 5,ه < JE‏ 


از طرفی؛ جون دنباله (an)‏ کوشی گت داریم: 


AN,.Vm,n> ۷, امه - موم‎ > ۱/۲6  (#*) 


۱ 
Ym > Ny, اجه‎ > ۳ 


برای Ny‏ داریم: 


In > Ny,|an| < 6 


ولی؛ برای این Luin ym‏ بر (x*)‏ باید داشته باشیم: 


امه + am|‏ - معا < |(@n - am) + am|‏ = امه 
ع - ۱/۲ +۱/۲۵ > 


صورت زیر تعریف می کنیم: 


اگر n< Ny‏ 9 { = با 


2 n> Ny اک‎ 


a 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۳۲ ۳۳۷ 


در نتیجه ۱ = nbn‏ 00 نا و [(۱)] = [(anb)r)}‏ = [(م0)][(مه)]. بنابراین» [(م0)] وارون 
وارز 
۲ با توجه به مطالب فصل ۰۲۴ کافی است ثابت کنیم 


(an)] > ])۰([( 
[ 6 6,26 € 0,6 > ,ه‎ AINEN,Vn > N,an >€} 


P {[(an)] € C : 


{[(an)] : [(an) 
در ویژگی‌های مجموعه عضوهای مثبت یک حلقه مرتب صدق می‌کند. ابتدا مشاهده می کنیم‎ 
باشند. دراین‎ P که 7 نسبت به جمع و ضرب 6 بسته است. فرض کنیم [(م0)] و [(م0)] عضو‎ 
ور‎ 


| Il 


3€ € 0,۱ > ,ه‎ ۷۱ EN,Vn > Ny,an > Ey 
26۲ € Q Ey > o 23۷۲ EN,Vn > Ny, by > ۱ 


حال اگر فرار دهیم max{N,, Ny} 56 =e, +E,‏ = ۷ آن‌گاه 
€= 6۷ 1 6۱ < مه ۲+ مه , ۷ < Yn‏ 


و در نتیحه [(۸ + [(an‏ عضو P‏ است. اگر قرار دهیم ۲ = > و N = maz{N,, Nr}‏ 


ان گاه 
Yn > N an bn > 65۱6۲ ZE‏ 


و در نتیجه [(anbn)]‏ نیز عضو ۲ است. به cage‏ برای هر 6 > [(م0)]؛ اگر [(an)]  ])٥([‏ 
آن گاه مشابه اثبات قضیه ۰۹.۳۲ NV € ٩‏ و ه  <‏ وجود دارند به طوری که 


Vm,n> Ny , jam — امه‎ < ۲ (۱) 
Vm > Ny ) |am| > ۲ (Y) 


ادعا می کنیم: 
(Vm > N, , am > °) ly (Ym > N, , am > °)‏ 


زیرا اگر ۷۱ > 17۱,7۲۲ وجود داشته باشند به طوری که مثلا" ه > gdm,‏ < ,سره آن‌گاه با 
A> 93‏ به (۲) داریم ۲ > gam,‏ 6/۲ > ,م6 و در نتبجه 


Am, امه‎ = Gm, — Gm, > 6/۲ + 6/۲ =e 


whol, مبانی‎ ۴۲۸ 


که متناقض (۱) است. بنابراین» © = [(,0)] یا ۶ € flan}]‏ یا ۲ € —L[(an)]‏ و ھمچنین» تنھا 
یکی از این سه حالت رخ می‌دهد. پس بنا بر فضیه ۴ «ب» LC‏ رابطة < هبانی مرتب 


است. 


۲ ا ا تدده فده رها در فاون اگاگ هی فی کد را اد 
اگر برای EN‏ م ے = can‏ آن‌گاه 2 = dn‏ م۸4٣1‏ و در نتیجه [(0)] = -[(an)]‏ در حالی که 
با توجه به تعریف داده شده برای رابطه > [(۰)] < [(ہه)]» زیرا ° < مه( > (Wr‏ 


vier‏ فرض کنیم EQ}‏ و C={FEC:‏ ن ual‏ که ر بر ھا ت ا امت 

(چرا؟). نشان می‌دهیم تابع 6 ب Q‏ : ] با تعریف ٩‏ = (9)] یکریختی نرتیبی است. پوضا 

بودن f‏ واضح است. برای اثبات یک به یک بودن آن؛ فرض کنیم برای @ € ۰۲,9 = . 
پس 0,۰۰۰ ,4) ~ (7,۰۰۰,) و در نتیجه حد این دو دنباله یکسان است. یعنی 4 = . 

همجنین با نوجه به تعریف جمع و ضرب در ؛ روشن است که 7 جمع و ضرب را حفظ 

یی OS‏ به cog dle‏ برای ٩‏ € و ,م داریم: 

de ,ه > 0,6 ع‎ 3۷ 6 ۱۷۰ 6, Pn - 7 < 6 

de -,ه < 06,6 ع‎  < 6 

ع + و < م,ه < 0,6 ع 36 

2 < ) 


II1 


بنابراین؛ ۶ یکریختی ترتیبی است. 


۳ فرض کنیم (an) ose -[(an)] EC‏ یک دنباله کوشی TONY ate ool a‏ 
«ب»: کراندار است. پس عددی گویا چون A‏ وجود دارد به طوری که برای هر MEN‏ 
fan} > A‏ حال فرض کنبم ص عددی صحیح و بزرگ‌تر یا مساوی با ۱ + ۸ باشد. دراین 
صورت 2 > [(0)]؛ زیرا با توجه به حل مسئلة ۰۱۰.۳۲ عددی طبیعی چون ۷ وجود دارد به 
طوری که مه ها برای هر N‏ < « تغییر علامت نمی‌دهند. حال اگر برای an > ° m>N‏ 
آن گاه be jae‏ 


n>N=>p-a,>(A+\)-A=A 
ء در شرط‎ =p مه آن‌گاه‎ > on > N اگر برای هر‎ [(an)] > 2 بعنی‎ AS صدق می‎ 
n> N => برن - و‎ =pt+(-an) < ع < م‎ 


صدق می‌کند. پس به هر حال 2 > [(,0]. 


Ns eas Casas) VEY‏ کات Sha‏ رات SU a)‏ انر رک و دوک 
(Jb‏ رجوع شود. 


۲ (فضیه) از فضبه‌های ۵.۲٦‏ و ۱۴۰۳۲ نتبجه می‌شود. برای اثبات مستقیم به 
صفحه ۲۲۸ کتاب gle‏ رباضیات (تالبف ob‏ استیوارت و دیوید (IE‏ رجوع شود. 


۲۳ (قضیبه) از قضیه‌های ۲.۲۲ و ۱۵.۰۳۲ نتیجه می‌شود. 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳۳ 


peg sl ۳‏ آن Peg shy aS‏ برعکس» فرض کنیم و = *م. اگر و > م 
آن گاه ip € ٩‏ پس با توجه به "9 = *م» p*‏ € م یعنی م > م که امکان ندارد. به طور مشابه 
حالت م > رخ نمی دهد. بنابراین» P=‏ 


۳ با توجه به مسئلة ۰۳.۳۳ عمل‌های جمع و ضرب تعریف شده روی *(6» خوشتعریف 
فستند: زیراء اگر * ام = sir‏ “ي = * آن‌گاه بنا به مسئلۀ دکر شده» او = مو و = و. در 
نتیجه و + ام = ۹+ م و ول = وم پس *)'4+ 'م) = ۴( +م) و .(pq)* = (p'q')*‏ مجموعد 
" همراه با جمع تعریف شده یک گروه تعویضپذیر است» که *۰ عضو خنثی آن نسبت به 
جمع است (چرا؟) و فرینه ep”‏ *(7-) است. توجه کنید که شرکتپذبری و تعویضپذیری جمع 
Q*‏ از این ویژگی‌ها در مورد جمع ¶ به دست می آید. 

همچنین }07{ Q*—‏ همراه با ضرب تعریف شده یک گروه تعوبضبذیر است. که "۱ عضو 
خنثی آن نسبت به ضرب است (جرا؟) و وارون *م» "(2) است. شرکتپذبری و تعویضپذیری 
ضرب در »این ویژگی‌ها را در مورد ضرب "4 نتبجه می‌دهد. همچنین ضرب روی جمع 
در Q*‏ توزیعپدیر است (چرا؟) . 


۳ رابطه < یک رابطه ترتیبی خطی اکید روی *) است : رابطه > متعدی است؛ زیر 
77S >r”‏ ای لس زو هت PS or‏ 


abl,‏ > در قانون سه‌کانگی صدق می‌کند. زیرا برای هر 0 ع ,7 تنها یکی از سه حالت 
و = م ٩‏ > > و و در نتیجه تنها یکی از سه حالت pt = ٩"‏ "و > <P ep‏ ۲ رخ 
می‌دهد. به cage‏ 


(p>q) & (r < (ه‎ = ptr>gqts 


(p" > gq") & (r* > 8") => 
ج‎ (p+r)* > (r* +5*) —, BER SG +s" 


۴۳۲ مبانی ریاضیات 


(p* > q* > (ه‎ & (r* > s* > °) (ه < و < م)‎ 6 (r> و‎ < °) 


= 
ه < وو < جوم = 

ه < (pr)*>(gs)*‏ جد 
o as‏ 


بنابراین» Qt‏ همراه با رای تعریت شده یک هات مرتب است: 


ep coreg oak (0‏ شلد ۳ م تابعی یک به یک است. همچنین م به وضوح 
پوشاست. به علاوه» با توجه به تعریف جمع و ضرب در *4» م جمع و ضرب را حفظ می‌کند. 
تین Fer‏ بر تلم ۳۳ 


< م جه و < ۳ 


POG) er ریا‎ 20 eal هو ریک برش‎ ANT 
rep اگر ”م € ت و 2 > ن آن‌گاه م > 2 > و و در نتبجه ص > ل» بعنی‎ . + ۱ € Q =p 
ee > برای هر م‎ T~Q چون‎ VV در پایان مشاهده می‌کنیم با توجه به تمرین ۴ فصل‎ 
ل > 7 و در نتبجه برای *م € «. عضوی‎ <p عددی گویا چون ن وجود دارد به طوری که‎ 
. > ۷ ن وجود دارد به طوری که‎ ED” جون‎ 
NEU رورا‎ 0 Gaal با قوس دد کید‎ etre OQ eco bel TOG 
ع ٭ و 2 > و آن‌گاه پا » > ږو در نتبجه € € ب یا ه < ن‎ € SI 2 ۷ Maly 7 # ٩ 
U cope به‎ ye 0 و ۲ > "هو درنتیجه ۲ > "لا (چون "± > 9) و بنابراین باز هم‎ 
«۲ > ۲ ۱و ۷0 ۳ واگر‎ >a عضو ندارد: زیر برای 7 € «.اگر ه > 2 آن‌گاه‎ asp 
نتیجه می‌گیریم‎ ch = min{\, 2} «ب»» با فرض‎ ٦ rd Comey ea آن گاه مفشامه تا‎ 
پس 7 در همه ویژگی‌های یک برش ددکیند صدق می‌کند.‎ YEU ه) = نو‎ + ۸( < ۵ 
آن‌گاه م‎ U = pt حال نشان می‌دهیم ل به صورت "م نیست. که در آن @ ع م. اگر 0 ع مو‎ 
همچنین اگر‎ .2 > pie CU = pt است. زیرا؛ برای هر‎ ٩ در‎ U SVL کوچک‌ترین کران‎ 
PSY ازاین رو‎ pe =U Cyt آن‌گاه‎ ie > yt € 7 چنان باشد که برای هر‎ y 6 Q 
"م € ل و در نتیجه بنا برویژگی ل ۷ بزرگ‌ترین‎ =U م آن‌گاه‎ > y توجه کنید که اگر‎ 
اب رورا‎ EE عضو 7 است. در حالی که نشان دادیم‎ 
می‌توان به این تنافض رسید که‎ COM ۱.۲۹ کوچک‌ترین کران بالاست. حال مشابه با مسئله‎ 
نیست (چطور؟).‎ YE OLS دارای کوچک‌ترین‎ Q در‎ U 


(Anas) ۳‏ ابتدا نشان می‌دهیم عددی طبیعی جون « وجود دارد به طوری که 
nz 7‏ به روش برهان ۰ فرض می کنیم برای هر ne € € ۰2 EN‏ دراین صورت 


حل مسئله‌ها و اثبات قضیه‌های فصل ۳۳ rrr‏ 


U=Q‏ زیرا اگر 0 ع 2 آن‌گاه EN‏ « وجود دارد به طوری که (She) 2 > ne‏ و در نتبجه 
1 € 2 (جرا؟). پس ا = ٩‏ که یک تنافض است. بنابراین عدد طببعی 7 وجود دارد به 
طوری که mz CU‏ ولی € € (۱ (m+‏ (جرا؟). حال فرار دهبد -y= mz‏ در این صورت 
«y€ U‏ ولی z+ mz = (m + ۱(2 EU‏ < 1 + 2. 


CEU دراین صورت عضوی جون‎ UIV ga U> ۷ الف) فرض کنیم‎ ee ee 
جون‎ y € ۷ نشان می‌دهیم برای هر ۷ € ۷ نا < 2 اگر‎ .2 EV وجود دارد به طوری که‎ 
V برش ددکیند برای‎ (ee) ان گاه ا و چە نە وی کم‎ ey S| آمکان نذارد.‎ éV 
ل < 2. برعکس؛ فرض کنیم ۷ € 2 در‎ ye ۷ که تنافض است. بنابراین برای هر‎ cr eV 
زیر اگر ۷ € آن‌گاه 2 < :2 که درست‎ BEV واک مد 955 دق کی در انش ورت‎ 
واین‌که 0 ع 2و 7 یک برش ددکیند استء‎ 2 < y نیست. به علاوه. هر ۷ € ب بنا بر ویژگی‎ 
UDV عضوی از است. بنابراین»‎ 

ب) ابتدا مشاهده می‌کنیم که بنا بر ویژگی تعدی برای د؛ رابطه > نیز متعدی است. 
علاوه براین؛ < در قانون سه‌گانگی صدق می‌کند. زیرا؛ اگر ‏ و ۷ دو برش ددکیند باشند به 
طوری که ZV‏ 7 آن‌گاه نشان می‌دهيم پا ۷ DU LUD‏ ۷. فرض کنیم BV‏ . دراین 
هو ای تسس رالت Ely‏ هر U‏ مه agate‏ ای و ود ات iS eb‏ 
ی اب ویب و ب و ی و یش د تشه می ده بای 7 he‏ 
EV‏ فبابراین DU‏ 7 سی رانطه > روی 8 بک رابطه ترت ees‏ | کید است: 

پ) ابندا نشان می‌دهیم U = UA‏ عضوی از 8 است. چون 0 ۸4 0 U‏ همچنین؛ 
bo AO‏ ای نات این E bills‏ دی رس Big Cie es‏ 
A‏ در 8 باشد. پس» برای هر ۸ € ۰7 VOW‏ در نتبجه U=UAC W‏ حال جون 
WFQ WEB‏ از این رو UFEQ‏ فرض کنیم ۷ € 2 و 2 > . oe‏ لا  <‏ ع ‏ 
عضوی چون EA‏ ۷ وجود دارد به طوری که EV‏ حال بنا بر ویژگی «پ» برش ددکیند 
برای ۰7 ۷ > . ولی VEA‏ پس yEUA‏ به cope‏ ۷بزرگ‌ترین عضو ندارد. فرض 
aS‏ ۸لا< € € 2. در این صورت عضوی جون ۸ ع ۷ وجود دارد به طوری که ۷ € 2. 
چون V‏ بزرگ‌ترین عضو ندارد. عضوی چون ۷ ن وجود دارد به طوری که ± > ۷. ولی 
ge VCUA‏ 7 6۱4 لو« < لا در eed‏ بزرگ‌ترین عضو ندارد. بنابراین؛ 
ثابت کردیم که یکت ترش دد sasha‏ ار طرف wags Gases‏ رل کر یف ال روش ابیت 
که برای هر ۸ ۰۲7 ۷ = ۱0۸ ۷. همچنین اگر B‏ € "7 و برای هر ۸ € ۷ داشته باشیم 
JAC UES) Vv CU’‏ = لا نز U case‏ کوج رین کزان :بالای B DA‏ ست 


۳ ابتدا نشان می‌دهیم برای 8 € 0,۷ 8 € ۷+ 0. چون ‏ و ۷ ناتهی‌اند. U+V‏ 
ناتهی است. همچنین. AQ‏ ۷ + 7. زیرا با توجه به این‌که 0 # و AQ‏ ۰۲ اعدادی Liss‏ 


ies fF 


جون ت و ل وجود دارند به طوری که EU‏ ± و ۷ ye‏ حال اگر € ع و + × آن‌گاه € اه 
و EV‏ س وجود دارند به طوری که + 2 = ن + 2. ولی جون 0 € 2 2 > 2. زیرا؛ اگر 
x‏ > '» آن‌گاه با توجه به ویژگی («ب» برش ددکیند برای U‏ نتیجه می‌گیریم EU‏ به طور 
مشابه» چون ۷ € ل لګ > poy‏ نتبجه ل + 2 > ۷ + ت که منناقض با ety=a'ty‏ 
است. بنابراین ۷ + € ety‏ پس FQ‏ ۷ + 0. علاوه برایناگر ۷ + 0 ع ty‏ » که 
در آن € € »و 6۷ نو 2+۷ > ی آن‌گاه 2 > (-y)‏ + و و در نتیجه EU‏ (ب-) + 2. حال 
Oe‏ ل + (9۷ -2) = ۰2 ۷ + 61 2. در پایان» نشان می‌دهیم ۷ + U‏ بزرگ‌ترین عضو ندارد. 
فرض کنیم ۷ + 6۷ + که در آن € 2و YEV‏ چون 7و ۷ بزرگ‌ترین عضو ندارند» 
CU‏ ت و ۷ € / وجود دارند به طوری که 7 < gt’‏ ن < ل. در نتیجه + < a ty‏ 
و ۷+ 6۷ a ty‏ پس ۲+ ۷ بزرگ‌ترین عضو ندارد. بنابراین؛ ۷ + یک برش 
ددکیند است. همچنین با توجه به تعریف جمع؛ روشن است که اگر =U!‏ 7 و ۷ = ۷ 
آن UV = ۸۲ lS‏ آزاین مطالب نتیجه می‌گیريم عمل جمع روی 8 خوشتعریف است. 


۲ (فضیه) به راحتی می‌توانید نشان دهید عمل جمع روی 8 شرکتپذیر و 
تعویضیدیر است. ادعا می‌کنیم o}‏ > 2 : 0 2) = *0 عضو صفر 8 است. فرض کنیم 
,UEB‏ ۰۳ + 1۷ ۰+۷ که در آن و ۰ دراین صورت 2 = ه + 2 > ety‏ 
و درنتیجه 61 ل + 2 (جرا؟). پس ی ۰ برعکس اگر 0 € yeu Mle‏ 
وجود دارد به طوری که ب > 2 (بنا بر کدام ویژگی (TU‏ و در نتبجه ۰ > ل - ن. حال 
She) 2= + )2 - y( € € + °‏ و در نتبجه *۰ + CU‏ 7. این مطالب نشان می‌دهند 


* عضو eee‏ و ern‏ 
ادعا می‌کنیم برای 8 € Uy = )2 € 0۵ : 3y € ,-۷ ¢ €, ± > 9( U‏ فرینه ا است. 
ابتدا نشان می‌دهیم 5 € Uy‏ چون ۰ ع 2 وجود دارد» به طوری که EU‏ 2. فرض 


کنید ۱ - 2- = 2 و نتیجه بگیرید ۷۱ € 2. پس 0 2۶ Uy‏ برای Uy FQ‏ فورض 
EU AGS‏ ± (جطور؟). حال اگر CU‏ 2-. آن‌گاه 0 € ر وجود دارد به طوری که —y ZU‏ 
ول > 2- (She)‏ در این صورت 2 > ن- و در نتبجه -y EU‏ (جرا؟) که تنافض است. 
پس ۱ # «- و در نتیجه Uy  @‏ برای اثبات وبژگی سوم برش ددکیند» فرض می کنیم 
yr EU,‏ ۰ دراین صورت. 4 € 2 وجود دارد به طوری که EU‏ 2- و 2 > a‏ (جرا؟) 
و در نتیجه 2 > ۷. پس ۱ € ۷ (جرا؟). در بایان نشان می‌دهیم Uy‏ ۰ ندارد. فرض 
کنیم ۹ دراین صورت. Q‏ ع ‏ وجود دارد به طوری که -y EU‏ و ل > 2 (جرا؟). 
فرض کنیم @ €٤‏ 2 به طوری که ۷ > 2 > ±. پس ۱ € 2 (جرا؟) و 2 > 2. بنابراین Uy‏ 
بزرگ‌ترین عضو ندارد (جطور؟). این مطالب نشان می‌دهند که 8 € Uy‏ 

برای اثبات *۰ = ,€ + U‏ فرض می‌کنیم که ,0 + 0 € ن +« که در آن و 
ne Nees‏ در این صورت. 4 2 وجود دارد به طوری که EU‏ 2- و 2 > ن (جرا؟). SA‏ 


حل مسکله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل ۳۳ FYO‏ 


Se‏ ان Pals‏ € 2- (جرا؟) که یک تنافض است. پس 2- > :و در نتیجه 
© = ± + 2= > ی + ت. بنابراین *ه € ل + 2. برعکس» فرض کنیم *۰ € 2. در این صورت؛ 
ه < چ- (چرا؟). پس 7 € ن وجود دارد به طوری که EU‏ چ -ں (چرا؟). فرض کنیم 
ر - ۽ = 2. lp‏ صورت EU‏ 2-. چون ل ¬ ج > ل - 2» 0 E‏ ل - 2ه (She)‏ و در نتیجه 
CU +۱‏ (۷ - )+4 < 5. این مطالب نشان می‌دهند ا U‏ است» یعنی ,ل = [ا-. 


۳ (فضیه) به راحتی COU‏ می‌شود 7 + × > 7+ ۲ (جطور؟). برای اثبات 
EX+Z‏ 7+ ۲ فرض می کنیم pa ons‏ ادعا می کنیم که 7+ ۲ ¢ 2+ 2. 
oe‏ ۲ # 7 برای هر WEY‏ ن < 2 (Sle)‏ همجنین» جون 7 € 2 برای هر 7 ع ‏ 1 < 2. 
پس: برای هر ۲ € لا و هر 61 ۰ 1+ < 2 + . ree‏ مه ی 


UV £ 0 ابتدا نشان می‌دهیم ۲7 یک برش ددکیند؛ پعنی عضوی از 8 است.‎ TT 
V EQ و‎ 7 FQ چون‎ mS توجه می‌‎ UV FQ برای نشان دادن این که‎ .۰ 6 UV زیرا‎ 
چون‎ ty EUV ادعا می‌کنيم‎ y EV و‎ » ZU اعدادی چون ت و ن وجود دارند به طوری که‎ 
برش ددکیند است؛‎ SU (زیرا اگر  > 2 آن‌گاه جون‎ 2 < vu هر 7 ع س باید‎ oly € € 
طرف‎ ily < » باید‎ « eV برای هر‎ gy EV به طور مشابه چون‎ .) EU نتبجه می‌گیریم‎ 
۷ وجود دارد به طوری که » < 7 و چون ۰۶ د‎ »' EU عضوی چون‎ UD ۰* دیگر چون‎ 
4 >a < وجود دارد به طوری که ۰ < #. با توجه به بحث بالا ه‎ 7 €٤ ۷ عضوی چون‎ 
بنابراین ° < زا2. حال اگر ۷ > نوت ]6 "و ۷ 6 " وجود دارند به‎ yoy < و ه‎ 
"EU جون‎ VG ولی با توجه به بحث‎ cy = 2 طوری که 0 > "2و ه < و‎ 
است. در‎ 2۷ = oly" متنافض با‎ Sry > ely” بنابراین‎ yoy” cy” € ۷ و چون‎ ۵ > 2” 
برای اثبات شرط «پ» برش ددکیند؛ فرض کنیم‎ UV AQ وازاین رو‎ ty EU نتبجه.‎ 
در این صورت 6 < چون‎ iz’ Se گر‎ luz’ EUV آن‌گاه‎ 2 > 5 Sle! E UF 
a Ue ee eee ee 


2 > 2 > ۱ > 2 و درنتیجه = > (SE)‏ پس ۷ > (A)‏ ولی 
z!‏ '2 = 22 
ات ۳ 
z z‏ 2 


پس ۷ 6 2. در پایان نشان می‌دهیم UV‏ بزرگ‌ترین عضو ندارد. فرض کنیم EUV‏ 2 
چون *ه د ]و *ه د ۰۷ ل € »و ۷ € ل وجود دارند به طوری که » < »و ه < ل. سېس 
حون U‏ و 7 بزرگ‌ترین عضو ندارند» CU‏ ت و EV‏ وجود دارند به طوری که 2 > !2 
و ay‏ اتان < Se ay S eye‏ اي ۷ 52 ۰ > Giese‏ کته ان تاه 
2'y‏ = 2 عضو ۷ است و 2 - ره > #ب 2 - . اگر 17۷ € و به صورت "2 ك 2 باشد 
که EU‏ ۵۷ ۷ ع a!‏ ه > "هو > ان آن‌گاه جون 0 بزرگ‌ترین عضو ندارد: 0 ع 6 


۴۳۳۹ مبانی ریاضیات 


UV ۰: بتامرایتین‎ a2’ <2 2و‎ Say” € 0/۷ تابراین‎ va < ج‎ 4S دارو به طوری:‎ oye 
و ۷ در نظر بگیریم به‎ U ی ۷ € 2واگر ل € ± و ۲۷ € را با توجه به مثبت بودن‎ > oe 
UV gia, UV بنابراین *ه د‎ .cy EUV آن‌گاه ° < ره و‎ y > و ه‎ 7 > ٥ طوری که‎ 


“” 


مثبت است. 


۳ فرض کنیم 7 یک برش ددکیند باشد. اگر  ۰*‏ 0 آن‌گاه با توجه به ویژگی 

.0 | < 5۳:00| SU جون‎ U > 0° 5) LU لیا عم‎ > ۳ iB 55 > سه‌کانگی:رابطه‎ 
Shae SU بت‎ 0 AU) AN AY aes lS 6" 501 
JU) > پس || > *۰. بنابراین به هر حال *ه‎ JU) = —U U > طرف دبگی جون *ه‎ 


۳ (فضیه) اثبات تعویضپذیری و شرکتبذیری ضرب را به sage‏ شما می‌گذاريم. 

ادعا می‌کنیم که (۱ > ٩:2‏ € 2) = ۱۳ عضو همانی نست به ضرب است. فرض کنیم 
EB‏ ]و *ه U>‏ فرض کنیم *۷۱ 6 2. اگر ه > z‏ آن‌گاه ۷ € 2 (چرا؟). اگر ه < ی 
آن گاه ۷ »و ۱۳ € ل وجود دارند به طوری که ه < لا ,2 و 2 < 2 (جرا؟). داربم 2 > ry‏ 
(چرا؟) و در نتیجه 0 € 2 (She)‏ بنابراین UV CU‏ برعکس فرض کنیم ل € 2. 
اگر 0 > ia‏ آن‌گاه *۱ 2 2 (جرا؟). اگر ه > CU ce‏ ون وجود دارد به طوری که ن > 7 
(جرا؟) و درنتیجه ۱ > ۶. پس (She) 7 = )2۶( EUV"‏ بنابراین اگر of‏ > 7 آن‌گاه 
ol» UV =U‏ اثبات این مطلب در حالت * > 7 به صورت زیر عمل می کنیم: 


]7 ۷۳ =—(\UI|N) = -۱0|- 0 


Sus B Shen yar این مطالت ان نمی وه‎ ie) UV =e? Sg) US" S| 


۳ (قضیه) کافی است قضیه را برای حالت *۰ < 7 ثابت کنیم (جرا؟). چهار 

الف) بنا به تعریف› EU‏ ۰. پس Uy FO‏ 

ب) چون *۰ < ۰ rx CU‏ وجود دارد به طوری که O‏ < 2 و در نتیجه .> اک 
۰۱ . آن‌گاه EQ‏ ن وجود دارد به طوری که teres‏ و ۷ > . در نتیجه 7 > د که تناقض 
Ci es)‏ 

پ) فرض کنیم iy co Sly<cyreuy‏ آن‌گاه YEU,‏ فرض کنیم ۰ -Y>‏ چون 
۱ € ۵ 0 ع 2 وجود دارد به طوری gt EUS‏ 2 > :. در نتیجه CU,‏ ۷ (جرا؟). 

sae Ge‏ می‌دهیم eps Uy‏ عضو ندارد. ابتدا نشان می‌دهیم Uy‏ دارای عضو مثبت 


حل مسئله‌ها و اثبات فضیه‌های فصل YY‏ ۴۳۳۷ 


است. چون *۰ < FQ GU‏ ۰1 4 ع ن وجود دارد به طوری که » < بو EU‏ ن (جرا؟). 
در نتیجه اگر قرار دهیم 3 = 2» آنگاه 0 < 2و #۷ +. فرض کنیم @ ٤‏ 2 به طوری که 
2 > > ۰. پس 6۱ 2 (جرا؟). حال فرض کنیم Uy‏ € « دلخواه باشد. اگر ه > ؛ آن‌گاه 
چون ,0 شامل عضو مثبتی چون ر است. ‏ > «. فرض کنیم ه < «. دراین صورت. @ € 7 
وجود دارد به طوری که EU‏ ج ول > 2. فرض کنیم ل > 2 > «. پس 0 € 2 (She)‏ و 
2 > 2. در نتیجه sess‏ عضو Si‏ 

این مطالب نشان می‌دهند 8 € Uy‏ 


TEENY‏ )4.229( جون ۱> ه < ۱ - 2 در این صورت: 
(جرا؟) (۱ - ۸)2 + ۱ < ۱((۳ - x” = )۱+ )z‏ 


اگر برای هر CU MEN‏ "2 آن‌گاه U=Q‏ زیراء اگر Q‏ ع 2 آن‌گاه عدد طبیعی ۸ وجود 
دارد به طوری که (۱ - ۸)2 + ۱ > 2 و در نتیجه 0 6 2. بنابراین 0 = 7 که یک als‏ 
است. پس می‌توانبم فرض کنیم عدد طبیعی "٣‏ وجود دارد به طوری که t™ EU‏ ولی 
epee ey‏ 


g™*\ 2 UY‏ — "وج 


۳ (فضیه) کافی است فضیه را برای حالت *۰ < 7 نابت کنیم (جرا؟). فرض 
کنیم CU‏ 2. اگر » > iz‏ آن‌گاه *۱ > 2. فرض کنیم » > 2. دراین صورت EU‏ ت و 
۰۱ € ر وجود دارند به طوری که ه < ow‏ < ونه = 2 (جرا؟). oe‏ ,ل € اوه < ل 
y EQ‏ وجود دارد به طوری که EU‏ چ و ۷ > ل. درنتیجه ۷ # 2 (She)‏ پس 3 > ± 
و در ننیجه ۱ > ty‏ پس ۲ ع 2. برعکس» فرض کنیم ۱۳ € 2. اگر » > ca‏ آن‌گاه 
0۱ € :. پس فرض کنیم ۱ > > ۰. دراین صورت ۱ < +. فرض کنیم + > 2 > ۱. 
پس ۰‏ € ن وجود دارد به طوری که yz EU‏ (جرا؟). فرض کنیم =X‏ !2 در این صورت 
cus + 2 0‏ < لو #2 > ۰2 2 > 2 و درنتیجه 2 > ۶یا اه > 2. جون ‏ € سب 


€ € < (چرا؟). حال UU‏ € (۷)۶ = ». بنابراین UU = ۱١‏ در نتیجه 077۱ = Uy‏ 


۳۱۵3۳۳ )4.23( مطابق معمول. ابتدا فرض می کنیم .U,VW > o*‏ دراین صورث؛ هر 
دو طرف معادله شامل ۰۳ است (جرا؟). هر عضو مثبت +W)‏ 1)۷ به صورت (2 + )2 
است به طوری که € € ۰ ۷ € ږو EW‏ 2 مثبت هستند (جرا؟). به راحتی دیده می‌شود: 


1) + 2( = ry + xz € UV + UW 


۴۳۳۸ مبانی رپاضیات 


برعکس» هر عضو مثبت UW‏ + ۷ به صورت 2۸ + 2۱۷ است که در آن EU‏ لا ,25 
EV‏ رو EW‏ 2 مثبت هستند (جرا؟). اگر ay‏ > بت آن‌گاه By <y‏ و درنتیجه Dy EV‏ 
U(V + W)‏ € ]2 + ]ره = ny + arz‏ 

۲ 

همین مطلب در حالت ۱ > Dy‏ نیز درست است. 

حال فرض کنبم ۰ ۷ و ۷ هر سه با هم مثبت نباشند. اگریکی از آن‌ها * باشد. تساوی 
به روشنی برفرار است. اگر *ه > 7 اثبات تساوی مورد نظر برای حالت‌های مختلف ۷ و ۲۷ 
به راحتی انجام می‌شود. پس فرض می‌کنيم که *۰ < U‏ و سه حالت زیر را در نظر می گیریم : 
VW > ۴‏ *ه > V‏ *ه > ۲7؛ *ه < of Vi‏ > 7. حالت اول به راحتی از حالتی که در 
الا ثابت شد نتیجه می‌شود و حالث سوم مشابه حالت دوم اثبات می‌شود. بتابراین حالتی را در 
نظر می‌گيريم که *۰ U>‏ *ه > ۷ و *ه < W‏ دراین صورت دو حالت زیر مطرح می‌شود: 

الت AWS oF‏ رن ضرت 


UW = 10۷ + ۲۷( + ۱۷ |[ = U(V + ۲۷( + ۱ (چرا؟)‎ 


(جرا؟) ۷ + U(V + ۲۷ = -)0۱۷( + UW = UV‏ 
ب) *ه > VtW‏ دراین صورت 


۷۱-0۲۷ + W| + W) - ۱۷ + ۲۲۱+ UW + UW (جرا؟)‎ 


U(V+W) = —-(U|V+W|) = =(U|V|) + UW = UV + UW (جرا؟)‎ 


۲۳ (فضیه) با نوجه به مسئله ۱۱.۳۳ و قضبه‌های ۰۱۳.۰۳۳ ۰۲۰۰۱۴ ۲۴ و ۲۵ 
تنها کافی است نشان دهیم 
Ns TS Gs.‏ ?0 ار 

مثبت بودن این حاصل‌ضرب‌ها در مسئله ۳ ثابت شده است. Sl‏ جون *ه > ۷ < چ 
٭ € ,2 وجود دارد به طوری که ۰ > .2 و برای هر VEY‏ ن < .2 (She)‏ همجنین» چون 
EX ۰2 < 7‏ ,2 وجود دارد به طوری که ۰ > .2 وبرای هر 7 ع 4 1< Ze‏ ادعا می‌کنیم که 
عضو مثبت 17 € ,2.2  <‏ طوری است که برای هر a < ۶ ۰ 6 YT‏ روش است که اگر 
ib > 0‏ آن‌گاه a> o‏ در pt‏ این صورت» 4b = yt‏ طوری که Tye Y‏ ع !و ه < ee‏ 
در این صورت نبز 9 = a = ۰,2, > yt‏ (جرا؟). این مطلب انات فضیه را کامل می AS‏ 


حل تمرین‌های فصل ۱ 


۱ دسته‌های «الف» CD)‏ «ت» «ر» مجموعه نیستند» زیرا صفت‌های معروفیت؛ خوب 
بودن» برجمعیت بودن» آسان بودن تعربف مشخصی ندارند و قابل تعیین نیستند. ولی 
دسته‌های دیگر بعنی IDEN EDEN EDC EAI‏ 3( مجموعه‌اند زیرا اشیاء آن‌ها 
کاملا مشخص هستند. 


a} (all ۲‏ حرف الفبای فارسی است : 2) 
(w‏ ([2 زوج Yoo,‏ ۱۵ را ۱ 


C= {\,O} نهیه کرد.‎ 


€ 
(۲ > 2< ۲-,ه کر 2 : ,2 ع 12 ح (ه < ۱ - آو :2 ع 1 (۱-,۲۱ << A‏ 
Yr}‏ : ۲ ع 12 <- ( 6 ,۲6  <‏ : ۲ ع 12 < (۱,۰۰۰ ,۲ ,۲۲ < و 
}4 > و > ۴ VHA DN:‏ را ان ارات D‏ 
٩( = 2}‏ - ع)(۸ -)(۷ - ع)(٩‏ - )(۵ - ع)(۴ - ع) : ه) = 


1 مجموعه‌های «الف»» «ب»» «ج» نامتناهی و مجموعه‌های «پ» «ت»» «ث» متناهی‌اند. 
۷. ۸ ۱ زیرا اگر به ازای oa‏ در ×> ۱ +۲۵ + "ه = ۱ آن‌گاه (۲ + ۰/0 = ۰ یعنی 
ه = ي يا ۲- = ه» ولی می‌دانیم » و ۲ - در N‏ نیستند. (She) -۱ GA‏ 
ie GA‏ زیرا در Gal pt‏ صورت به ازای » یی در IN‏ ۱(۲ + ه) = ».یعنی ۱- = ». ولی 


2 ۰-۱ ۸ € ۱۰۰ (جرا؟). 


.2 € )12(, 5, ۷(( «ب» درست نیست ؛ زیرا‎ A 


F Fo‏ مبانی ریاضیات 


(LY)‏ درست است. 
«ح » درست نیست اد ol decals NV eA‏ 
)7( درست نیست ؛ La‏ مجموعد pac ist‏ ارد 


4 «الف» درست نبست (عضو بودن خاصیت تعدی ندارد). مانند: 
RN 6 BSA CAS‏ 

(«ب )) درست نیست . مأنند: 
B={} ۰ Aad‏ < ,6-1 

CY)‏ درست نیست . مانند: 
e=Y ۰ B={Y,T} <“ A={\,¥}‏ 


«ج» درست است. زیرا اگر 8 € ۸ و 8 2 ولی ۸ ع 2 آن‌گاه چون ACB‏ نتبجه 


۰ فرض کنبد {{a}, {a,b}}‏ = × و {{c}, {c,d}}‏ = ۲و ۲= ×. اگر ف = ه آن‌گاه 
X = {{a}}‏ واز ۲ = X‏ نتبجه می‌شود b‏ = ه < ٩‏ < ۰ (جطور؟). اگر ۶ 2 آن‌گاه X‏ 
دوعضوی است. از این ری ۲ نیز جنین است پس 4 CF‏ از طرفی جون {a} EX‏ نتیجه 
می‌گبریم {a} = {c}‏ يا {a} = {c,d}‏ ولی چون {a} = {c,d} » $d‏ امکان ندارد. پس 
{a} = {c}‏ در نتبجه » = ۾. همجنین» جون × € {a,b}‏ نتیجه می گیریم ۷ € (0,۵) یس 
{a,b} = {c,d} & {a,b} = {c}‏ ولی جون ج {a,b} = {c} a‏ امکان ندارد. در نتیجه 
{a,b} = {c,d}‏ ثابت کردیم » = 4. بس s{a,b} = {a,d}‏ و در plese . = d dre‏ 
bad ya=e‏ آن‌گاه به وضوح ۷ = ×. 


P(B) < )0,)۱(,/ ۲ ۳ 


Sa‏ زیرمجموعه‌های 7 عضوی A‏ با انتخاب‌های تایی از 7 عضو ۸ به دست ا 
از دوره دبیرستان» می‌دانيم که dae‏ این lol!‏ برابر است با 


۵ . با اسخقراروی « تابث شی کی اک ۱ ۶ آن‌گاه  )۱(‏ 4و در تیه 
P(A) = {0,4 4}}‏ که دارای ۲۱ = ۲ عضو است. فرض کنبد؛ حکم به آزای ۸ = « درست 


حل تمرین‌های فصل ۱ ۴۴۱ 


باشد. فرض کنید (۱ + ۲,۰۰۰,۸,۸ ,۲۱ A=‏ فرار دهبد (,۲,۰۰۰ ,۱) = 8. در این 
صورت؛ تمام زیرمجموعه‌های ۰1 زیرمجموعه A‏ نیز هستند. همچنین زیرمجموعه‌های دیگر 
A‏ ( آن‌هایی که زیرمجموعه 8 نیستند) از اجتماع زیرمجموعه‌های ‏ با (۱ + 6) به دست 
می آیند (جرا؟). در نتبجه تعداد زیرمجموعه‌های ۸ ply‏ است با 


Vx ۲ = ۱‏ = ( تعداد زیرمجموعه‌های x (B‏ ۲ 
راه دیگر: فرض کنید إ۸ ,۲,۰۰۰ ,۱ A=‏ تعداد زبرمجموعه‌های یک‌عضوی A‏ برابر 


Cay Gy) تا ی‎ 


(از بسط دوجمله‌ای ”)6 + (a‏ برای ۲ هم استفاده شده است.) 


۱۷ با توجه به تمرین ۱۵ ۲٩‏ = ۳۲ = ۲۲ ودر نتبجه ۵ = V‏ +۰۲۸ پس | Sea‏ 
بنابراین» تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعه ۳ + # عضوی برابر است با NTT SY‏ 


۰ فرض کنیم تعداد عضوهای A‏ برابر با 2 و تعداد عضوهای 8 برابر با # باشد. Ly‏ 
به فرض ۱۵ = ل + 2. همجنین با توجه به تمرین ۱۵ و فرض این تمرین. ۸.۲۷ = ۲ 
ب ۷ NE Se‏ در نتیجه ۳+۷ = 2. پس ۱۵ = ۷+ (۳+۷). در نتیجه ۱ = لو ٩‏ = 2. 


۲۳ فرض کنیم slr‏ اعضای مجموعه ۸ باشد. با توجه به تمرین ۱۵ و فرض 
مسئله اگر ۳ + = y‏ آن‌گاه ۲۶ + ۱۱۲ - TY‏ در نتیجه ۲۶ + ۱۱۲ - OFT‏ پس 
AY? = ۱۱۲ + ۶‏ بنایراین؛ ۱۱۲ = ۷.۲۶. درنتیجه ۱١‏ = ۲۶. پس ۴ = ». 


aad‏ داریم: 
x}‏ مجموعه است و « با کم‌تراز چهل کلمه توصبف می‌شود : A= {a‏ 


در نتیجه LA‏ کم‌تر از جهل کلمه توصیف می‌شود. پس ٤ A‏ 4. (البته. در درس نظربه 
مجموعه‌ها می‌خوانيم که los‏ بر «اصول» نظربه مجموعه‌ها co‏ مجموعه‌ای عصو خودش 


YO‏ اگر ۸ ce‏ آن‌گاه x‏ از اشخاصی است که صورت خود را اصلاح نمی‌کنند. در نتبجه 
طبق فرضی که معرف آرایشگر ۶ است» وابد صورت ت را اصلاح کند که تناقض است. اگ 


sl ۳۳‏ ریاضیات 
۸ 2 ± آن‌گاه با نوجه به تعربف ۸ » از اشخاصی است که صورت خود را اصلاح می‌کنند. از 
این مطلب با توجه به معرفی 2 نتبجه می گیریم 7 از اشخاصی است که صورت خود را اصلاح 

نمی کنند. این تنافض نشان می‌دهد ۸ 2 2 نیزامکان ندارد. 


حل تمرین‌های فصل ۲ 


54 حکم «الف » درست نیست. زیر اگر 


0 <)۲,۳,۴( 8 = 1۳,۴۱ ۰۸ - ۲۱,۲( 


BEC ولی‎ 40 8 = )۱, ۲,۳, ۴( = AUC آن‌گاه‎ 


حکم «پ» درست است. زیرا اگر 6 40 = 2 ۸۱ و ۸0 = 8 0 ۸ آن‌گاه 


B 


| | ۱ ۱ | |۱ al 


BN(AUB) 
BN (AUC) 
(BN A) U(BNC) 
(AN B)U(BNC) 
(ANC)U(BNC) 
(AUB)NC 
(AUC)NC=C 


دلیل هر مرحله را جلوی آن بنویسید. 


۲ فرض کنیم ANB =0=A'NB‏ در این صورت 


اا | | | | 


ANU 
AN(BUB') 
(AN B)U(AN B’) 
(AN B) ۷ 
ANB 


و در نتیجه جون 8 € 8 BiAN‏ € 4. به همین ترتیب نثیجه ty Sy‏ ۸ € 8. بنابراین 


4 ی ۱۱ و 7۱ 


۸ 


B‏ < ۸. برعکس» فرض کنیم 8 A=‏ در این صورت 


۸ ۲۱ = ۸ ۲۱۸ < 0 


((60 ع پا 6۳ ت) و ۸ 6 2 : 2) 
Buc}‏ ع و ۸ ] :۰ 12 
AN(BUC)‏ 


ol. FFF‏ ریاضیات 


[0 6 «یا ( 6 «و ۸ ع ه): 12 = E‏ 
([0 ع و پا ۸۲۱ ع 2 : 18 = 
(AN BUC‏ = 


(call .¥ 


BCA => ANBCANA =O 
سح‎ ANB=9 


ANB=6 => B BOU = BN(AU A’) = (BNA) U(BN A) 
JU(BN ۸ = BNA! 


۸ C A4’ 


5 ج 
ب) اگر ۷ = 8 ل۸ آن‌گاه 
(A'NA)U(A'NB) =OU(A'NB)=A'NB‏ = (ظ ۱۵ 6۸ ۸ = A= A'NU‏ 


dos و در‎ 7 = ۸۱1 ۸ C AUB برعکس اگر 8 > ۸ آن‌گاه‎ .۸ = ANB CB پس‎ 
.AUB=U 


۵ . فرض کنیم 0 = X‏ دز این صورت از این که 5 = ۲ل × نتیجه می‌گیریم 
FETUS‏ 


(XN 5( لا‎ (Y NT) = (On S) U(Y NT) =Y NT = (TUSJNT=T 


برعکس» فرض کنیم (07 ۲) لا (5 ۸ ×) = ٦‏ ولی 0 # ×. فرض کنیم BEX‏ پس 
ولا 7 = UY‏ ۶ € 2. از این رو 7 € »یا 5 € 2. اگر 5 € ٭ آن‌گاه 05 × € و در نتیجه 
AST‏ لا Goce (Ns)‏ لاک Gul please eSnr‏ حال اگر 7 ع ± 
آن‌گاه 7 ENSUITE‏ ع «. یعنی 05 2 > هیا 2 ۷ «. 3s‏ اگر ۸5 × € 2 
آن‌گاه 5 € ye‏ در نتیجه 0 = 705 6 ٭ که تنافض است. همچنین اگر ۸7 6۷ ٭ آن‌گاه 
0 = ۷۲ × 6 2 که باز هم تناقض است. پس باید 0 = X‏ 

راه دیگر برعکس: 


X =XnN(XUY)=XN(TUS) =(XNT)U(XNS)=XNS 


— XC سس‎ 207 507 210 
— XNT=0 = XN[(XNS)U(YNT)]=9 
=> (XNS)U(XNYNT)=0 


XnS=-d—>X =0‏ هس 


۷ فرض کنیم AUB=ANB‏ دراین صورت چون ANBC A‏ داریم AUBC A‏ 
ACAUB er‏ در نتبحه AUB=A‏ به همین ترنیب ‏ با استفاده از این که 8 € ANB‏ 


حل تمرین‌های فصل ۲ ۳۳۵ 


٩‏ الف) «حه» درست است. زرا اگر CC A‏ آن‌گاه از این‌که AC AUB‏ نتبجه 
می گیریم C CAUB‏ در وافع یکی از دو شرط CB CCA‏ 0 برای رسیدن به طرف چپ 
کافی است. ولی (Sy‏ درست نیست. مثلا اگر (۲ ,۱ = ۸ و [۵ ,۴ ,۲) = 8 و {Ff}‏ = 0 
آن‌گاه 8 ۸۱ > 0 ولی ۸ 2 اگر چە 8 > 0. 

ب) درستی «حه» در قسمت «الف» ثابت شد. حکم )>=( درست نیست. کافی است 
مثال فسمت «الف» را در نظر بگیریم و به جای ٤‏ فوق فرار دهیم (۱,۴) C=‏ دراین 
صورت هیچ یک از ٥ CA‏ با 8 CC‏ برقرار نیست. 

(BEC S\j ee) ACC SAR BCA Gee ساب ریرا‎ Guus نت(‎ 
gE S 4h, 0} AS حکم )>( درست تت ما اکر‎ ANBCC آن‌گاه‎ 
BE CsA CS ANBSV}C CaO} 


‘VN‏ حون ANB‏ = ۶ ۸ و B- A= BNA!‏ باید ببینیم تحت چه شرایطی 
ANB = BNA’‏ بعنی 


rE ANB —rEeBnaAa 
پا به طور معادل‎ 


(cE ۸۸۲ 6 B') ++ ) 6۸ € ۸( 


)2 ع‎ ۸ ۸ ۶ B) <=> (rE BAZ € A) 


می‌بينيم حالتی که هر دو طرف درست باشند امکان ندارد و در نتیجه بايد هر دو طرف نادرست 
باشند. پعنی ت ی وجود نداشته باشد که ۸ € × و 8 € ت و ی نباشد Ba‏ € 2و4 ¢ 2. 
بنابراین ab‏ 0 = 8 - 4 و 0 = ۸ - 8 يا ۸ - 8 = 8 - 4 درست باشد. ولی 0 = 8 -4 و 
0 = ۸ - 9 بنا به تمرین ۲ معادل است با 8 = ۸. پس در شرایطی که 8 = ۸ نساوی مورد 


۳ ب)اگر 0 = 8 ۲۱ ۸ آن‌گاه 
A= ANU = AN‘'BUB') = (ANB) U(ANB') = ۱۸۸۲۱ ( = ANB'‏ 


برعکس اگر =A‏ '8 0 ۸ آن‌گاه 


۸ ۲۱ < )۸۲۳( 0 ۴ = ۸۱/۳ NB) = ۸0 =0 


۴۴٦‏ مبانی ریاضیات 


ت) اگر 8 لا (8 (A-‏ = ۸ آن‌گاه چون 8 ل (8 - ۸) (BC‏ نتیجه می‌گیریم BOA‏ 
برعکس»اگر BCA‏ آن‌گاه ۸ = 8 ل4 و در نتیجه 
(A- B)UB=(ANB')UB (AUB) N(B'UB)‏ 


ANU 
A 


۳ الف) 


B=) (ANC!) U(BNC’)‏ اب 


= (AUB)NC'=(AUB)-C 

AH {is cee ۲‏ ۱۳۱۲۱ و (۵ ۱۳۱۲ Gla‏ ضورت HV)‏ 8-0 
و ([۱,۲) < (0 - 8) ۸۱1 در صورتی که (۲,۳ ,AUBHAN,‏ (۴,۵ ,1۳,۲ < ۸۱ و 
در نتیجه }\{ = (AUB) - (AUC)‏ 


GVO 
AsO BE = (ANC) =(B0C) 
= (C'NA)—-(C'NB) 
= C/n(A-B) بنا به تمرین ۳ «پ»‎ 


(A-B)-C 

پ) فرض کنیم AN(C—B)‏ € 2 در این صورت eA‏ و و 8 - 0 € 2. بعنی 

EC r € ۸‏ و ظ ¢ 2. در نتبجه ۸۲ € «و 7 cE‏ ولی از 8 € « نتیجه 
(ANC) = (AN BNC) 5 ۶ (ANB )6( pep‏ ع ae‏ بشابراین 
B) C (ANC) —-(ANBNC)‏ -۰ )۰۸۲۱ برعکس؛ فرض کنیم €(ANC)—(ANBOC)‏ 2. 
دراین صورت ANC‏ 6 ± و 0 4۸ ۶ 2 از این‌که ma EAN BNC‏ می‌گیریم 
۸ #2 با ظ 2 2 با 0 ۶ 5. ولی چون ۸0 6 2 داریم ۸ > × و 0 6 . پس باید 8 € 2. 
حال € € ± و ظ ¢ z»يعنى‏ 0-8 € :. از طرفی ۸ € 2 در نتیجه AN(C—B)‏ € 2. 
بناپراین )8 — .(ANC) - (ANB NC) C A^ (C‏ 


a 
A-(B-A) A-(BNA’) 
AN(BN A’! 
AN (B' U A) 
(AN B') U (AN A) 
A 


+ € ۸ آلف) فرض کنیم ± عضو دلخواهی از (0 - )۸ باشد. در این صورت‎ N 
ازاین‌که € # 2 نتیجه می‌گیریم‎ reECsrEBeEeB—-C و 0 - 1 6 2. جون‎ 


MN HN ال‎ 


حل تمرین‌های فصل ۲ Thy‏ 


BNC‏ ¢ «. حال ۸ € ± و BNC‏ #۶ «.پس A-(BNC)‏ € «. برای اثبات نادرستی 
تساوی» فرض کنیم 
C= {d,a} < B={Y,d} <“ A={ YY}‏ 


در این صورت (۳) = 0 - 8 و (۳) = (0 - 08 ۸4 در حالی که {d}‏ = 0 ظ و 
A= )800( - )۱,۲,۳(‏ 

ب) فرض کنیم 0 - (AUB)‏ € 2. دراین صورت 8 ۸۱1 > و EC‏ 2. در نتیجه 
یکی از دو حالت ۸ € .با 8 € رخ می‌دهد و € ۶ 2. حال اگر ۸ € . آن‌گاه از آن‌جا 
که (0 - ۸۱8 € cA‏ نتیجه می‌گیریم (0 - 8) ۸۱ € «. اگر 8 ع we‏ آن‌گاه از 8 € 2 
و 0  #‏ نتیجه می‌گیريم EBC‏ بنابراین AU(B-C)‏ € 2 پس در هر حال 
(0 - 8) ۸۱۲ € «. در نتیجه (6 - 8) ۸۱۵ ج 0 - (ظ لا۸). عکس این رابطه beg‏ درست 
شنت د اک 

C= {b,c} ۰ B={a,c} « A= {a,b} 


9B-C= {a} ولى‎ )4 0 8( - ٥ = {a} و‎ AUB = {a,b,c} آن‌گاه‎ 
.AU(B-C) = {a,b} 
داریم:‎ D=CyC=A ث) بنا به «ت» با فرار دادن‎ 
(A-B)N(A-C) C (ANA)-(BNC) 
= A-(BNC) 

رای نشان دادن نادرسنی عکس این رابطه فرض کنیم 

CENE ۵ B= هار۱‎ « A= {a,b,c} 
A-(BNC)= پس‎ .۸-0 = {a,c}: A- B= {b,chi 0 = 0 در این صورت‎ 
. دض‎ B)A(A=C)={c} Js 4-0 = A = {a,b,c} 

ج) فرض کنیم (ظ لا) - (AUB)‏ > © در این صورت CAUB‏ 2 و لا ¢ .z‏ 
در نتبجه EC‏ ± و( ¢ ع و ۸ € Bur‏ € 2. اگر PEA‏ چون DEC‏ نتیجه می‌گیریم 
6۸-0 . ا زاين رو (A-C)U(B—D)‏ € «. اگر 8 € ه چون ED‏ 2 نتیجه می گیریم 
D‏ - € . از این رو (2 - ۱1/8( -۸) € 2. پس به هر حال (A—C)U(B—D)‏ € 2. 
در نتیجه (ظ - 8) 6 (0 - 4) € (AU B) - (CUD)‏ ولی عکس این رابطه لزوماً درست 
نیست. زیرا اگر 


D={a}i C= ۱,۵,۰ 2 {Tf} ۸ {1,1} 


(AUB) —(CUD) = )۲,۳( پس‎ CUD = {1, a,b} + AUB = )۱, ۲,۳, ۴( آن‌گاه‎ 
.)۸ - ظ) لا(‎ - D) = )۲,۳,۳( پس‎ - D= )۳,۴(۱۸- 0 = )۲( ولى‎ 


FFA‏ مبانی ریاضیات 


خ) فرض کنیم (8 - ۸4) - 4 € 2 در این صورت ۸ ع ± ولی ‏ ۸ ۶ 2. پس 8 € «. 
بنابراین 8 € B)‏ - 4) - ۸. تساوی لزوماً برفرار نیست. برای مثال اگر {NF‏ = 4 و 
(۲,۱) = 8 آن‌گاه 0 = 8 - ۸ و در نتیجه =A‏ (8 - ۸) - ۸ که با 8 برابر نیست. 

د) فرض کنیم ۸ 6 2. دراین صورت 4۸ > ت«ولی «GB‏ جون 8 ¢ :۰ 8-A‏ ¢ 2. 
بنابراین (۸ - 8) ۸ € ©« نتبجه A-BCA-(B-A)‏ ولی تساوی لزوما 
برقرار نیست. برای Se‏ اگر (۲,۳ ,۱) = ۸ و (۳,۴) = 8 آن‌گاه (۲ ,۱) = 8 - ۸. ولی 
[21۳ ۸4 - ظ و در wed‏ 2.۸( 8) =4. 


VV‏ ابندا از این که 0 = ۱2 ۸ نتبجه می کیرب 
A=ANU =AN(BUB’') =(ANB)U(ANB’) = 0 ۱۵ (ANB) =ANB‏ 


حال 
(AUB)-B = (AUB)NB‏ 

= (ANB')U(BNB’) 

= AUG 

= A 
نتبجه می‌گيریم 8 ¢ ٭‎ ANB = 0 راه دیگر: فرض کنیم 4 € . در این صورت از اين‌که‎ 
بنابراین‎ 2 € (AU B) - 8 پس‎ .2 € (AUB) نتیجه می‌گیریم‎ AC AUB و از این‌که‎ 
2 € (AUB) در نتبجه‎ .2 € (AUB) - 8 برعکس» فرض کنیم‎ AC(AUB)-B 
A = (AUB)-B ازاين ری‎ (AUB)-B CA بابد 4 € 2 بنابراین‎ weg 8 به فرض؛‎ 


NA‏ فرض کنیم ACB‏ دراین صورت AC ANB‏ زیرا اگر ۸ ع « آن‌گاه 8 > ت و 
۸ € ۵ و در نتیجه te ANB‏ از طرف دیگر: ۸ € ANB‏ پس ANB‏ = ۸. بنابراین 
«الف »: «ب» را نتیجه می‌دهد. حال با استفاده از «ب» و فانون جذب داریم: 


B= BU(BNA) = BU(ANB) = BUA= AUB 
نتیجه‎ AC AUB یعنی «پ» برقرار است. در پایان با فرض «پ»» چون 8 = 8 ل41 و‎ 
و (رب)) معادلند.‎ CH) ۰» یس احکام «الف‎ Perr, درست‎ (aly یعنی‎ ۸ CG B می‌گيريم‎ 


۰ ۲ . به خصوص به ارای 0 = × داریم × = 2۱1۲ یعنی 0 = PUY‏ پس Y=O‏ 


۲ فرض eS‏ (8۲ لا 4۸۲(4)8 لا (Ay‏ € 2. یعنی 


z € (A, UArUB,UB,)] = [(A\ U Ay) N(B, U B,)] 


حل تمرین‌های فصل ۲ v4‏ 


پس AVUAYUB\UBy‏ € 2 و (A\UAy)A(ByUBy)‏ € 2. در نتیجه Ay kha € Ay‏ € 2 
پا ۱ € 2 پا ۰ › و یکی )& هر دو) از حالت‌های ۸۱ ۸۱۱ ۶ تیا UB‏ ۶ « رخ 
می دهد. 

حالت اول) فرض کنیم Ay‏ 6 2. دراین صورت ۸۲ ۸۱۱1 ۶ 2 رخ نمی‌دهد و در 
نتیجه حالت By)‏ لا (By‏ # ت رخ می‌دهد. By Gir‏ € 2 و By‏ ۶2 . پس ۸۱ € ۲ و 
ApS By calle E‏ هی ول 4 Bee‏ ایس ار elite‏ و 
zr € (A\AB,)U (AyABy)‏ 

Ags Sill, سه حالت:دیهر‎ 


TY‏ فرض کنیم 4 = 448. دراین صورت 0 = 8. زیرا اگر 0 # 8 و 8 re‏ آن‌گاه دو 

حالت رخ می‌دهد: ۸ € ± یا 4 2 ». اگر ۸ > 2 آن‌گاه 0 ۸ € « و چون AAB =A‏ 
داریم ۸۵ € 2. -AAB = (AUB) - )۸۳( Jy‏ پس Sia ANB‏ تناقض است. 
اگر ۸ € ± آن‌گاه ۸ - 8 € 2 و درنتیجە AAB‏ € «. زیرا AAB = (A— 8) U (8 - A)‏ 
ولی ۸ = 448 پس ۸ € , که تناقض است. پس در هر حالت از BZD‏ به تنافض 
می‌رسیم. در نتبجه 0 = 8. Shi Sey‏ 0 = 8 آن‌گاہ 


AAB 


Hoi |! | 


۵ الف) درست است. فرض کنیم P(ANB)‏ € . در این صورت X CANB‏ ولی 
ay . € P(A eS‏ مس وی سای موم 
€P(A)NP(B) calle x € P(B)‏ 2. برعکس اگر B)‏ ۸ × آن‌گاه ۸ > × 
ee, ee eee XCB,‏ 
.P(AN B) = P(A) N P(B)‏ 

ب) درست نیست. در وافع -P(A)UP(B) C P(AUB)‏ زیرا اگر CA‏ یا 8 € × 
آن‌گاه چون AUB‏ 2 ,۸ نتیجه می‌گیریم AUB‏ > . ولی Reger eres ee oe‏ 
نیست: متا اکر a}‏ ,۰ < 4 و (۳,۲) < 8 و (0,۳) = X €P(AUB) AS TX‏ ولی 
EP(A)UP(B)‏ × زیرا CAUB‏ × ولی ۸ 2 × و 8 2 X‏ همچنین می‌توانبد مثال داده 


۱ الف) داریم: 


۳۵۰ مبانی ریاضیات 
(A: B) {X € P(A): BCX}‏ 

{X € P({a,b,c,d,e}) : {a,b} C X} 

{{a, 6}, {a,b,c}, {a, b, d}, {a, 6, e}, {a, b,c, d}, 

{a,b,c,e}, {a, 6, d,e}, {a,b,c,d,e}} 


|| 


که تعداد عضوهای 1 ۸ است. 
پ) فرض کنیم (مه ,0۱,۰۰۰) = 4 و (مه ,6,۰۰۰ = 8 که mn‏ دراین صورت 


(A: B) {X € P(A): BCX} 
{X 6 P(A): BUX = x} 


{BUX : 2 €P(A)} 


0 ۱ دارم X-XNBCA-~BSBUX=BU(X-XNB)‏ پس 


(A: B)={BUX:XEP(A)}={BUY ۰:۲ EP(A—B)} 


همجنین به ازای هر BUX, ×, 7 ×, € P(A - B)‏ م BUX,‏ پس تعداد اعضای 


[Pi A= B)| yor ها‎ 


yoy حال‎ |AU 8| = |4| + |B در حالتی که 0 = 7 4 به روشنی داریم‎ YY 
دو مجموعه‎ yAUB= 8 و 8 مجموعه‌های دلخواه باشند. چون (8 - 4) لا‎ A کنیم‎ 
همچنین چون‎ |AU 8| = |8| + |4 - Bl سمت راست دو به دو مجرا هستند داریم‎ 
|4| = |4 - 8| + JAM B] و دومجموعه سمت راست مجرا هستند.‎ 4 = (A— B)U(ANB) 
و در نتيجه |8 ۱۸۱-۱4۲ = |8 - 4| . بنابراین‎ 


[AU B| = |B| + |4| — ۱۸۲۱ ۱ 


سیب دوست دارند و تعداد آن‌ها به ترتیب 1۳ و ۷۱ و تعداد کل افراد Yoo‏ باشد. در این 


صورت بنا به تمربن VY‏ 
[AN ۱ = |۸۱ + |B] ۱۸۱۵| = ۱۳ + ۷۲۱ ۱۸۱۵ | = ۱۳۹-۱۸۱۵ ۱‏ 


ولی ۰ < |8 |AU‏ بنابراین ۳۹ < |8 JAN‏ علاوه بر (onal‏ جون A,B‏ ) 8 ۲۱ ۸؛ 
ANB > ۱۸۱, |8|‏ | یعنی» ۱۳ > |۸408| و ۷۱ > ANB]‏ در ننیجه. ۱۳ > VU > |ANB|‏ 


حل تمرین‌های فصل ۲ ao‏ 


پس درصد افرادی که هم پنیر و هم سیب دوست دارند بین 14 و ۱۳ است. 
۳۹ با توجه به تمربن ۲۷ داریم: 


|AUBUC| (AU B)UC|=|AUB]+|C|—-|(AUB)NC| 

|A| + |B] -—|AN BJ +|C|- |(ANC)u(BNC)| 

|A|+ |B] - ۱۸ ۱۱+ 6/۱ (ANC|+|BNC| 
-|((ANC)A(BNC)| 

= |A[+[B]+|C|-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANCnB| 


Yo‏ فرض کنید ۸ ۰۶ به ترنیب موه دانشجویان ی اسپانیایی. آلمانی؛ 
فرانسوی باشد. با توجه به فرض داریم ۸ = FY ۰8| = ۳۰ JA]‏ = |۰0 ۸ < ظ JAN‏ 
|B 00| = ۵ ۱۱۸ N C| = ۰‏ ۳۳ = |00 8 ۰.۱۸۲۱ پس با توجه به نمرین قبل› 


|A| + ۱8| + |C|-|AN | - 8 ۲۱۵۱-۱0۸۱ +۱۸۵۱ 
۲۸ +۳۰ + ۴۲-۸۵-۱0۰4 ۳ = Ao 


|AUBUC| 


ولی تعداد کل افراد Yoo‏ است. پس Yo‏ = ۱۰۰-۸۰ نفر هیچ یک از این سه زبان را 
نمی آموزند. تعداد افرادی که تنها فرانسه می‌خوانند برابر است با 


|AUBUC|—-|AUB| 
ولی‎ 
۸ ۱ B| = |4| + |3۱ - ۱۸| = ۲۸+ ۳۰-۸ - ۰ 


پس ۳۰ = ۵۰ - ۸۰ نفر ننها فرانسه می‌خوانند. 


حل تمرین‌های فصل ۳ 


۱ الف) (۰) = ]3 ,۰] ۱ ] . توجه كنيد 
neN‏ 


OEE دام‎ 


واگر اج ,٥آ‏ ہے > « آن‌گاه )4< ٭ > 6۷۰ «۷) ولی اگر  »‏ 2 آن‌گاه (بنا به 
خاصیت ارشمیدسی اعداد حقیقی) عدد طبیعی 7 وجود دارد به طوری که 2 < ت. 

ب) (۱ ,۰] = Unenl?s a]‏ زیرا همان طور که در «الف» دیدیم بزرگ‌ترین عضو این 
خانواده. [۱ [o,‏ است. 

EER E OS seals RRA E 
عکس این رابطه واضح است.‎ (1,00) © (n,n + ۱[ و در نتیجه‎ > 2 > ۱ 

خ) W=‏ + ,”)ہم زیرا اگر [۱ + ۳- ,)پم( € 2 آن‌گاه به ارای هر 
at oer: n< 2 > n+ 6 ۷‏ وجود ندارد. مثلا به ازای ۱ + a= n‏ 
| + "¬ > 7 > ۰- در صورتی که ۱ + ۸- ¢ 2و 2 ¢ - که در آن kant)‏ 

Man .-" > z > ۰ که‎ 3” € N زیرا به آزای هر 1 € ه‎ Jel”, = RG 
n= ]2[ + ۱ 

س) [۱ ,۰] = )‡ + 1 les Neen‏ به ازای هر (۱ ,۰] € 2 و ۲ € م داریم: 


—\ \ 
n n 


در نتیجه (۱ ٣‏ ۾ N]‏ عم() te‏ برعکس اگربه ازای هر ۸ € ۰ ۱ +( > ٭ > ل ولی 
[۱ ,] € ± آن‌گاه ه > ± یا ۱ < 2. اگر 0 > » آن‌گاه » > ع- و a ky)‏ خاصیت ارشمیدسی 
اعداد حقیقی) EN‏ 37 که ۱ > (2-) و در نتبجه )=< پس (۱ + د ,-2] # 2 که 
تنافض است. اگر ۱ < 2 آن‌گاه » < ۱ - :و مانند قىل N‏ € 27 که ۱ )1 ۱2 يى 
۾ < 2-۱ و درنتیجه 3+۱ < 2. یعنی (۱ + ۲ ,ل ] # « که باز هم تناقض است. بنابراین 
Hea Va‏ 


For‏ مبانی ریاضیات 


SENET OTE Sia UNS ASS) St 
-۱ > ۶ > » در واقع بنا به خاصیت ارشمیدسی اعداد حقیقی: به آزای‎ .< > > ۱+ 3 
و ی فا یت همجنین در‎ LIS 
به‎ ce(—,\+2 a) داریم‎ « 6 N فسمت «س» نشان دادیم به ازای هر ۱ > 2 > » و‎ 
علاوه به ازای ۲ > 2 > ۱ داریم ۱ +۲ < ۲ > 2 > ۱- = ل یعنی (۱ + 2 ,2] € ته که‎ 
e بنابراین‎ n= ۱ 

برعکس فرض کنیم ( 2 + ۱,ل2] so 6 HENÎ‏ بعنی به ازای یی ر 
ligule ey!‏ زاین‌که 2 > ۱- و۲ < +۱ > +۱ نتیجه 
می‌گيريم ۲ > ت > ۱-. بنابراین حکم ثابت شده است. 


۲ با توجه به تعریف نفاضل اشتراک واجتماع خانواده‌ها؛ داریم: 


الف) 
4ل|ع ۶,2 ع مه = هل - ۲ > 7 
TEK; (VAEA LEA‏ >= 
A‏ - 2 ع 2 (۸ر ع ۷۸) TEK,‏ +4 
A)‏ - 2اریی()6 2 ج 
و در نتیجه؛ X-YA= Cacal(X = A)‏ 
پ) 
zEJA-X + rEeUA rex‏ 
(JAC ۸( 6 A,r 2‏ ==< 
(AE ۸( 6 ۸-۲‏ =< 
Eel)‏ ج 
و در نتیجه UA-X= Uscal(A - X)‏ 
۳ الف) 
(بنا به قضیه ۷.۳ «پ») By)‏ ,لا UR (Ar‏ = (وظ (Uizy Ai) (Ufa)‏ 
(بنا به قضیه ۷.۳ «پ») (رظ۱ :4),رلا) ,إلا = 
B;)‏ ۱ :4) ولا Ur,‏ = 
ب) 
Wy)‏ به فضبه ۷.۳ «ت») UE (Ar UNF) By)‏ = (وظ ,]لا 4 (Nix)‏ 


۱ 


(بنا به فضیه ۷۰۳ (Gey‏ ((;8 0 :4) ,])2 


= (hay Va (4: U B;) 


ی ۴۵۵ 


۴. الف) اولا" » به ازای هر ف» :4 CUI)‏ :4 و به ازای هر ز» By‏ ,لا © By‏ در نتیجه 
ANB,  )الزع ۱ Ai) V(Ufey Bi)‏ و سپس بنا به ویژگی (Ai By) € eg laced‏ ,لا ل 
(Uj) Ai) ۲۱ (Uj, By)‏ برعکس» اگر Ea Sola € (Ui) Ai) 0 (Up ey By)‏ 
EU;‏ 2 چون Ai‏ ,لا € {\,---,m} ce‏ € 31 که DEA;‏ و چون رظ we Uy,‏ 
3j € {\,---,n}‏ که ;8 € 2 پس ;8 0 :4 € 2 در ننیجه Ula, Ujey (Ai Bj)‏ 6 . 
بنابراین (4i 0 By)‏ رلا ,ل > By)‏ «-ژلا) 0۱ (:4 (Ui)‏ و در نتیجه تساوی برقرار است. 
ب) به ازای هر : و ژ» داریم Ai C A:‏ یا ) و jay Bi C Bj‏ در نتیجه لا (Nia) Ai)‏ 
By)‏ با (Mins By) > (Ai‏ که با نوجه به ویژگی اشتراک نتیجه می‌دهد 
B;)‏ لا (N Bs) > Nik j= (Ai‏ لا (NE, Ai)‏ 

برعکس» اگر By)‏ لا YL, Ma (Ai‏ € 2 آن‌گاه به ازای هر ۶ و ز داریم By)‏ لا (Aj‏ € 2 . 
باید نشان دهیم یکی از حالت‌های :۸ ,:) € ۶یا Vu) By‏ € 2 رخ می‌دهد. فرض کنیم 
Ai‏ ۳] # 2 در نتیجه [۱,۰۰۰,۱۳) 6 .2 که .4 € 2 ولي بنا به فرض (At, UBy)‏ € هه 
به ازای هر ,۱,۰۰۰ JH‏ پس WP = ۱۰:8۵ 6 By‏ بنابراین ;3 we Va‏ 
نتیجه لاافل یکی از حالت‌های ME Ai‏ > با ز8 May‏ € 2 رخ می‌دهد. پس 
(رظ (Ajay‏ لا (NE, Aa)‏ ع «. بنابراین (jay Ba)‏ لا ):4 By) C (ME)‏ لا :4( Any N=‏ 
و در نتیجه تساوی برقرار است. 


mA)‏ برای CLS!‏ (۱-م5 - YA = Uni (An‏ ابتدا مشاهده می‌کنیم که چون 
Spay © An‏ - مش din € N‏ داريم An = UA‏ ,یلا © UR (An - Spa)‏ برعکس: 
اگر ۸ل۱ € 2 آن‌گاه A, Sane ۸N‏ € 2 حال کوجی‌ترین ٣‏ یی را که An‏ € 2 در 
نظر می‌گیریم و ۸۰ می‌نامیم. پس TE An,‏ ولی Ay‏ ¢ هه A, ۰.۰ ۵ ¢ Ay‏ ¢ 2. 
یعنی 4۸,۱ !۰۰.۱ !۱ش) #۶ 2. ولی Shiny‏ = .مش لا ل۱ AY‏ در نتبجه An,‏ 6 2 
meer‏ ی ی Nec‏ ین 
Sry)‏ ¬ م4) UA C Unen‏ و در نتیجه (۱-م9 ¬ UA = Unen(An‏ 

همچنین به آزای هر ۸ € ۰ # ص داریم 0 = (An - Spy) V(Am - Sm—\)‏ زیر 
(Am — LS‏ (۱ ی - ze € (An‏ آن‌گاه An - Spey‏ € 8 و یرگ - Am‏ € 2. ولی 
می‌دانیم <n‏ 7 پا 7 > ۸. فرض کنیم 7 > . دراین صورت ۱ - ۸ > 7 که نتیجه 
oe‏ دا ان Api CUE Age‏ حال از Am - Sm—y‏ € 2 نتیجه می گیریم ,۸ TE‏ و 
سپس از رابطة شمولی فوق نتیجه می گیریم 5,۱ € 2 که متناقض با An - Spy‏ € 2 است. 
به همین نحو با فرض 7 > « به تناقض می‌رسیم. پس 0 = (۱-برگ - )۲۱ (۱- - (An‏ 


حل تمرین‌های فصل ۴ 


۱ فرض کنیم 0 = 8 × ۸ ولی 0 7 ۸ و 0 7 8. دراین صورت ۸ € 30 €٤ By‏ 3. در 
نتیجه 8 × 4 € (a,b)‏ که متنافض با 0 = 8 × 4 است. پس 0 = ۸ با 0= 8. 

فرض کن 0= ۸ یا 0 = 8. دراین صورت 0 < 8 Ax‏ زیرا اگر 8 (a,b)E Ax‏ 
آن‌گاه ۸ ع ه و 8 DE‏ ولی اگر AHO‏ چنین » یی وجود ندارد و اگر 0 = 8 جنین ابی 
وجود ندارد. پس به هر حال جنین (a,b)‏ وجود ندارد. یعنی 8 AX‏ عضو ندارد. 


۲ اگر " = |۸| و =n‏ |8| آن‌گاه Bl = mn‏ 4|. زیرا 


AxB = lJ {a} xB 
a€A4 
حال جون‎ |{a} × 8| = ۸ به اندازه 8 عضو دارد. یعنی‎ {a} × B و هر یک از مجموعه‌های‎ 
نتیجه می‌گیریم:‎ ({a} x 8( ۸ )( NB) = 0 » به ازای ه عو ه‎ 


(Ax Bl=||J {a} x Bl= J {a} x B| =n ۵4۰۰+ ۰ = mn 
a€ A actA 


۳ چون Al = ۳ ۱۸۲۸۱ = |4| x |4| = ٩‏ بعنی ۸ سه عضو دارد. جون (۰,۱) و 
(ه ,۱-) عضو Ax A‏ هستند. پس CA‏ ([۱-,۰,۱). در نتیجه بنا به سه‌عضوی بودن (A‏ 
باید (۱-,۰,۱) = ۸. حال Ax A‏ را مشخص کنید. 


1 فرض oS‏ 0 8 = € × ۸ و #۷ 0. ٥ mS‏ ع . اگر 0 = ۸ آن‌گاه 0 = 0 × ۸ و 
در نتیجه 0 = 0 × 8. پس بنا به نمرین 0۰۱ < یا 0 = . ولی #0 ) پس باید 0 = 8. 
درنتیجه 8 A=‏ 

اگر 0 ۸ آن‌گاه به ازای هر ۸ ع ه داریم 0 × 8 = 0 × 4 € (ac)‏ پس 
(ac) € B × 0‏ بنابراین 8 ae‏ در نتیجه 8 AC‏ پس BAO‏ حال به ازای هر 8 bE‏ 
داریم € × (bc) € 8 × 0 = A4‏ پس DEA‏ بنابراین BCA‏ و درنتیجه 7 A=‏ پس به 


gl. FOA‏ ریاضیات 


۸ فرض کنیم 4 و 7 ناتهی باشند و 
(Ax B)U(Bx A) = 6‏ 
hla‏ هر ۸ € × و هر 8 € ل داریم 8 × 4 > (2,۷) و در نتبجه 
(z,y) € (A x B)U(Bx A) = C x C‏ 


€ × € € (,2) و درنتیجه 


(z,z) E (A x B)U(B x A) 


پس ۸ 6 2 و ۶ rE‏ بنابراین A۸‏ € € و 8 € 0. پس € = ۸و 6 = 8. در ننبجه 


.A=B=C 
الف)‎ .٩ 
1۱ = {(2,y):2€Z} 
= ZxR 
ب)‎ 
Ty 


پ) (2 < ل : (5,۷)) = Tr‏ را نمی‌توان به صورت حاصل‌ضرب دکارتی دو زیرمجموعه از 
R‏ نوشت . 
ت) 


(zy) : 2 ۶ 2,۷ E 2} 
(R-Z)xZ 


Te 


ope eles Sbload) TOS‏ د کارفی دو 
زیرمجموعه از ۸ نوشت. 


۰ الف) داریم: 


Ay @ A, = (Ay x {1}) U (Ay x {¥}) = {(a, 1), (b, 
) 


, (e, \), (a, ۲(, )۵, ۲(, (e, ۲(( 
A, @ Ay = (Ay ۱۱۵۸۱۷ ۱۲(( = {(a, 1), (b, | 


1), (c, \ 
(6, 1), (c, ۱(, (a, ۲(, (a, ۲(( 


) 


در حالی که A, UA, = {a,b,c}‏ و A, UAy = {a,b, c,d}‏ 
ب) با توجه به «الف»» تعداد عضوهای Ay‏ 8 ۸۱ برابر با Cul‏ در حالی که تعداد 
که slau‏ عضوهای Ay‏ ۰۸۱۱1 ۴ است. 


پ) با توجه به تمرین ۲۷ hai‏ داریم: 
Ay @ Arl = [(Ay x {1})U (A, x {THI‏ 


= (Ay x )۱(|+ IAF x {YT} = Ay x )۱(( 9 (Ay x )۲(( 
پس‎ (Ay x )۱(( 9 (Ary x )۳(( < 0 Ay x )۲(| = ۱۸:۱ ولی |4۱| < |(۱) × ,4| و‎ 


[Ay ® 4۱|  |ش,|+‎ ۱۸۱۱ = m+ n 


۱۱ اجتماع مجزای خانواده A = {Aj ier‏ مجموعه‌ای ات به نماپش L) Diet Ai‏ 


(Lic, A‏ که به صورت 
Bier Ai = eles x {i})‏ 
ier‏ 
۲ الف) داریم: 


(A, UAy) x (By U By) C (Ay x By) لا‎ (Ay x By) U (Ay x By) U(Ay x By) 


زیرا اگر ) y) € (Ay U Ay) x (B, U By)‏ ,2( آن‌گاه ۸۷ ل۱ E BUBE A‏ در 
نتبجه Ay‏ € با Ay‏ € و By Gy € By‏ € ۷. پس یکی از جهار حالت ۸۱ > ۶ و 
E A, Ly € By‏ « و EA Lye By‏ »و By‏ ع E Ay Ly‏ و By‏ 6 ۷ رخ می‌دهد. بعنی 
y) € Ay x By‏ ,2( يا (z,y) € Ay x By‏ پا Ay x By &(2,y) € Ay x By‏ € (2,۷). پس 
(x,y) € (Ay x By) U(Ay x By) U (Ay x By) U (Ay x By)‏ 
بر سار این که Ay, Ay C A\U Ay‏ و By‏ لا By, By > By‏ نتیجه می‌گیریم: 
«Ay x By C (Ay UAy) x (By U By) ۰ A, x By C (Ay U Ay) x (By U By)‏ 
«Ar x By C (Ay UAy) x (B, U By) <A, x By C (A, UAy) x (B, U By)‏ 


وازاین رو 


(Ay x By) U(A, x By) لا‎ (Ay x By) U (Ay x By) C (Ay U Ay) x (By U By) 


Fo‏ مبانی ریاضیات 


(Ay N Ar) x نتیجه می‌گیریم‎ ۰ N Br C By, By ب) چون ۸۱,۸۲ ۸۱۲۱۸۲ و‎ 
بنابراین‎ 


(Ay N Ay) x (Bı By) C (Ay x By) (Ay x By) (Ay x (۱ظ‎ 6 (Ay x By) 


رکش اکر( 2 عضوی از مجموعه طرف راشت اشد آن كاه y)‏ ,2( عضو هر یک از 
مجموعه‌های A x By. Ay x By cA, x By: Ay x By‏ است. بنابراین؛ ۲ ۸ 6 « و 
B\ NB,‏ € 1. در (x,y) € (A NA,)x(B, NB) Ars‏ پس نساوی مورد نظر برفرار است . 


رظ By C User Ai x Uses B; «Bj C Uses‏ × :۸ و در نتبجه 
sie Lj € J} C UJ 4: x UB;‏ رظ {Ai x‏ 
tel 13‏ 
برعکس. اگر x Ujes Bi‏ :۸ یلا > (x,y)‏ آن‌گاہ t € User Ai‏ و ز8 رع زلا € ۰۷ یعنی 
] € 3 که :۸ € »و 3j € J‏ که ;8 ye‏ پس ;8 × :۸ € (2,۷) و بنابراین € (z,y)‏ 
x By : 61, € J}‏ لا در نتبحه J}‏ ع ,۲ ع ۶ : User Ai X Uses By C ULAi x By‏ 
پس نساوی بر فرار است. 
ب) چون برای هر 1 € #و C 4: j € J‏ :4 یر( flier AixNjer C Myer Bi  ظظو sf‏ 
J}‏ 6 ,]> ۶ : وظ * :۱۸ ()A x ] [ By Cf‏ 
3 134 
برعکس اگر J}‏ € ژ,] € : : ;8 × (x,y) CMA‏ آن‌گاه برای هر 7 € و 7 ع ژه 
Ai × B;‏ € (2,۷). در نتیجه :۸ € .y € By gt‏ پس Biot € Nicer Ai‏ ریز( > y‏ 
بنابراین Bi‏ رعر() × Mier Ai‏ € (2,۷) و در نتیجه  (MAG x 8; : ۶ € 1, € J}‏ 
Dies Ai × yer Bi‏ پس تساوی برفرار است. 


VF‏ الف) درست است. زیرا به ازای 7 > » User Ai‏ € :4 و :2 -By C User‏ در نتبجه 
Ai x Bi > User Ai x ier Bi‏ پس ier Ai x User Bi 2 Vier (Ai x Bi)‏ 

‘Ay = 1۱,۴۱ ب) لروما درست نیست. مثلا اگر }1,0{ = 7 (۱) = بش‎ 
(Ay و لا‎ By U By = {V,V,0} و‎ A, UA, = 1۱, ۴( آن‌گاه‎ By = {0} By = )۲,۳( 
AS در صورتی‎ .۸:( x (By U By) = ))۱, ۲(,)۱,۳(,)۱, 9), )۴, 9), (FF), )۳,۵([( 


حل تمرین‌های فصل ۴ ۴٦1١‏ 
Ay × By = ))۱, ۵(, )۴,۵(( (Ay By = {(1, ۲(,)۱, ۳((‏ و در نتبجه 


(A, x By) U(Ay x By) = {(\, ۲(, )۱, 7), )۱, 0), (F.0)} 


پ) درست است. ابتدا توجه می‌کنیم که 


) ۱4: x ] | Bi > (Ai x Bi) 


134 334 el 


ier 4: × و در نتیجه‎ ier Bi > Big Mier Ai € ۸: 4 € 1 زیرا به آزای هر‎ 
GET آن گاه به ازای هر‎ (2,9) > Mier (Ai x Bi) برعکس اگر‎ Mier Bi > Mier (Ai x Bi) 
در ننیجه‎ YEN er Bi رع:] € 7 و‎ Ai پس‎ YE Big 2 € ۸: یعنی‎ )2,۷( € Ai x Bi 
و از این رو‎ Mier (Ai × Bi) > Mier Ai × Nicer Bi بنابراین‎ .)2,۷( € Mer Ai < Mier Bi 


epee 
الف) داریم:‎ ۸ 


(x,y) € (X x Y)-(Bx D) 

(x,y)EXxY g(z,y)¢BxD 

( 2 ربا 8 2 ۶و 6۲ ۲,۷ 6 2 

2 ۱ ,۲ 6 ۶,۷ ع پا ظ ۶ ,۲ 6 ۲,۷ ۲ 

- 6۲ ,۲ ع يا ۲ ۲۶-۷ 2 ۲ 

(x,y) € (X —B)xY پا‎ (z,y) € X x (Y — D) 
(0, y) € ((X — B) x Y) U(X x (Y - D) 


(X xY) — (B x D) = ((X - B) x Y) U(X x (Y — 2)) پس‎ 
1 < 0 «B= B ۷ = ۸ ۰۸ < ۸ خاصی از «الف» است. که با فرار دادن‎ edb ب)‎ 


در «الف» به دست می Al‏ 


۱ 


۹ ۱ ۰ الف) داریم: 


(A - B) x (C— D) C ((Ax C) —-(B x D)) - (Ax D) 


yEDsgyEC yr EB‏ پس ) ۸۱۷ 6 (2,۷) و ۲ *< ظ ۶ (zy)‏ و (ty €AxD‏ در 


نيجه 


(x,y) € ((A x C) — (B x D)) - (A x D) 


ول کین راط فوی لروما ead ss‏ فلا رای 


مبانی رپاضیات 
D={d} ۰0 < 10 « B={\,F} <“ ۸<۱,۲(‏ 


داریم (۲,۰)) = B) x )0- D) = )۲( x {c}‏ -۸). ولی 


((A x C) -(B x D)) -(Ax D) 
= )4)۱,6(, )۲,۵([ - {(1, 9), (F, O)}) — (0, 9), (1, ۵)} 
= {(\,c),(Y,c)} 
(z,y) € (A-C)x(B-D) زیرا اگر‎ (A-C)x(B—D) > (Ax B)-(CxD) ب) داریم‎ 
بس 22و20 و 9وو در نتیجه‎ 9B = Daze 4 گا‎ 
عکس رابطه‎ .) € (A x B)-(C x D) پس‎ .(z,y) ۶ C x D و‎ (x,y) € Ax B 


a, ۱ NL فوق لزوماً برقرار نیست.‎ 
ولی‎ (A- 0( x )8 - ( =0x(B-D)=9 


))۱,۵(, (1, ۱(, )۲,۵(,)۲, 1)} - {0 ۱(, )۲, 1)} 
))۱,۵(, )۲,۵(( 0 


(A x B) —(C x D) 


حل تمرین‌های فصل ۵ 


۱ فرض کنیم ۸ مجموعه‌ای m‏ عضوی و 7 مجموعه‌ای ۰ عضوی باشد. با توجه به 
تعریف رابطه رابطه‌های از A‏ به 8 زیرمجموعه‌های A x B‏ هستند. پس تعداد رابطه‌های از 


[P(A x By = yl4xB| _ ymn 


۳ با توجه به این‌که C RUS‏ 8 ,8 داریم: 
DomR C Dom(RUS)‏ 
DomS C Dom(RUS)‏ 


(DomR) U(DomS) C Dom(RUS) 


برعکس اگر x € Dom(RUS)‏ آن‌گاه 8 € 3 که RUS‏ € (2,۷). در نتیجه 
(2,y) € R‏ پا 5 € (z,y)‏ پس .z € DomS x € DomR‏ بنابراین = Dom(RUS)‏ 
.(DomR) U (DomS)‏ 

ب) ابتدا از این که ۴R, 5 € RUS‏ نتبجه می‌گیریم: 


(ImR) U(ImS) C Im(RUS) 


سپس توجه می‌کنیم که 


1 € Im(RUS) 32 ع‎ ۸ , (r,y}) ع‎ RUS 
32 6 ۸, )2,۷( ER با‎ )2,۷( eS 
۷ 21۳۳۲ پا‎ ye 5 


y € (ImR) U (ImS) 


| ۱ 


۴۴ مبانی ریاضیات 


و در نتیحه Im(RUS) C (ImR)UUmS)‏ 
ب) فرض کنبد C A‏ 2. ابتدا توجه کنید که از 5 7۱ 7,5 نتیجه می‌گیریم 
راز ولا ای ope aX) USIX)‏ 


انیت ,2۸ 6 212 

27 یا ۳ 6 (2,۷) , ۸۲ ع‎ )2, 9( € 5 
ye R(X) by € S(X) 

ye R(X) US(X) 


(RU S)(X) © R(X) US(X) و در نتیجه‎ 


€ (RUS)(X) 


PYdy 


۳7 الف ) ابتدا توجه کنید که چون CX, U XK,‏ ۲ به روشنی داریم: 
R(X J, R(X,) C R(X, UXy)‏ 


i gases R(X\)UR(Xy) C R(X) UX,) و در نيجه‎ 


bER(X\UXy) = > 32 6 2۱۱۸۲ , 0 
=> )32 ع‎ 5, Lire ۲( ۵ 
=> bE R(X,) LOE R(Xy) 
as he RIM FORO 


ب) جون CX, Xy‏ ۲۱2۲ ۰2۱ روشن است aS‏ 


R(X) NXy) C R(X) R(Xy) 


تساوی لزوما برقرار نیست. مثلا" اگر (4۱,۲,۳ < ۸ و R= {(\,a),(¥,a)} 9B = {a,b}‏ 

و }\{ = ۰ و }¥{ = XY‏ آن‌گاه 0 = NX y‏ ۰۱ و در .R(X, ۲۱ Xy) = 0 APA‏ ول 

R(X) = {2}‏ و R(Xy) = {a}‏ و در نتیجه -R(X\) ۸ R(Xy) = {a}‏ بنابراین 
ae FL R(X\NXy)‏ 

ب) درست است. زیرا 

=> Ay E Yield Yas aRy 

=> € R(Y\) هیا‎ > ROY) 

= E R(Y\)U R(¥y) 


ace RY UYy) 


aRyy aS 2۷ € Yy LaRy, aS 0۱ EY, آن‌گاه پا‎ a € چا‎ )۷( UR Es 
تساوی‎ (Ar در‎ aE RY UYy) بنابراین‎ .aRy aS dy EY, UY, (حرا؟). به هر حال؛‎ 
مورد نظر برفرار است.‎ 


حل تمرین‌های فصل ۵ ۴10۵0 


ت) اپن رابطه شمولی مشابه قسمت اول «پ» Ca‏ می‌شود. برای نشان دادن نادرستی 
abel,‏ شمولی عکس. رابطة ((۱,۵) ,(۵ ,۲) ,(»  ))۱,‏ ۸ از [۲ ,۱) = ۸ به {a,b}‏ = 8 و 
{a}‏ = ۷۱ و {b}‏ = ۲۲ را در نظر بگیرید. آن‌گاه 0 = ۷۱۱۷۲۲ و در نتیجه 0 = (۷۷ ۸ RY‏ 


ولی 


RIYA RY) =, NY = {1} 


۵. الف) R(Uaer Xa) = eer R(Xa)‏ زیر 


Xa C Uae Xa, Va € 1 => R(X«) C ولا‎ Xa) ۷۵و‎ € 1 


Sey User R(Xa) > RUser Xa) و بنابراین‎ 


29 € eras (yt) ER 
30 2 1 aye Xe, (yx) ER 
30 2, € R(X.) 

© > Uae R(Xa) 


و در نتبحه .R(Uaer Xa) € User R(X)‏ 
ب) از این که به آزای هر ner 2۰ € Xa ۰۵ ET‏ نتیجھ می‌گیریم: 


8  لیعر‎ Xa) 


1 ۸ ۷ ! 


TKN CT | RG) 
acl acl 
ولی تساوی لزوما برفرار نبست. (مثال داده شده در قسمت «ب» تمرین ۴ را ببینید.)‎ 
4 4 
زیر‎ -R(Uses Ye) پ) (1)۲ رعولاع‎ 


س4 
Uses Ye: (z,y) € R‏ > لاد LE R (Uses Ya)‏ 


38€ 7 IyE Yg, (z,y) E R 
38 € J, € R(Ys) 
ze Uses 17 (Ys) 
steal ئفطت نید ساده‎ aes 
مشابه قسمت اول «پ» ثابت می‌شود.‎ R (Ager Ya) © aes BV) Maul ت)‎ 


YY YUU 


همحنین؛ حل تمرین ۴ (wy‏ نادرستی برابری ر نشان می دهد. 


NT 


zE(SoR)(X) = 32 6 ۸, (z,z)ESoR 
جسه‎ dee x, aye B, (x,y) ER (yz) € S 
<> dy € R(X), (y,z) €S 
<=> 2 € S(R(X)) 


(So R)\(X) = S(R(X)) در نتیجه‎ 


ب) داریم: 
که 5 ع RY) — 3۷ 6۲ , (ty‏ هک x‏ 
(2,y ES‏ رطع (2,ه) ,8 ع 32 ,3۷۷ >= 
Y,(z,y ES, (2, z)ER‏ 3۷ ,۲ ع 32 >= 
S76 EER‏ هب 
s€ R(S(¥))‏ — 
در نتیجه SoR(Y) = R(S(¥))‏ 
۷. الف) داریم: 
(با توجه به تدکر Rixuy = RA[(XUY)x BJ] (VV.0‏ 
(بنا به توزیعبدیری × روی RN([(X x B)U(Y x B) (U‏ = 
(توزیعبدیری ۱)روی [RA(X x 8)] U [R^ (Y x BY) (U‏ 
Rlx U Rly‏ 


eave eee! LA‏ ۳ )2 ) هاست پس ۲ کش مکل او( 
هاست. یعنی ۵ = ATS‏ همجنین Sa‏ از wi tag‏ )سک 
(y,c) EV‏ ولی V‏ شامل همه ( )2 (y,‏ هاست. پس ` ۷ متشکل از همه ( y)‏ (2) هاست؛ یعنی 


Vea 
4A 
R-* = {(y,2):(2,y) € R} 
= {(y,z):2,yEN,zly} 
= 1), 2( : 2,۷ 6 ۲,36 EN,y= kr} 
= {(ke,rz):cEN,keN} 
الف) داریم:‎ E 


be DomR” <+ 30 ع‎ 4, (b,a)E R7 
ay Fae A, (a, ER 
<=> bE ImR 


حل تمرین‌های فصل ۵ ۳۹۷ 


و در نتبجه .DomR-\ = IMR‏ 
ب) 


a€ImR7 <> 3 6, (b,a) ۱ 
<=> 3EB, (a,b) 6٩ 
<=> aéDomR 


ImR-' = DomR بنابراین‎ 


(asl ۱ 


dz € A, )2,2( ع‎ S, (z,y) € Ri UR, 

32 € A, (x,z) رک ع‎ ((z,y) € Ry يا‎ (z,y) € Ry) 
dz ع‎ A, ((z,z) € S,(z,y) € Ry) 

((z,z) € S,(z,y) € Ry)‏ یا 

)2, 9( برع‎ oS پا‎ (z,y) € RyoS 

(x,y) € (Ry oS) U(Ry oS) 


(z,y) E(R\URy)oS 


VU ۲ ۷ ۱ 


(UR) SSC (hos URES) 
نتبجه می گیریم:‎ Ry, Ry C ۸, UR, برعکس از این که‎ 
(RyoS)C(R\URyJoS و‎ (RyoS)C(R\URy)oS 

وازاین رو 

(Ry 0 S)U(Ry oS) C (R\URy) 0S 
و بنابراین تساوی برقرار است.‎ 

ب) مشابه «الف» ثابت می‌شود. 

۲۳ الف) چون به ازای هر Ri € User Ri‏ داریم: 

gE‏ وتو ایو هم 


در نتیجه 5 ۰ User(Ri oS) € (Uier Ri)‏ برعکس فرض کنیم 5 و (z,y) > (Uier Ri)‏ 
در این صورت ۸ ع 32 که 


)2, y) E Use Ri : (x, z) Es 


۴۹۸ مبانی ریاضیات 


پس 7 6 .31 که .(z,y) € Ri,‏ بنابراین Ri, oS‏ € (ل ,2). در نتیجھ User (Ri, 0S)‏ € (2,۷). 
یس Ri)oSC User (Ri oS)‏ ر‌زلا). از این تساوی برفرار است. 


(y,2) € ۶ در نتیجه‎ (yz) € RUS آن‌گاه‎ (x, 


y) € (RUST ot 
(x,y) € ۳ ۲۱۸5۱ آن‌گاه ۶۲۳۱ € (2,۷) و در نتیجه‎ (y 


یا 5 € (yc)‏ اگر r) € FR‏ 
nee‏ ) آن گاه (z, sees‏ و درنتیجه 57 ل ۸7 6 (ل,»). پس به هر حال 
ep ere) eR Us‏ ادال dps‏ از آخر به اول COL‏ می‌شود که اگر 

(2,y) ER US‏ آن‌گاه (RUS)~'‏ € ( ,2). پس 


(RUS) SRT hase 


ب) داریم: 


(x,y) 6 (RNS) TT 

(yz) € S‏ , 1 6 (2 ,لا 

x i , (zy) EST 
y) 


EEO 


14 


JT] 


TZ 


( 
( 
( 
(ry 


(RLS) SRA ost 


حل تمرین‌های فصل 1 


۱ الف) رابطه Ry‏ انعکاسی. پادمتفارن؛ متعدی و خطی است. ولی متقارن نبست. 
ب) رابطه Ry‏ پادمتفارن و متعدی است, ولی انعکاسی» متقارن و خطی نیست. توجه کنید 
که پادمتقارن است زیرا ۷ > 2 و » > و هیچ گاه با هم رخ نمی‌دهند و در نتیجه ONS‏ شرطی 


)2 > (۸ )۷ > z2) r= y 


همیشه درست است. 

پ) رابطه Rr‏ از نوع هیچ یک از رابطه‌های مدکور در ۱.۹ نیست (چرا؟). 

ت) رابطه Ry‏ منفارن است ولی انعکاسی: پادمتقارن» متعدی و خطی نیست. 

ث) رابطه Ro‏ در واقع رابطه تھی است. گزاره‌های شرطی برای این رابطه برقرارند؛ ازاین 
رو متفارن؛ پادمتقارن و متعدی است ولی انعکاسی و خطی نبست. 

e‏ رابطه Ry‏ انعکاسی متقارن و متعدی است ولی پادمتفارن و خطی نیست. 

چ) رابطه تعریف شده انعکاسی. متقارن و متعدی است ولی پادمتقارن و خطی نیست. 

ح) رابطه تعریف شده پادمتفارن و متعدی است ولی انعکاسی: متفارن و خطی نیست. 


۲ 7 انعکاسی است» bey‏ برای هر Z‏ € ۰2 2.۱ = 2 و در نتبجه tlt‏ ۸ منقارن نیست 
زرا برای Stee‏ ۲۱۹ ولی RT YY‏ پادمتقارن نیست زیرا برای مثال 
۲۳ و ۲۱-۲ 
ولی ۲- 7۶ ۲. ۸ متعدی است. زیرا اگر |« و ylz‏ آن‌گاه 7 € ۵,ه وجود دارند به طوری که 
ae‏ زاو داد قرو در این ورت 


g=by=i(er)= (ba)z 


۴ رابطه ۸ انعکاسی است. زیرا برای هر ۸ > R abil, .× ۸ × = × FODEX‏ 
فتفارن Cool‏ ویر WY Sy TX‏ که رایطه Ge SIR‏ باذهتمارن تسکت aj‏ ورا هال 


۳۷ مبانی ریاضیات 


فرض A‏ ع ۰ و AF {a}‏ داریم: 
{a}NA={a} FO‏ 


ولی ۸ 7 fa}‏ روشن است که اگر ۸ تک‌عضوی باشد رابطه ۸ به روشنی پادمتقارن است. 
زانط 8 روما متختغع تیست ریا رای Ax Slats‏ فان گاه 


AN {a} = {a} #9 
AN {b} = {b} 40 


ولی 0 - fa} fb}‏ روشن است که اگر ۸ تک‌عضوی باشد ۸ متعدی است. رابطه 7 
لزوما خطی نیست. زیرا اگر ۸ ع ۵,۵ آن‌گاه 


{a} {b} = )( 0 {a} = 0 


روشن است که اگر ۸ تک‌عضوی باشد ۸ خطی است. 


0 رابطه ۴ روی مجموعه A = {a,b,c,d}‏ با تعریف 
R= {(a,a), (6,6), (c,c), (d,d), (a,b), (6, a), (6, c)}‏ 


انعکاسی است ولی متقارن, پادمتقارن؛ متعدی و خطی نیست. رابطه ۴۴ تعریف شده در 
ea BI‏ سعتی و diet eae‏ مان Ss‏ 
با این ویژگی‌ها؛ رابطه 


R= {(a, 6), (b,a)} 
با تعریف‎ ۸ = {a, b,c, d} روی‎ R در نظر بگیرید. رابطه‎ {a, 6, c} ر روی‎ 
R= {(a,b), (b,c)} 


باذفتهارن استث tool Sale Jy‏ شتفارن cde tet‏ و خط تیت رانطه 8 زوین 
{a, b,c, d}‏ = ۸ با تعریف 


R= {(a, a), (0, 5), (a,b), )۵, a), (c,d)} 


متعدی است ولی انعکاسی متقارن» پادمتفارن و خطی نیست. توجه کنید که هر رابطهٌ خطی 
alia bag)‏ انت 


حل تمرین‌های فصل FY \ ٦‏ 


۱ رابطه ۴ مدکور در تمرین LiF‏ فرض A = {a,b}‏ انعکاسی و متقارن است ولی 
پادمتقارن متعدی و خطی نیست . abel,‏ ۸ روی A = {a,b,c}‏ با تعریف 
R= {(a,a), (b,b), (e,e), (a,), (b,¢)}‏ 
انعکاسی و پادمتقارن است ولی متقارن. منتعدی و خطی نیست. رابطه («ببخش می (US‏ 
روی 7 انعکاسی و متعدی است ولی متقارن» پادمتقارن و خطی نبست. رابطه ۸ روی 
LA = {a,b,c}‏ تعربف 
R= {(a,a), (6,5), (c,¢), (a,b), (b, a), (e, a), (b, c)}‏ 
{a,b,c}‏ = ۸ با تعریف 
R = {(a,a), (a, 6), (6, a), (6, 6)}‏ 
متقارن و متعدی است ولی انعکاسی. پادمتقارن و خطی نیست. توجه کنید که رابطه‌ای 
وجود ندارد که متقارن و خطی باشد Jy‏ متعدی نباشد. زیرا اگر ۸ متقارن و خطی باشد و 
(b,c), (a,b) € R‏ آن‌گاه چون ۸ خطی است یا ۸ € (a,c)‏ یا ۸ € (c,0)‏ که چون ۸ متفارن 
است به هر حال نتبجه می‌گیریم ۸ € (a,c)‏ همحنین توجه کنید که رابطه‌ای وجود ندارد 
که متقارن و پادمتقارن باشد ولی متعدی نباشد زیرا اگر ۸ تهی باشد که متعدی است و 
اگر 0 و 77 Ry‏ متفارن و پادمتقارن باشد و ۸ € (b,c) € Ry (a,b)‏ آن‌گاه چون ۸ متفارن 
است, باید ۸ € (ba)‏ و .(c,b) € F‏ حال چون ۸ بادمتقارن است باید 0 = a‏ و ء = . 
پس   <‏ = ۵ و از این روء ۸ € .(a,c) = (a,b)‏ پس R‏ متعدی است. رابطه > روی 7 
پادمتقارن و متعدی است ولی انعکاسی» متفارن و خطی نبست. رابطه ۸ روی A= {a,b,c}‏ 
با تعربف 
R= {(a,}), (b,c), (c,a)}‏ 
پادمتقارن و خطی است ولی انعکاسی. منقارن و متعدی نیست. رابطه ۸ روی 
A= {a,b,c}‏ با تعریف 
R = {(b, 5), (a, a), (a,b), (6,4), (a,c), (6,¢)}‏ 

متعدی و خطی است ولی انعکاسی متقارن و پادمتقارن نیست. رابطه += روی 7 
انعکاسی. متقارن و متعدی است ولی پادمتقارن و خطی نیست. رابطه «بخش می کند» 
روی N‏ انعکاسی. پادمتقارن و متعدی است ولی متقارن و خطی نیست. رابطه ۸ روی 


A = {a,b,c}‏ با تعریف 


R= {(a,a), (6,5), (c,¢), (a, b), (0,e), (c,a)} 


۴۳۷ مبانی ریاضیات 


Libs ae ee oan ny Ce ke ee ee انعکاسی: پادمتقارن و خطی است ولی‎ 
با نعریف‎ A= {a,b,c} 
R= {(a, a), (, 5), (c,c), (a, 6), (6, a), (a,c), (6, c)} 


انعکاسی متعدی و خطی است ولی متقارن و پادمتقارن نیست. رابطه 7 روی A = {a,b}‏ 


با تعریف 
R= {(a,a)}‏ 
با تعربف 


R= {(a, a), (6, 6)}‏ 
انعکاسی. متفارن. یادمتقارن و متعدی است ولی خطی نیست. رابطه ۸ روی {a,b}‏ = ۸ با 
R = {(a, a), (6, 5), (a,b), (b,a)}‏ 
انعکاسی متفارن» متعدی و خطی است ولی پادمتقارن شنت abl‏ > روی Z‏ انعکاسی؛ 
پادمتقارن؛ متعدی و خطی است ولی متقارن نیست. 


۷. فرض کنیم ۸ و ٩‏ انعکاسی باشند. دراي صورت 5 ۰۲۱ «RUS‏ ۱ و ۰۳ 5 به 
روشنی انعکاسی‌اند. فرض کنیم 7 و 5 متقارنند؛ در این صورت ROS‏ 5 دا و ۲۳۱ 
متقارنند» ولی R‏ ۰ 5 لزوما متقارن نیست. Wee‏ رابطه‌های زیر را روی A = {a,b,c}‏ در نظر 
بگیرید: 

SoR= (هیم))‎ S={(b,c),(c,b)}« R= {(a,8), (6,a)} 
RUS و ۲ ۸ بادمتقارنند؛ ولی‎ RNS فرض کنیم ۸ و 5 پادمتقارن باشند. در این صورت‎ 
ونر‎ 4a, cheeses متا رانطه‌های: زیر را‎ ely فیس‎ Eb Lysis و‎ 
بگیرید:‎ 
و‎ = {(6,a),(b,c)} « R= {(a,8), (c,4)} 

۲ و ٩‏ پادمتفارنند؛ ولی 

RUS = {(a,}), (c, 8), (6, a), (6, ¢)} 

S oR = {(a,a),(a,c),(c,a), (c,e)} 


حل تمرین‌های فصل ۱ ۴۳۷۳ 


پادمتقارن نبستند. فرض کنیم ۸ و 5 متعدی باشند. دراین صورت 0۱5 و Ro)‏ متعدی‌اند» 
ولی RUS‏ و 8 5۰ لزوما متعدی نیستند. برای مثال رابطه‌های زیر را روی A = {a,b,c,d}‏ 
در نظر بگیرید: 
(d,a)} © R= {(a, 5), (e, d)}‏ ,(» ,۵)) 5 

مشاهده می‌کنیم 7و 5 متعدی‌اند؛ ولی gRUS = {(a,)), (b,c), (c,d), (d,a)}‏ 
So ۸ = {(a,c),(c,a)}‏ متعدی نیستند. فرض کنیم ۸ و 5 خطی باشند. دراین صورت 
RUS‏ ۲-۱ و 5۰7 خطی‌اند. توجه کنبد که ۸ So‏ خطی است. زیرا از این‌که 77 خطی 
است. نتیجه می‌گیریم ۸ انعکاسی است. از این رو برای هر ۸.6 با استفاده از خطی بودن 5 
داریم: 

0 (۶,۷) ۰ 5 6 (۶,0) یا c(aa)ER‏ 5ع (9,ه) 

یعنی Rs sae (ba)ESoRL (a,b) € 5 ۰ FR‏ ا ی تسا برای مثال 

اگر 

5 = {(b,a), ,(هره)‎ (6,6)} « R= {(a,), (a,a), (6,6)} 
خطی‌اند؛ ولی‎ A = {a,b} و 5 روی‎ 7 


RNS = {(a,a), (b, b)} 
خطی نیست.‎ A روی‎ 


4« فرض کنیم R‏ متعدی است و .(a,b) € ROR‏ در این صورت 
(ac)ER A (e,b) € R‏ , 64۸ 20 
حال چون ۸ متعدی است» نتیجه می گیریم 11 € (6,6). ASR CR iw‏ 
برعکس فرض کنیم ۸ > ۸ ۰ و 
(a,b) € RA (b,c) € R‏ 


در این صورت (a,c) € ROR‏ که چون ۸ € ROR‏ نتیجه می‌گیریم ۸ € Row (a,¢)‏ 


VY‏ فرض کنیم رابطه انعکاسی 7۲ منقارن و منعدی باشد و .aRc «aRb‏ در این صورت ؛ 
جون 7 متقارن است؛ نتبجه می‌گیریم 0 حال جون 7 متعدی است. نتبجه می‌گیریم .bRe‏ 
(توجه کنید که از انعکاسی بودن 72 دراین فسمت استفاده نشد.) 


whol, مبانی‎ ۴۳۷۴ 


فرض کنیم برای هر A‏ € 6 ,0,0 
bRe (*)‏ جح (aRb) A(aRc)‏ 
دراین صورت نشان می‌دهیم ۸ متقارن است. فرض کنیم Rb‏ از انعکاسی بودن ۸ داریم 
.aRa‏ حال با قرار دادن » = »از درستی (*)» نتیجه می گیریم 0 همجنین ۸ متعدی است. 


زیرا اگر ۰1۲0 و ۸176 آن‌گاه با توجه به این که ثابت کردیم ۸ متقارن cul‏ داریم ۵110. حال از 
0 و Rc‏ 0 با توجه به )*( نتیجه می گیریم .aRe‏ 


۳ رابطه مورد نظر باید ۸ را شامل شود. همچنین باید به ازای همه زوح‌های مرتب 
چون )04( و (b,¢)‏ در ۸ زوج مرتب (a,c)‏ را نیز شامل شود تا متعدی باشد. ولی اجتماع ۸ و 
چنین (a,c)‏ هایی لزوما متعدی نیست و دوباره باید مشابه بالا با اضافه کردن زوج‌های مرتب 
مناسب منعد ی شود . در نتیجه ادعا می کنیم رابطه مورد نظر؛ 


۰( )لا( )لا = و 
Un>\(Ro Ro---0 R)‏ = 


است. روشن است که RCS‏ همجنین 5 متعدی است. زیرا اگر 5 € (a,b), (b,c)‏ آن‌گاه 
A, (a, 2s); (BETS (no)‏ € و2 ,22۱,۰۰۰ 
Ym € A, (b,Y), (uy, Y+),°°°, (Yn, ce) ER‏ 29۱,۰۰ 


در نتیجه 5 € 8 ۸۰۰۰۰۰ (ac) € ۸٥‏ و از این رو 5 6 (a,c)‏ به علاوه. اگر 7 یک رابطه 
منعدی روی A‏ باشد به طوری که RCT‏ آن‌گاه SCT‏ زیرا برای هر 5 € (a,b)‏ هه ۰۰۰ 
En‏ در A‏ وجود دارند به طوری که 

(BEGET SEER 
نتبجه می‌گیریم همه زوج‌های مرتب بالا در 7 فرار دارند. ولی 7 متعدی‎ RCT حال از‎ 
است که 7 را شامل‎ A بنابراین 5 کوچک‌ترین رابطه متعدی روی‎ -(a,6) ET است» پس باید‎ 


می‌ شود . 


۴ فرض کنیم ۸ انعکاسی و چرخشی باشد. دراین صورت برای هر ۸ € (a,b)‏ چون 
8 (ا,ه) و 61۲ (9,ه) 


نتبجه می گیریم ۸ € .(b, a)‏ در نتبجه R‏ متقارن است. همجنین ۸ متعدی است. زیرا اگر 
(a,b)‏ و (b,c)‏ در 7 باشند آن‌گاه جون ۸ متقارن است نتیجه می‌گیریم: 


)6:9( 21 و‎ (ba)ER 


حل تمرین‌های فصل 1 rye‏ 


پس ۸ € (a,c)‏ زیرا ۸ چرخشی است. 
برعکس» فرض کنیم 7 انعکاسی» متقارن و متعدی باشد. برای این‌که نشان دهیم ۸ 
(y,z)ER 3 (z,y) € R‏ 
در این صورت» جون ۴ متقارن است» نتیجه می گیریم: 
(ye) 6‏ و > (2,۷) 


حال جون 7 متعدی است, 7۲ € ae)‏ بنابراین ۸ جرخشی vidas!‏ 


1 . الف) فرض کنیم R‏ و 5 انعکاسی باشند. در این صورت RX S‏ نیز انعکاسی است. 
زیرا برای هر 8 Ax‏ ع (,ه) از آن‌جا که aRa‏ و 650 نتیجه می‌گیریم که (a,b) Rx S(a,b)‏ 
فرض کنیم ۸ و S‏ متقارن باشند. در این صورت 5 × ۸ نیز متقارن است. وا کو 
(a,b)R x 5), (‏ آن‌گاه aRe‏ و ۸50 و در نتبجه بنا به ویژگی تقارنی 7 و ycRacS‏ ۵58 و 
بنابراین (c,d)R x S(a,b)‏ فرض کنیم R‏ و 5 متعدی باشند. دراین صورت 5 × ۸ نیز 
متعدی است (جرا؟). فرض کنیم ۸ و 5 پادمتقارن باشند. در این صورت S‏ × ۸ بادمتقارن 
است. زیرا !گر (a,b)RX S(c,d)‏ و (c,d)R x S(a,b)‏ آن‌گاه ycRa 05d aRe‏ 45. با نوجه 
به ویژگی پادتفارنی ۸ و ۰:5 ه و 1 b=‏ در نتیجه. .(a,6) = (c,d)‏ در پایان» فرض کنیم 
8 و 5 خطی باشند. دراین صورت 5 × ۸ لزوماً خطی نیست. برای See‏ اگر ۴ و 5 رابطة 
رون N‏ باشنت آن‌گاه ae Sl‏ > تقطی است:ولی 5 RK‏ خطی دست GON) Me lay‏ 
(۳,۱) تحت 5 LR x‏ مقایسه نبستند. 

ب) این فسمت را با فرض ناتهی بودن 7 و 5 بررسی می‌کنیم . بررسی سوال را در حالتی 
که یکی از 11 و 5 تهی باشد. به شما واگذار می‌کنيم. فرض کنیم 5 × ۸ انعکاسی باشد. در 
این صورت ۸ و 5 انعکاسی‌اند. مثلا ۸ انعکاسی است. زیرا برای هر ۸ ع ».با در نظر گرفتن 
عضوی از 7 چون <b‏ داریم x S(a,d)‏ 0(۸ ,ه) و بنابراین Ra‏ به طور مشابه. S‏ انعکاسی 
است. همجنین اگر 5 × ۸ متفارن باشد آن‌گاه ۸ و 5 نیز چنین هستند. مثلا S‏ منقارن است 
زیرا اگر ۵50 آن‌گاه با استفاده از فرض ARO‏ € ۰,ه را چنان در نظر می‌گیریم که ARC‏ 
از این رو (,5)6 × ۵(۸,ه). پس با توجه به ویژگی تقارنی 5 .)٥, 4(۸ x S(a,b) RX‏ در 
dsb (drs‏ حال فرض کنیم 5 RX‏ متعدی باشد. salts‏ وو او ا ى 
پیسند: یراق هال ۱ کر 


S={(a,b)} و‎ ۲ 0۱, ۲(,۲۲,۳(( 


آن‌گاه (((۳,۵) ,(۵ ,۲)) ,((۲,۵) ,(۱,۵))) = 5 × ۸ متعدی است ولی 11 متعدی نیست. 
توجه کنبد که اگر زوج‌های مرتب (bd)‏ و (۵,6) در 5 یافت شوند آن‌گاه از تعدی 5 RX‏ 


۴۷٦‏ مبانی ریاضیات 
می‌توان تعدی ۸ را نتیجه گرفت (چطور؟). فرض کنیم 5 × ۸ پادمتقارن باشد. دراین 
صورت 8 و 5 lag)‏ پادمتقارن نبستند. برای مثال؛ اگر 

R= 10۱, ۲(,)۲,۱([(‏ ۰ (۵,)) < و 
آن گاه 

Rx S = )))۱,۵(, )۲,((, ((¥, 4), (1, 4))}‏ 
پادمتفارن است در حالی که R‏ پادمتقارن نیست. فرض کنیم 5 Rx‏ خطی باشد. در این 


صورت R‏ و 5 نیز خطی‌اند. ۸ خطی است. زیرا برای ۸ € ٦,٥‏ با در نظر گرفتن عضوی جون 
9b € B‏ مقایسه )6 (a,‏ و (c,b)‏ تحت S‏ × ۸ نتبجه می‌گیریم: 


(c,b)R x S(a,b) يا‎ (a,b)R x S(c,b) 


.cRa LaRe و بنابراین‎ 


a VA‏ اش لا داده شده نادرست است. زیرا برای این‌که ۸ انعکاسی باشد برای هر » باید 
۵ را col‏ کنیم. در حالی که استدلال فوق نشان می‌دهد برای هر Dom‏ € ه داریم 10 
و ممکن است DomR‏ همه اعضای مجموعه‌ای را که روی آن تعریف شده دربر نداشته باشد. 


حل تمرین‌های فصل ۷ 


.١‏ الف) 
Yo‏ 
۵ ۲ 
\ 
ب) 
\Y‏ 
\ 
پ) 
\o‏ 


۳۷۸ 


مبانی ریاضیات 
ي ۱٦‏ 
۸ 
۴ 
۳ 
۱ 
\A 9‏ ۲ 
۳ ۲ 
ج( 
۱۲ 
4 ۴ 
۳ ۲ 
۱ 
ج( 
۱۸ ۱۲ 
٣ J,‏ 
\ 
5 


۲ از رابطه‌های سطراول متوجه می‌شویم که » پایین‌تر از همه است. از رابطه‌های سطر 
دوم متوجه می‌شویم که » از همه بجز yu‏ ۵ پایین‌تر است. از رابطه‌های سطر سوم متوجه 


حل تمرین‌های فصل ۷ ۳۷۹ 


می‌شویم که از همه بجز a su‏ پایین‌تر cowl‏ در ننیجه دایره‌های »و را بالای hl ye su‏ 
rere oe‏ رسم می کنیم. حال از سطر چهارم متوجه می‌شویم » پایین‌تر از uy f ce d‏ است. از 
خط پنجم. داریم ٩‏ پایین‌تر از f »٤‏ و » است و !5 سطر ششم داریم که ن بالاتر از f ge‏ است. 
همچنین رابطه‌ای بین » و مشاهده نمی کنیم. بنابراین نمودار زیر به دست می آید: 


u 
€ 
d 
Cc 
a b 
Uv 
Ly st داریم‎ :, > Pom فرض کنیم (> ,) یک زنجیر باشد. دراین صورت برای‎ ۴ 


al > اکر‎ Cy 
sup{z,y} = y ginf{z,y} = 


اگر cy > a‏ جطور؟ پس در هر دو حالت؛ اینفیمم و سوپرمم y}‏ ,2) وجود دارد. در نتبجه 
(P, <)‏ مشبکا است. 
1 برای ھر in CN‏ مجموعه N Wn‏ را با تعربف (استفرایی) زیر در نظر بگبربد: 


NwWw\=NU{N} , NW(n+\)=(NUn)U{NYn} 
ابن مجموعه‌ها زنجیر زير از مجموعه‌ها را به دست می‌دهند:‎ 
لا‎ ] ۷ ۵ ۱ ۲ ۵ ۲ 6۰۰۰] 9 ۰۰۰ )۱( 
را به صورت‎ N, حال مجموعه‎ 


N,= J Nun 


ne N 
تعربف می کنیم. سېس مشابه بالا مجموعه‌های زیر را تعریف می کنیم:‎ 
و زنجیر زیر را به دست می آوریم:‎ 


۱ لا 6۱ ۱ ۱ ۱ظ)‎ ۲ ۰۰۰1۷۱۱9۰ ۰.۰. (YF) 


۳۸۰ مبانی ریاضیات 


نوجه کنید که برای هر × ع  Nn CN,‏ با ادامة این روند؛ برای هر CN‏ 7 مجموعد 
Nn‏ و زنجیر متناظر با آن به دست می آید. به علاوه برای هر hn € N‏ «بیل Ny Un‏ 
حال اجتماع همه اين زنجیرها؛ پعنی زنجیر 

۰ لام ) و ۰۰۰ 1۷7۱9۱ ) ۷۲ ۰۰۰] CNUI‏ ۱ 6۰۰۰ ۷۱۵۱ ) 1 


مجموعه مرثب مورد نظر است. زیرا؛ هر عضو آن تالی دارد (جرا؟). ولی تعداد نامتناهی از 
عضوهای آن؛ یعنی le Ny‏ عضو مقدم ندارند. 


cy 1 Q یک) 4 ل اید آل ترتیبی است. زیرا اگر  ع 2ء 0 € و و ن > 2 آن‌گاه جون‎ LV 


22 4 و‎ ys 2 


حال از متعدی بودن ک نتیجه می‌گیریم 2 > 2. پس 0 |ع 2. همچنین با توجه به انعکاسی 
بودن ک داریم ۵ CL‏ ۵. به علاوه اگر D‏ نیزاید آل ترتیبی باشد به طوری CDS‏ 0 آن‌گاه 
برای هر 0 ۷ عضوی چون CQ‏ ۶ و در نتبجه D‏ € 2 وجود دارد به طوری که 2 > . 
پس yD‏ بنابراین LQ CD‏ پس ۵ ل کوچک‌ترین اید آل ترتیبی شامل Q‏ است. 

فرض کنیم 4 اید ال ترتیبی باشد. در این صورت با توجه به وی کوج اثبات شده در بالا 
برای @ ل به ce‏ « داریم ۵ > 9 ). از طرف Q So‏ > 4. پس 0 إ= . 
برعکس, فرض کنیم 0 1= . دراین صورت, چون 0 اید آل ترتببی است؛ Q‏ نیز چنین 
أشنت 


lass (49‏ مشأبه «یک» حل می‌شود. 


۸ «ب» >= ر«الف»: با توجه به تعربف 2 | داده شده در تمرین ۰۷ داریم: 


Pele => ی‎ 
ج‎ z<y (e@<y (زیرا‎ 
=> zey 


و در نبتجه ۷ La Ch‏ 

«پ» جد «ب»: فرض کنیم @ یک اید آل ترتیبی P‏ باشد و ۵ Ye‏ در این صورت. با 
توجه به تعریف اید آل ترتیبی؛ @ € by‏ ولی by‏ به «ب» chy‏ 2 . در نتبجه. CQ‏ 2 | و 
از این رو @ € 2. 

«الف» جد «پ»: اید آل ترتیبی LQ=Ly‏ نظر می‌گیریم. داریم YELY‏ پس بنا به 
«پ» TEQ‏ بعنی ۷ 61 2. درنتیجه ل > 2. 


Lin >, 2 و در نتیجه‎ 2 6۱ 2 € P= ٣ برای هر ۶۲ لا‎ by) انعکاسی است.‎ > A 


.2 > 2 و در نتیجه 2 ۲> 2. پس در هر دو حالت»‎ 2 Py 


حل تمرین‌های فصل ۷ FA\‏ 


> پادمتقارن است. زیر برای ۴۱ نا = ۴ 6 ی e,‏ ۷ > ٭ و 2 > ن تنها دوحالت زیر رخ 
می‌دهد (جرا؟): 

YS) 2 2و‎ > ۷ ۰2,۷ € Py (یک)‎ 

YSy 2 2و‎ Sr ۷ ره‎ ۷ € Py (دو)‎ 

در حالت اول از پادمتقارن بودن > و در حالت دوم از پادمتقارن بودن Sy‏ نتیجه 
ee‏ 

> متعدی است. زیر برای P= P\UPy‏ € 2,۷,2 ۷ > 2و 2 > cy‏ چون 0 = (P\NPy‏ 
تنھا یکی از دو حالت Py‏ € ۷,2 ,2 با Py‏ ع 2 ,و ,2 ممکن است. در حالت اول داریم ۷ 5 r‏ 
و ۶ > ودرنتیجه 2 > 2. پس 2 > 2. به همین ترتیب» در حالت دوم هم نتیجه می گیریم 


< 2 
الف)‎ .١١ 
b d b d 
u] = | 
a C a Cc 
ب)‎ 
۲ 0 
b qd 
| = با‎ 
© 
پ)‎ 
h 7 h 
[us gail 9 


FAY‏ عبانی ریاضیات 


h . 
h 
/ 1 9 
[es 
€ 
€ b 
a 
(eo 
d 
1 9 f 9 
و‎ 
a b : ۳ 2 
ج(‎ 
d hi g 
۳ 3 € 
: o \/ = : 
a b ۳ C 
a b 


VT‏ با توجه به تعریف > روشن است که انعکاسی است. > پادمتفارن است. زیرا اگر 
(Ys yr) < (a, 24)‏ و (Yr)‏ ک (zy, ty)‏ 
ار OS ld aya‏ 1258 
می‌گیریم تنها حالت ممکن 
Sey)‏ 8۱,۷۲ < )و (u < Yur SYN)‏ 


است؛ که در این صورت به روشنی؛ 0۱ = ۱ و 1۷۲ = ۰2۲ یعنی (۷۱,۷۲) = (ty, ey)‏ 
تعا عیشت زرا ای 
(uy, Yr) > (21,2) J3 (z\, ty) > (yy, yy)‏ 
آن‌گاه یکی از حالت‌های 
(یک) (2۱ > ۷۲ و 2۱ (Y=‏ و لا > 2۱ 
(دو) 0 > 1۱ و ۷۱ > 1۳ 
(سه) 0 > 9۱ و (ry =yy ۰ y< yy)‏ 


حل تمرین‌های فصل ۷ FAY‏ 


cyy< zy) Ole)‏ ہ2 = yı 2۲ > ۷۲( «(yı‏ = ب( رخ می‌دهد که در حالت‌های 
CD (SYD)‏ و (AW)‏ نتیجه می گیریم 2 > 2۱ و در حالت «جهار» نتیجه شی کرت )2 = 2 
و 2۷ > ty‏ پس در هر cdl‏ )+2 ,ہ2( < Be)‏ او 


۴ فرض pS‏ 70۳ € ,۸ و 8 > -4. در این صورت CB‏ ۸. نشان می‌دهیم 
مجموعه ناتهی ۸ - 2 تنها یک عضو دارد. فرض کنیم ۸ - 8 € bb‏ دراین صورت 
۵ + لام و ۵ | AU‏ اید آل‌های ترتیبی P‏ هستند. A‏ را به طور سره شامل می‌شوند و 
زیرمجموعه 7 هستند. ولی چون 8 > -4 بین A‏ و 8 ایدآل ترنیبی سره وجود 
ندارد. از این رو AU L b= B= AUB‏ بنابراین: ا 64 "# و در نتبجه ‏ > Yo‏ 
همچنین ELD‏ و در نتبجه 9 > ۶. پس ۶ = 0. بنابراین A‏ - 8 یک مجموعه 
تک‌عضوی است. فرض کنیم {b}‏ = ۸ - 8. دراین صورت [0) ل۸ = 8 gate ls‏ 
مینیمالی از ۸ - ۶ است. زبرا.اگر ۸ - ۶ ع ± وط > ع آن‌گاه جون 8 ع ۵ 8 € ». در 
نتیجه cab Gaye 8 - ۸ = {b}‏ برعکس, فرض کنیم 9 عضو مینیمالی از 
7-۸ باشد به طوری که AU{b}‏ = 8. دراین صورت 8 ۸4. به علاوه. 8 > A=‏ (جرا؟). 


(al ۵ 


16, b,c, d} 


{a, b, d} 


{b, d} 


ب) 


{a,b,c} 


FAY‏ مبانی ریاضیات 


{a, b,c, d} 


۱ با توجه به تمرین ۲۷۰۱۳ × ,7 با رابطه قاموسی مجموعه‌ای مرتب است. حال با 
فرض زنجیر بودن Py‏ و ۶۲ برای هر (2۱,۵۱) و (yy, ¥r)‏ در Py × Py‏ داریم Lewy > yy‏ 
۱ > ۱ و ۷۲ > بت یا +۵ > yy‏ حال اگر ہو > 2 یا 2۱ > yy‏ آن‌گاه (ty, ey)‏ و (yy, yr)‏ 
با ترتیب فاموسی قابل مقایسه‌اند (چرا؟). در غیر این صورت. ہل = 2 و yy‏ > ۲ت یا 
yy > ۲‏ که باز هم نتیجه می‌شود (er By) > (Wy Yr)‏ يا (Ys ¥r) > (By, Br)‏ 


oy‏ فرض کنیم Py x Py‏ زنجیر باشد. فرض کنیم Fy 6 Py‏ 2۱و Py‏ € ۲ل 7 fy‏ در 
این صورت» در بل 0 > bay‏ 2۱ > لا و در yy > 2۷ bay > yy Py‏ حال در حالتی که 
0 > 7۱ و yy > By‏ مشاهده می‌کنيم در By) ۰۳ × Py‏ ,\@( و (yy, yy)‏ قابل مقایسه نیستند. 
این تنافض نشان می‌دهد هر دوی Py‏ و Py‏ نمی‌توانند بیش از یک عضو داشته باشند. 
برعکس: فرض کنیم حدا کثر یکی از Py‏ و Py‏ بیش از یک عضو داشته باشد. به عبارت 
دیگ لاافل یکی از Py‏ با Py‏ تک‌عضوی یا 0 باشد. در حالتی که یکی 0 باشد. حکم واضح 
است. فرض کنیم }2{ = -Py‏ دراین صورت Py‏ × ۱ به روشنی یک زنجیر است. زیرا هر 
ty)‏ ,2) و yy)‏ ,2( در Py‏ × ,۰۶ با توجه به این‌که 2 > 2 و 2۲ و yy‏ در Py‏ قابل مقایسه‌اند 
pls‏ مفایسه هستند. 


۱4 ابد ال‌های pened‏ مهو مردنس 4 ۲۱۱ به صورت بآ Ty U‏ هستند که در آن I,‏ 
اید آل ترتیبی P‏ و 1۲ اید آل ترتیبی ۵ است (چرا؟). اید آل‌های ترتیبی de gers‏ مرنب POQ‏ 
به یکی از صورت‌های 


لا پا I,‏ 


فسستنن کدی ان ید ی Nala?‏ فرشیی. با اس رای 


٩‏ . اید آل‌های ترتیبی 0 (PX‏ زیرمجموعه‌هایی از @ Px‏ هستند که دامنه آن‌ها اید آل 
ترتیبی ۶ و نگارۂ آن‌ها اید آل ترتیبی و باشد (جرا؟). 


حل تمرین‌های فصل ۷ FAO‏ 


inf {YT} = Vc sup{t} = ۳ (all ۰ 


.inf{F, V} 2 وجود ندارد»‎ {F, V} mo ب)‎ 
inf{\, 0} = \isup{\,O} = ۵ ث)‎ 


۱ ۲ تمودان باه ضووت ری اش 


“Lo 
\¥ 
۳ i ۵ 
۲ 
\ 


مشاهده می کنیم برای هر 0 € 12,6 sup{a,b}‏ و inf{a,b}‏ در Q‏ وجود دارند و در نتبجه Q‏ 
مشبکه است . در واقع 


inf {a,b} = (a, b) بام‎ «sup{a, b} = (a, b) ک.م.م‎ 


cy‏ 6 < ۱۸۶ ۷ 2 ۰۸ ۶2 ۸ (۸6 ۱ < 6 ۱6۷ 2 ۱۷ ۱ < ۰۷۱ < (6 0۷) 6۱۷؛ 
WV{e,d,e}= ۱‏ 2 ۸ 2 ۸۷( )؛ A(IAK) 2۸9 - ٩‏ و E‏ وجود ندارد زیرا 
» و ۰4 هر دو» کران پایین برای {7k}‏ هستند ولی قابل مقایسه نیستند. 


)2,۷( کران پایین‎ Sat «الف»: فرض کنیم ل > 2. دراین صورت‎ => «ey TY 
است. به علاوه» اگر 2 نیز کران پایین }2,9{ باشد. آن‌گاه 2 > 2 و ل > 2. به ویژه 2 > 2 و‎ 
.2 ل۸‎ = ± in است.‎ )2, ۷( onl در نتیجه 2 بزرگ‌ترین کران‎ 

«پ» جد «ب»: چون 2 = إل ,2 ۷ > 2. پس Soy‏ کران بالای (2,۷) است. به 
علاوه اگر z‏ نیز کران بالای این مجموعه باشد آن‌گاه ۶ > ٭ و 2 > ن. به ویژه ٩‏ > » پس ل 
کوچک‌ترین کران {x,y} SVL‏ است. یعنی ل = ن ۷ 2. 

«الف» = «پ»: چون ۷ = ب ۷ :۰ و یک کران بالای {ay}‏ است. پس ل > 2. 


حل تمرین‌های فصل ۸ 


۱ ب) رابطه‌های هم‌ارزی روی ۸ باید حداقل ۸ را شامل شوند (The)‏ و عبارتند از: 
YA‏ ,۱,۳(,۲۳)) ۵ هه ((۱ ۲ ,)1 AULA,‏ ((۲,۳(,)۳,۲)) ناش A x A‏ 
پ) هر یک از رابطه‌های 
AULA), ۳, ۲([ AU L(A, 1), (1, 1}‏ 
(ر۱ ,۲(,)۲,۳(,)۳ Pe AULA,‏ ,7( ,)1 ,¥( ,(۲ ,۱)) نا ۵ 
انعکاسی‌اند» ولی متقارن و متعدی نیستند. چند رابطهٌ دیگر از این نوع بنویسید. 
ت) رابطه‌های زیر متقارنند. ولی انعکاسی و متعدی نیستند: 
Pe Ry = ))۲,۳(,)۳, ۲((‏ ,۱,۳(,۳)) - ۰2۱ ((۲(:)۲,۱ ,۱)) ع fr‏ 
Ry URy Ry URy Ry URy‏ 
جند رابطة دیگر از این نوع بنویسید. 
OR UR eRe ARTE HVS) tea NP ERA ))۱, ۲((‏ 
RyU Ry‏ ((۱,۱)) لا Ry‏ 
چند Maul,‏ دیگر از این نوع بنویسید. 
L(A, ۲( A Va‏ دا ۵ ۰ ((۲(,:)۲,۳(,)۱,۳ ۰ AU‏ نمونه هایی از ترتیب جزئی روی 
۸ هستند. چند رابطهٌ دیگر از این نوع بیایبد. 
ج( رابطه‌های ((۲ ,۲,۳(,)۳) ,)1 ,۱)] و ((۲,۳(,)۳,۲) ,(۳,۱)) نه انعکاسی: نه 
متقارن. نه پادمتقارن و نه متعدی‌آند. 
چند dal,‏ دیگر از این نوع بنویسید. 


۲ با توجه به این که تعربف رابطه سم با استفاده از رابطه نساوی داده شده است؛ ~ به وصوح 
هم‌ارزی است. به علاوه برای هر ER‏ 2» با فرض این‌که =n‏ [2]؛ رده هم‌ارزی 2 برابر است 
L‏ 


۳۸۸ مبانی ریاضیات 
[yj =n} < )۷ 6 ۳۰: > > «+ ۱( = [n,n + ۱(‏ : 61 ۷) 


5 رابطه ‏ انعکاسی است. زیرا برای ھر ۶ € (9 ,۱)0 .ab = ba‏ رابطه ‏ متقارن است. زیرا 
اگر ad = bc‏ آن‌گاه abt, .cb = da‏ ~ متعدی است. زیرا برای هر 5 € (0,ع) (e, f), (c,d),‏ 
اگر be‏ = هه و cf = de‏ آن‌گاه 


(af)d = (ad) f = (be) f = 6(cf) = b(de) = (be)d 


و در نتیجه» جون af = be 0 # o‏ 


۵. رابطة مذکور در «پ» با توجه به ویژگی‌های فدرمطلق, رابطه‌ای انعکاسی و متقارن 
سول روما مکی تست روا لا ۱ ga‏ اج ول E‏ 
نامساوی مدکور در «ت» معادل با » = | - y gins ie‏ = 2 است, زیرا ٥‏ £ إن - 2]. در 
نتبجه این رابطه, که همان Ap‏ است» هم‌ارزی است. 
رابطه مد کور در «چ» رابطه 0 را تعریف می‌کند. زیر برای هر ow, y € R‏ < ۲( - ت). 
این رابطه انعکاسی نیست. ولی متقارن و متعدی است (چرا؟). 


1 اگر ۸ > 0 2 0 یک رده هم‌ارزی شباشد, آن‌گاه عضوی چون ٤‏ € 2 وجود دارد به 
طوری که [2] = C‏ و این مجموعه بنا به تعریف در شرط داده شده صدق می کند. 
تنها اگر م ~ iy‏ آن‌گاه بنا به تعریف C= [y} ly)‏ 


۸ فرض کنید {Ri : ۶ 6 I}‏ خانواده‌ای از رابطه‌های هم‌ارزی روی مجموعه A‏ باشد. در 

این صورت ier Ri‏ = ۸ رابطه‌ای هم‌ارزی روی ۸ است: 

۸ انعکاسی است. زیرا برای هر ۸ € ± و هر GET‏ :1 € (2,2) و در نتبجه 
(x,t) € flier Ri‏ 

۴ متقارن است. زیرا اگر ۸ € (2,۷) آن‌گاه برای هر » Ri‏ € (2,۷) و در نتبجه 
.)y, 2) € Ri‏ پس .)y, z( ER im .)y, 2( € Mier Ri‏ 

۴ متعدی است. زیرا اگر ۸ € (۵,۷) و ۸ € (y,2)‏ آن‌گاه برای هر Ri‏ € (2,۷) و 
(yz) € 1:‏ و در نتیجه Ri‏ € (2,2). بنابراین Ri = F‏ یب(] € (2,2). 


٩‏ نشان می‌دهیم رابطةٌ هم‌ارزی 7 متشکل از dan‏ زوج‌های مرتب (ل,) از اعداد حفیقی 
است به طوری که به ازای عددی صحیح oe‏ 0 7 + ج = . رابطه 


17 ={(z,y): 2,۷ ب ع‎ ImeZ, 1 ع‎ 2 +m} 


حل تمرین‌های فصل ۸ ۳۸۹ 
به روشنی رابطه‌ای هم‌ارزی روی R‏ است. به علاوه؛ اگر ,5 رابطه‌ای هم‌ارزی روی R‏ 
باشد به طوری که CS‏ آن‌گاه 5۱ > 7. زیراء اگر "+ 2 = ن و N‏ € ۰ آن‌گاه 
y=rt+ ۱+۱+۰۰۰+ ۱ 6۱ asym)‏ 

حال اگر تعریف کنیم 

7۱۳2 SEN ee Yk ht Oa = ee 
ths = ۷ آن‌گاه داریم‎ 

(2,9) > رک‎ (Ys, yr) 65۰۰۰, (Yass Ym =H) ES 
همه زوج‌های مرتب بالا عضو 5۱ هستند. ولی 5۱ متعدی است. پس‎ iS € 5 چون‎ 


(x,y) € S‏ همجنین اگر Sys atm‏ در of‏ ۸ > ۰ آن‌گاه y—m‏ = . در نتبجه 


با به کار بردن استدلال بالا نتبجه می‌گیریم Sy‏ € (۷,2). سپس چون Sy‏ متقارن است» باز هم 
aly‏ بشید (x, y) € Sy‏ می رسیم . به علاوه اگر 2 = ل آن‌گاه (x, y) € S\‏ زیرا ,5 انعکاسی 
است. از این مطالب نتیجه می‌گیریم 7 = 77 (She)‏ با نوجه به توصیف دکر شده برای T‏ 
رده‌های هم‌ارزی 1 به صورت 


(z= {y: y= z+ m} 


هستند» که در آن METZ‏ 


۰ الف) درست است. رابطۂ ۸ انعکاسی است. زیرا ۸ A=‏ قفار اس یا کر 
ور = ۸ آن‌گاه ۸ = 8 و '8 = ۸ اگر و تنھااگر '۸ = 8. کف wets‏ زرا اکر 5 = یا 
B'‏ = ۸ و6 = 9 یا 0 = 2 آن‌گاه در هر چهار حالت ممکن؛ € = 4۸ یا 0 = ۸. 

ب) نادرست است. زیرا اگر P(X)/R lB oT × = )۱, ۲,۳( Wee‏ چهار عضو دارد: 


UY = (RTP = ))۱(,)۲,۳(( 

UV = YH  ))۲(,)۱,۳( 

HO = NH = ))۳(,)۲,۱(( 
])1,۲,۳([ = OO] = {0X} 


ب) درست است. زیرا؛ برای هر CX‏ ۸ رده هم‌ارزی منسوب به A‏ برابر است با 
[A] = {4, A} = [41]‏ 


بنابراين» تعداد رده‌های هم‌ارزی برابر است POO! L‏ حال اگر ۸" = (|X|‏ آن‌گاه 
[P(X)| = ۳‏ و در نتیجه 


|P(X)| 


۳ n—\ 
P(x) | = = د‎ ۲ 


۳۹۰ مبانی ریاضیات 


۱ فرض کنبد 7 رابطه‌ای هم‌ارزی باشد. قرار دهید 
A = {[r]: 2 € DomR}‏ 


در این صورت A‏ خانواده‌ای نانهی از زبرم‌جموعه‌های نانهی و مجرای × است و 
A}‏ ع ۸ : ۸ R= ۱1۸4 x‏ زیرا 


)<,۷( ER => rE DomR&yE ]2[ 
= (z,y) > ]2[ x [z] 


)2, ۷( ع‎ AXA ۸ ع‎ ۸4 => 32 € DomR, A= ]2[, (2, y) € [z2] x [e] 
= (RE REY ER 
جح‎ (f,y)ER 


برعکس: فرض کنید A‏ خانواده‌ای ناتهی از زیرمجموعه‌های ناتهی و مجزای « باشد و 


R=| {Ax ۸ : ۸ € A) 


در این صورت R‏ انعکاسی است. زیرا برای هر × AWE‏ € 34 که 4 € 1 و در نتیجه 
۸ × 6 (2,2). پس ۸ € )2,2( ۸ متقارن cowl‏ زیرا اگر ۸ € ( ,2)» یعنی ۸ ع 3۸ که 
A ۸‏ ع ( ,2 آن‌گاه ۸ Ax‏ 6 (2,) و در نتیجه ۲ € R (y,2)‏ متعدی است. زیرا اگر 
(z,y) € R‏ و ۲ ع (۷,2) BEAM‏ ,34 که E A‏ ,هو > J,2‏ ولی جون عضوهای 
A‏ مجرا هستند باید 8 A=‏ پس ۸ € 2,2 و در نتیجه A‏ € )2,2( 


2 رابطه ه انعکاسی است. زیرا برای هر "3 € (2,۷) ه = و - و و ه - ن - لا در‎ VY 
. - ۷ EL و‎ 2 - 2 EZ آن‌گاه‎ (x,y) ~ )2,۷( هستند. رابطه نہ متقارن است. زیرا اگر‎ 
در نتیجه 7 € 2 - 2 و 2 € ل - ل. یعنی )2,9( ~ ( ۷ ,2). رابطه نہ متعدی است. زیرا‎ 
a - آن‌گاه 2 € '٭ - هه €2 - روج"‎ (2',y") ~ (0",¥") و‎ (2,9) ~ (ev) اگر‎ 


EZ‏ "ل - ل. در نتیجه 


۲ - 2۷ = )z - 2( + )z' - £") € 2 
y-yl=(y-y) + -y) 72 


وازاین رو )209( ~ )2,9( برای هر R'‏ € (۷ ,2)؛ داریم: 
}€7 ل - 2,۷ 6 2 - 2 [Ane {(2’,y):‏ 
+n) :m,n € 2}‏ و ,7 + 2)) 
(x + Z) x (y+ 2)‏ 


oat اا‎ 


۳۹۱ ۸ حل تمرین‌های فصل‎ 
R'/~ {[(z,y)]~:2,y.€ R} 
{(z + 2) x ) + 2) :TYER} 


Y\) ~ (ry, yy) = ۱ - 2 < ۲ - 2۲‏ ,)2( 
gî‏ - وا < 2 - ۲ = 
(ry, ur) ~ (zy, y)‏ = 
رابطه ~ متعدی است. زیرا اگر !2 - al = yy‏ - ہو و ۵۲ من = yy —2y‏ آن‌گاه 
- ۱۲ < 6 - ل 
رده همارزی منسوب به ERT‏ (۱,۷۱)» عبارت است از: 
yy - z1}‏ < 2۲ - ۷ : (2,۷)] = نم[ (۷۱ 2۱۱)] 
{(@,y):y=2"'+y—21}‏ = 


که مجموعه نقاط روی سهمی به راس (2۱ - yy‏ ,0( است که تقعر آن رو به بالاست. 


۴ الف) فرض کنیم ~ رابطه‌ای هم‌ارزی باشد. در این صورت به انیکاسی است. 
داپره‌ای نیز هست. زیر 

(زیرا ~ متعدی است) ere‏ >= مج وا ه زا بح و 

)1,5 ~ متقارن (cul‏ همم = 
حال فرض کنیم ‏ انعکاسی و دایره‌ای باشد. دراین صورت ‏ هم‌آرزی است. Fy‏ 


Ivy => «trykyry 


Yyre‏ ج 
zenryky~e‏ = و جوا ی لام ۲ 
Zz‏ سح 


ب) فرض می‌کنیم ہ انعکاسی و مثلثی است و نشان می‌دهیم ~ هم‌ارزی است. رابطة ~ 
متفارن است: زرا 


Try => «eryk&errr 


رابطۂ ~ متعدی است. bab‏ 


(زپرا ~ متقارن است) yraukyn~z‏ >= و لا م6 لاحم ۲ 
(زیرا ~ مثلئی است) چ pr‏ = 


برعکس فرض کنیم ~ رابطه‌ای هم‌آرزی dbl‏ فر این صورت انعکاسی است . مثلثی نبز 


syn:‏ و بح و 6 و جح راچد 2 بح 2 6 لا بح ند 


F۴۹۲‏ مبانی ریاضیات 


۵ رابطه به روشنی ویژگی‌های رابطة هم‌ارزی را از Ry‏ و Ry‏ به ارث می‌برد. رده 
هم‌ارزی Ay x Ay‏ € (6۱,۰۲) تحت ~ برابر است با 


])۵۱, @y)]~ {(by, by) : ,و6۱‎ ar Rrbr} 
{(by, by) : by € [ay], by € [ay]} 


[a\]r, x [ay], 


Hou Il 


۸ الف) 


8 ۰ <> rZRy ۸^ Ye 
<> 72و‎ > siny A siny > sine 
<> sing = siny 


= ع را‎ ۳ : sinz = siny} 
= {yER:y= ۲۲+ ع یاه‎ ۲۸۳+ ۲- 2[ 
= )۲۲+ ۰: (۱11۲۳7۳4-7 - 2 : eZ} 


XRY <> ۷ 6 ۲ ,۷۷ 6 ۲ (ry) 
<> We EX ,۷۷ 6۲ (sing > siny) 


با فرض =[yls 9X = [els‏ ۷۲ داریم: 
Vz € [z]s , Vt € [yls (sinz > sint)‏ 


— 
<> Vz,sinz = sing, Vt, sint = siny (sinz < sint) 
سب‎ sing > siny 


حل تمرین‌های فصل ۱ 


۲ هر عضو مجموعه مورد ن با توجه به انتخابش» مجموعه‌ای ناتهی است. به علاوه» 
اگر Bs‏ ۱ و8 ۸ ہ4 آن‌گاه اشتراک این دو مجموعۂ نابرابن تھی است. زیرا اگر 
(Aa N Bg) N (AQ N Bs)‏ ع « آن‌گاه ۸۰۲4۸۸ € ± و Bg MN By‏ > 2 و در نتیجه از آن‌جا 
که A‏ و 8 افراز × هستند (Ag = Aq:‏ و8 = وظ. بنابراین ۸۰۱۵ = ۱8 ۸۰ که 
تناقض است. 
در پایان» نشان می‌دهیم هر عضو jon‏ یکی از اعضای مجموعه مورد نظر فرار دارد . 
فرض کنیم TEX‏ در این صورت 
(Sa 67,۶ € Ag)‏ و Jz € Bg)‏ € 38( 


و در نتیجه ۲۱ ۸۰ TE‏ 
me i‏ الف) رده‌های هم‌ارزی ‏ عبارتند از: 


[a]. = {a, 5} = [b). 
[c]~ = {c,d} = [d]~ 


P= X/-~= {{a,}}, {c, d}} 


R= {(a, a), (6, b), (a, b), (6, d), )6« »( (d,d), (e, d), (d,c)} 


۴۹۴ مبانی ریاضیات 


mA)‏ الف) به خاطر آورید که ب نج 2 اگر و تنها اگر 2 و ن در یک عضو ۶ قرار داشته باشند. 


پس نم برابر است با 


{(a, 5), (6, a), (a, a), (6,5), (cc), (e, d), (d, e), (e, e), (d, d)} 


ب) رده‌های هم‌ارزی نہ عبارتند از: 


3 


2 0 Lk 


1» ع‎ 2 :awNz} = {a,b} = [bn 
(se X vom cy te} 
{rE 2 : 0 2 zr} = {d,e} = [ely 


پس نہ /×» که متشکل از رده‌های هم‌ارزی تم است» همان افراز ۶ است. 


پم 


Qa 


یبا 


حل تمرین‌های فصل ۱۰ 


۱ نموار «ب» نمایش یک تابع نیست؛ زیرا در شرط دوم تأبع صدق نمی‌کند. در وافع» دو 
زوح تب (2;7) در f‏ هستند ولی uv‏ ج ت یعنی 2 دارای LE‏ اشت: اگر تعریف 
کنیم 0 = f(z)‏ س = (0) f(z) =u‏ (یا و = f(z)‏ پا س = (f(z)‏ انگاه f‏ تابعی از ۸ به 8 
است و FOR‏ 


۲ الف) از آن‌جا که برای اعداد حقبقی مثبت Men it‏ ۰۵ وی وجود ندارد به طوری که 
Ae noes yitroo‏ داده شده در «الف» در شرط اول el‏ (روی (R‏ صدق نمی کند. 
رابطه مذکور در «ت» تابعی روی ۴۸ است. زیرا برای هر ey slater ER‏ صورت 
منحصر به فرد با فرمول |2|- = ن توسط ont‏ می‌شود. ۱ 
bal,‏ مذکور در «ث» تابعی روی Re‏ نیست. زیرا هیچ عدد حقیقی مثبت 2» مثلا ۵؛ به 
صورت | - = 7 نوشته نمی‌شود. 


۶۱/۳۲۳۲۳۲۰۰: <۵ ۰۷ € Q زیرا‎ «f (¥) = ۵۰۱/۳ EQ الف) ۵ = (۴)۱/۳ زیرا‎ ۳ 
AZT ۲۳۲۵۹۱۰۵۵۵6 
ب)‎ 


ONA FENRIS FN = 10} 
FLV, }) = {F(V¥), f(r)} = )-۳( 


VY, ۲ € 0 زیرا‎ 
۶) ۲,۱۰۲(( = {F(%), F(in¥)} = )۵,-۳( 


پ) 


f-*({2, \}) 


a ae‏ اک 


FA 


gl.‏ ریاضیات 
f(z) = ۳(‏ یا ۳- ع {rER: fle)‏ = ((۲,۳-))۱- 
{e€R:2¢Q}‏ = 
f(z) = 4}‏ & ۴ - (۳:)2ع 12 = ([۱))۴,۵- 
{rEeR:rEQ}‏ = 
Q‏ = 
۴ الف) 
Imf {f(x), Fy), F(z), Flv), f(w)}‏ 


{a,b,d,e} 


fr تحت‎ e a5 به 8 تیشته به دو دلبل یکی این‎ 4 sll ۲ oats رانطه‎ (oe 
تحت 7 دو عضو ا و س مربوط می‌شود.‎ b این که‎ Sos نگاره ندارد.‎ 


۵. الف) 


)« € Rif(2) = °) 

{rE (۶ > ۵,۴۶ + ۳ = of 

12 ع‎ R|-—V<2<0,2'-Y= fu 
{rE R|x < -1, ۲ —Oz = o} 

OU {VY,-V¥} U0 = {VY,-VvT} 


{xER: f(z) =-Y L f(z) =} 

12 ع‎ 1 : 2 < ۵, eae یا ۳ مب‎ fz + = T}U 
]-1 > > ۵:2۲ - ۲ = -— لا(۳ = ۲ — 2۲یا‎ 
{zr > يا ۳-- ۵2 -۴: : سس‎ ۴ - ۵2 - ۳( 
= 0۱۷/۵, ۰۷/۵۱ = ۷/۵۱ -۰۷/۵[ 


7), Y}) 


{cER: f(z) 


f(z) = ۲(‏ با۲ = f(z)‏ یا 
{r> ۵ : ۴2 ٩4 \,‏ 


لا(۳ = ۲+ ۳۸ , ¥ = 


PG) 
+ 

1 یا ۲ا‎ ۳U 

پا ۲ 


| Il 


5 
8 


7 
۳۳ 
nt 
— 
۱ اا‎ 
mas 
دا‎ 
eS 
— 
an) 
0 
= 
یب‎ 
۳ 
8 
wey 
۳ 
۳ 
نب‎ 


حل تمرین‌های فصل ۱۰ FAY‏ 


۸ توجه کنید که و > f‏ به این معنی است که برای هر ew € A‏ و € f(z))‏ ,2( یعنی 
(ه)و = (۶)2. پس اگر و > ۶ آن‌گاه و < . 


۸ پس‎ (4,6) ERAS ه» 8 € 30 به طوری‎ € A برای هر‎ DomR = A از آن‌جا که‎ ٩ 
DEB بیش از یک‎ » € A صدق می‌کند. ولی ممکن است برای‎ A در شرط اول تابع با دامن‎ 
af: A> 8 با «انتخاب» یکی از این ها تابع‎ .(a,b) وجود داشته باشد به طوری که ۸ ع‎ 
. > ۴ دست می آید به طوری که‎ 


ه. الف) ٥ al‏ + 4 : ]را به صورت f(x) = f(z)‏ برای هر ۸ € 2» تعربف می‌کنیم. 

از آن‌جا که برای هر ۸ € ٭› fy f(z) BOC‏ تابع است. 7 ab‏ است. ‏ با این ویژگی 
منحصر به فرد نیز هست. زیرا اگر ٥‏ + 4 : و نیز تابعی با ویژگی (Va € A)g(a) = f(t)‏ 
باشد آن‌گاه با توجه به تعریف نساوی توابع؛ ‏ = و. 

ب) فرض کنید 2 AC‏ در این صورت برای تعریف تابعی چون 8 جگ ASD‏ نوسیع 
B‏ ج 4 : f‏ باشد باید و را روی عضوهای اد ess‏ یو ؛ ولی روی عضوهای 
 - A‏ انتخاب‌های فراوانی برای تعربف و داریم. مثلا می‌توانیم همه عضوهای A‏ - 0 را به 
عضوی از 7 بنگاریم؛ و با تغبیر این عضو تعریف‌های منفاونی برای و بیابیم. به مثال زیر 
نوجه کنید: 


۴۳۹۸ مبانی ریاضیات 


۱ از آن‌جاکه 8 ج × : fix‏ = و. CX‏ (7۱)۲و. همجنین. جون 
(Y) ۳۱) ( «(Wa € X)g(z) = F(z)‏ و. در نتبجه (۲)۷ 22۴۳ go (VY)‏ 


برعکس اگر ( ۸۱0۷ 2 ع 2 آن‌گاه × 6 ۶ و ۲ 6 om f(x)‏ × € ۰ (9)2 = (2). 
پس ۲ € (9)2 و در نتیجه ( ۲/۲۷ 697 2. بنابراین 


XN FY) ) 9 (Y) 
و ازاين رو تساوی برفرار است.‎ 
فرار دهید:‎ 8 CA برای هر‎ ۲ 

Ag = ۸ 9) - f(E)) 
ای یا و زرد جاک‎ 


Ay - ] \{Ag: Ag > E) 


۹۹ 


حل تمرین‌های فصل ۱۰ 


حال فرار می دهیم By = B - By «By = f(A)‏ و (8)و = -Ay‏ دراین صورت کافی 
است نشان دهیم ۰۱ - ۸ = Ay‏ (جرا؟). برای این منظور ابتدا نشان می‌دهیم: 


] | | ! 1 ! | 


Aa, = Ay 


برای هر CA‏ 7 با ویژگی CE‏ 4 نتایج زیر برقرارند: 


بنابراین» 


Aa, Cf |)4« : Ar > E} = A, 


‘Ag, C A, C A حال» جون‎ 


۸۱ = f {Az : Ag C E} C Aa, 


Hou | | اا‎ 


بس AA, — Ay‏ حال داریم: 


۴. ب) میدانیم ۸ > SY)‏ و بنا بر مستله ۰۴۰۰۱۰ SEM) CY‏ پس 


۶) (Y)) C F(A NY 


Sey‏ اگر f(a) € F(A)NY‏ آن‌گاه ۲ € F(a)‏ و در نتیجه (۲) ٣‏ € ». پس 
-F(@) € ۶)7) ((‏ بنابراین (( )۶)۴7 > 0۷ (7)۸ و درنتیجه تساوی برقراراست. 


۵ الف) لزوماً درست نیست. مثال زیر را درنظر بگیرید: 


۵۰۰ مبانی ریاضیات 


(A) = {0} = ۶)8( ولی‎ ۸ CB داریم‎ 8 = {a,0} و‎ A= {a} برای‎ 

ب) لزوما درست نیست. در مثال قسمت «الف» قرار دهید {w}‏ = 2 و .E = {u,w}‏ 
مشاهده می کنیم DC E‏ ولی F~\(D) = {eo} = FOE)‏ 

پ) درست است. زیرا با توجه به قضیه ۳۹۰۱۰ «پ» = Fr\(D) ۸ FOB)‏ 


f(D ( = ۶-۱)0(‏ به علاوه روشن است که 0 = )$700 


۱ الف) از آن‌جا که برای هر 7 € › ‘Aa © User Aa‏ داریم (f(Aa) © f(Uaer Aa)‏ 
در نتیجه Aa)‏ رع,()7 © User f(Aa)‏ برعکس اکر f(z) € f(Uaer Aa)‏ به طوری که 
Aa‏ ملاع ot‏ آن‌گاه 7 € 30 به طوری که ۸۰ € 2. در نتیجه F(z) € F(Aa)‏ از این ری 
User f(A)‏ € (۶)2. بنابراین (4) 7 f(Uaer Aa) € User‏ و در نتبجه تساوی برقرار 
است. 

پ) از آن‌جا که sly‏ هر 1 € ۰۵ f7 (Ba) © f (Uager Ba) ‘Ba © User Ba‏ (چرا؟) 
و در نتیجه Ba)‏ یل) © User ۶ (Ba)‏ برعکس این رابطه نیز درست است. زیرا 


z E f—\(Uaer Ba) => f(z) € ریملا‎ Ba => Ja € 1, f(z) € Ba 
= 30 61,2 6 f (Ba) 
= 26 User f7 \(Ba) 


ت) کافی است توجه کنیم که 


zE f ‘(Neer Ba) => f(z) € Maer Ba => f(z) € Ba, Va € I 
<=> مه‎ f7 (Ba), Vael eez € (aer (Ba) 


AY‏ مسئّله را با استفرا روی ۸ ثابت می‌کنیم. برای ۱ = ok‏ داریم: 


for = fa= [+  < + ۲٩+ fr 
= +ب]‎ ۲ < f+ (f+ f) = ۱+ ۲/۱ + ۱( = ۵ 
فرض کنیم؛ ر۵|۴۵-۱. دراین صورت چون‎ Ol fo و در نتبجه‎ 
Fox fox-\ + 1۵-۲ 


for-v + for-v + for-y = ۵-۳ + ۲۵-۲ 
for_r + V(for—e + fox-v) 

Vfow-v + ۲۵۸-۴ 

Y(for—o + ۵-۴( + ۲۵۸-۴ 

۳۵)-۱( + ۵۵۷-۴ 


MIH | | || ا|‎ 


حل تمرین‌های فصل ۱۰ \ Qo‏ 
نتبجه می‌گبریم Olfor‏ (چرا؟). 

۸ رابطه Ky‏ انعکاسی است. زیرا برای هر ۸ -F(a) = f) aE‏ چون f(a) = f(b)‏ 
به معنی f(b) = fa)‏ است. ۴۶ منقارن است. اگر F(a) = f(b)‏ و ۶6۵ = f(b)‏ آنگا 


f(c)‏ :0( . در ننیجه ۶ متعدی نیز هست. Ky ow‏ ا 4 انیت . به 
علاوه» برای هر ۸ € » رده هم‌ارزی ه تحت Ky‏ برابر است با 


[ajk, = {2EA: f(z) = f(a)} 
= {xe€A:zref-‘({f(a)})} 
= f-~'({F(a)}) 
در نيجه‎ 
A/Ky {f '({f(a)}) :a€ A} 


اا ۱ 


{f ۱)0( : € Imf} 
0 €٤ ۸ ج ۸ : ]و هر‎ R است. زیرا برای هر‎ wl Sal > رابطه‎ . ۹ 


39(a) > f(a) و اگر‎ : AAR رابطه > پادمتقارن است. زیرا برای‎ f(a) > f(a) 


A) f(a) > g(a)‏ € ۷) آن‌گاه (Va A) f(a) = g(a)‏ و در نتبجه و = ۶. متعدی بودن 
ابن رابطه از وبژگی تعدی > روی ۸ نتبجه می‌شود (جطور؟). 


Le‏ لزوماً درست نیست. مثال زیر را در نظر بگیرید. 
f : {a,b} — {1,۲} g: {a,c} — 1۲,۳(‏ 
۲ = (9)0 و ۳ = (9)۳ ۱ = f(a) = f(b)‏ 


مشاهده می‌کنیم که 
f Ug = {(a, ۱(, (6%), (a, ۲(,)6,۲([‏ 


و چون ۲ ۶ ۱ و (۱ ,6 (۲ ,ه) در ولا f‏ هستند. ولا ] تابع نیست. 
وا درست تیک هیال رب دا pelea:‏ 


f : {a,b,c} — {1} و‎ {a,b} — )۱, ۲,۲[ 
f(a) = f(b) = f(c) = ۱ )0( < ۲ و‎ f(a) = 
مشاهده می‌کنيم که‎ 
f ۲9 = {(a, 1)} 


Caos {abe} ۸ {a,b} = a,b} که تابعی با دامنه‎ 


۰ مبانی ریاضیات 


۱ الف) در حالت کلی» [A]‏ و |8| لزوماً رابطه‌ای ندارند. در واقع هر یک از حالت‌های 
[A| > |8| 2 = ۳‏ و [Bl‏ > |۸| امکانبدیر است. : 
ب) از آن‌جا که / تابع است, متناظر با هر ۸ a‏ دقبقا یک در برد / وجود دارد. ولی 
هر عضو برد ممکن است نگارهٌ بیش از یک عضو A‏ باشد. در نتیجه |(۶)۸| > JA]‏ 


حل تمرین‌های فصل ۱۱ 


f ۱‏ هوو fog‏ توابعی از RAR‏ هستند با ضابطه‌های زیر 
f)(x) = 9(f(x)) = cot(f(z)) = cot(¥2" + 1)‏ ه و) 
(f og)(x) = f(g(z)) = f(cotx) = cota + \‏ 


ebgof:Rt—Rt ۲‏ همانی روی ۸ است: زیرا 
f)(x) = g(f(z)) = g(log,.r) = ۱۵ EE eae‏ ۰ و) (Vz > Rt)‏ 
همچنین» ۴ ج fog: 8R‏ تأبع همانی روی ۸ است. زیرا 


(Vz ER) (fog)(z) = f(g(z)) = logy.g(x) = logy.(\o") =a 


۵. دامنه و همدامنه ۾ و ل © fla‏ مجموعة N‏ أست. علاوه بر این برای هر EN‏ 2 داریم: 


pto(10(2)) = tab) = (zb)a 
(ba) = 2(ab) = (ه) وت‎ 


Ha © ول‎ = Had بنابراین‎ 


(Ha o fb) (x) 


۷ +۸4 و ۰2۵ ۸4 به روشنی دارای دامنه و همدامنه یکسانند. به cope‏ برای هر EN‏ 1 


داریم: 
(Aa o 2۵()2( 2 )۸۵)۵((‏ 
a(x + b)‏ 
(z +b) +a‏ 
z + (b + a)‏ 
z+ (a +b)‏ 
Aa+o(2)‏ 


۸ همتای فضیه ۲ فرض کنیم برای هر 61 » :4 ج fi X‏ تابع باشد. دراین 
صورت lb‏ منحصر به فرد :4 [Tie‏ — × : ] وجود دارد به طوری که برای هر 7 € ن 


| !ا‎ | | |۱ il 


whol, مبانی‎ 0۰ 


اتبات: تابع [Tes Ai‏ — × : را به صورت زیر تعریف می‌کنیم: برای هر DEX‏ 
F(z) > Mier Ai‏ را تابع زیر تعریف می‌کنیم : 
f )z( : 1 — User Ai‏ 
f(#)() = f(z) (Wie 1)‏ 
دراین صورت برای هر [ > ¡ و هر × € 2 داریم: 


(pio f)(z) = pi(f(z)) = F(z)(t) = f(z) 


و در نتبحه pio f = fi‏ 
به علاوه؛ تابع ] با ویژگی بالا منحصر به فرد است. زیراء اگر :4 رے,[] جک × : و نیز 
تابعی باشد به طوری که fi‏ = و ه :7 J)‏ € ۷) آن‌گاه برای هر × € ت داریم: 


f(z)(i) = f(z) = (pi o 9)(z) = ((2)و)یم‎ = g(z)() (Vi 6 J) 
. = بنابراین و‎ -f(2)  9)2( در نتیجه‎ 


û € 7‏ نم ه ٥ f = f:‏ سل یعنی مربع 


IA: —> A; 
لا‎ {fi 
I4 بت‎ 44 


اثبات: همتای anes‏ ۱۳۰۱۱ را برای خانواده (7 € : : {Ab‏ و به ازای :۸ رے,[] = × و 
a!‏ جنک :4 25 A‏ ] ] < 16 : بو هب 
134 
کار ريد درا هوت تابع منحصر به فرد حاصل تابع مورد نظر 


.٩‏ همتای قضیه ۱۸.۱۱: فرض کنیم برای هر 7 € » ۲۷ ج ۸ : بو تابع باشد 
و برای هر :۸ Nye‏ > @ (٭)زو = (V7 €٤ 7( gil)‏ در این صورت تابع منحصر به 
فردی حون ۷ ج Ai‏ یلا : و وجود دارد به طوری که زو = زةه و (1 € (Vj‏ که در آن 


حل تمرین‌های فصل ۱۱ ۵۵ 
Use, Ai‏ ج رز : رة تابع شمولی ا 


همنای مسئله 2-۱۱۰۱ فرض کنیم برای هر GET‏ ۷ چ نھ : :و تابع باشد و تابع 
Ji : A; — Lier Ai‏ صورت (2,۶) = (3:)2 تعربف شود. در این صورت تابع منحصر به 
فرد ۷ ج :۸ ics‏ : و وجود دارد به طوری که :و = به و (WiET)‏ 


همتای قضیه ۲ فرض کنیم برای هر € » 4 ج :4 : :و تابع باشد. دراین 
صورت تابع منحصر به فرد Lier Ai‏ ج :۸ Lier‏ : و وجود دارد به طوری که برای هر 
ع ۶ :و ه بر = زژه و که در Ai — Le Ai ol‏ : :ز و :۸ ][ ج ۸ aegis‏ صورت 
)2,2( = (2):ژ و )2 Fi )( = (ys‏ تعریف می‌شوند. 


حل تمرین‌های فصل ۱۳ 


۱ الف) 
(ع ۰ : ۱ + ۲۲ 
{y:yER,y>\}‏ 
زیرا برای ۴ ع  ٥‏ < 2۲ و درنتیجه ۱ < ۲+۱:. همچنین اگر ER‏ س وا < ب آن‌گاه 
R‏ > 32 به طوری که ۱+ 2 - رز و ه > 2. پس Vz‏ = ت جنان است که yor'+\‏ 


F(R) 


gQ(R)={z+V¥irER}=R (جرا؟)‎ 
ب)‎ 
f(g), \}) 
1» ER: g(f(x)) € [-\, \}} 


€ 
{cE R:2'+Ye[-\, \}} 
0 


ee Eg” ‘{[-\, \}} 


اا | | | 


.2۲ + ۳ < ۳ cr eR برای هر‎ ly 


۲ الف) برای گان هریک از سه عضو ۸ دو انتخاب داریم. پس ۸ تابع از ۸ به 8 وجود 


دار که ier‏ رت 
۲ \ 9 3 
fr(z) | ۰ 0 ۵‏ 
۲ 9 
d‏ 


\ 
f(z) | bb 
17 5 ۱ ۲ x 0 ۱ ۲ 
f(z) | a 6 a fy(z) | 0 ab 
هر‎ ۱ ca OS CO SF Se cl E BSF UY 
F(t) = -۳ در *1 یافت نمی‌شود به طوری که‎ ot ولی‎ -۳ € ۸ idle پوششی نبست. برای‎ 
زیر‎ 
۴ ۳۲-۳۲ = r= م‎ ۵ 
=٣ => امکان ندارد ات اه‎ 
۴-۵ = -۳ => ۵ < ۷ جح‎ » < + 7-1 


۵۰۸ مبانی ریاضیات 


در واقع mf = [-Y,00)‏ توجه AGS‏ که شرط لازم برای یک به یک بودن یک تابع 
جندضابطه‌ای این است که همه ضابطه‌های آن یک به یک باشند و شرط لازم و کافی برای 
پوشاً بودن یک تابع جندضابطه‌ای این است که اجتماع بردهای متناظر با هر ضابطه برابر با 


همدامنه شود. 


¥ ب) یک به یک col‏ زیرا اگر —y‏ = 2- آن‌گاه wey‏ پوشاست» زیرا هر 7 € ل به 
صورت (۷-)- است که 7 € ۷-. 


دوسویی‌اند: 
اهر ar‏ 
| ۱ — 2 
CZ‏ هاگره ۱ )= 
a‏ در غیر این صورت 7 
پ) توابع زیر را در نظر بگیرید: 
k n=Yk+\,kEN‏ ۲ 5 
a e f(n) =4 ۷ n=Yk,kEN‏ 
۱ در pe‏ این صورت n—\‏ 


۲ تاره رات Geel‏ | ۱-۱۱ در نتبجه و پوشا نیست. همجنین و یک به یک 
نیشن زرا مالا cost = cos(—m)‏ اگر جه  -‏ 7۲. 

کا کاو ۸ راتو اس با ی اف ê2‏ ر به صورت ۱ - "± است که در آن 
۱ ۷۷ < :. درنتیجه ۸ پوشاست. همچنین ۸ بک به یک است. زیرا اگر 


0 < ۱ - 2 ان باه ج eee‏ تیه ay Sy‏ 


۸ فرض کنید FC)‏ = (77۱)8. دراین صورت (She) FU MBY) = FETC)‏ 
ولی با نوجه به پوشا بودن of‏ بنابر مسئله ۱۷۰۱۲ داریم FIT B))‏ = 8 و 
C= ۶)7 )0((‏ در نتیجه B=C‏ 
مثال زیر نشان می‌دهد که اگر f‏ پوشا نباشد حکم فوق لزوماً درست نیست. 


f: {a,b,c} بت‎ ۱, ۲,۳( 
f(a) =1 , f(b) < ۶)6( =1 


فرار دهید (۲] = 8 و (۲,۳) C=‏ دراین صورت BEC‏ گرچه = {bc}‏ = (7-۱)8 
IO)‏ 


حل تمرین‌های فصل ۱۲ ۵۹ 


ه ۱ . چون هر عضو همدامنة یک تابع یک به یک حداکثر یک پیشنگاره دارد. در تعریف 
تابح یک به یک از (۸ ,۲,۰۰۰ ,۱) = ۸ به (۲,۰۰۰,۱۰ ,۱) = 8 برای تعریف نگاره ۱» ده 
انتخاب داریم و پس از CL al‏ آن برای تعریف نکاره ۲ نه انتخاب خواهیم داشت و با ادامه 
این روند مشاهده می‌کنیم برای انتخاب نکاره cA‏ سه انتخاب داریم. در نتیجه تعداد توابع یک 
به یک از A‏ به 8 ply‏ است با 


Vox Vx Axe kf 


۱ فرض کنید (مرت,.2:,۰۰) = × و {yy tn}‏ = ۲ دراین صورت مشابه تمرین 
۲ برای تعربف یک تابع یک به یک از × به ۲ برای نگارة ivy‏ ۸ انتخاب برای نگارة 
zy‏ (پس از انتخاب 0,18 ,62 ۱ - ۰ انتخاب و با ادامه این روند برای انتخاب نگاره (Dm‏ 
(m - \)‏ - 2 انتخاب داریم. پس تعداد aly‏ یک به یک از به ۲ برابر است با 


nx (n — ۱) x... x (n —m + \) 


که همان تیم است. 


YY‏ الف) فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای « عضوی و 8 مجموعه‌ای m‏ عضوی باشد. حکم 
«الف» را با استقرا روی calm‏ می‌کنیم. اگر ۱ = تنها یک تابع از 4 به 8 وجود دارد که 
به روشنی پوشا نیز هست؛ ولی 


| ۱۳:۵ ۱(:2 )من 


حال فرض کنیم حکم برای هر مجموعه با کم‌تر از m‏ عضو برفرار باشد. با توجه به مسئلة 
۰ تعداد توابع از ۸ به 8 برابر است با om”‏ پس برای به دست آوردن تعداد توابع 
پوشای از A‏ به 8 باید تعداد توابع غیرپوشای از 4 به B‏ را از 7۴ کم کنیم. ولی هر تابح 
غیرپوشای از Ba A‏ تابعی پوضا از ۸ به زیرمجموعه‌ای از B‏ است. بنا به فرض استقرا؛ به 
ازای m‏ > . تعداد توابع پوشای از A‏ به یک زیرمجموعد k‏ عضوی ۶ برابر است با on(k)‏ 
ولی تعداد زیرمجموعه‌های ۸ عضوی 8 برابر است با )2( پس تعداد توابع clog ne‏ از ۸ 
به 8 که نگاره‌شان ۸ عضوی است برابر است با (٭) 0( ). بنابراین تعداد توابع غیرپوشای از 
4 به 8 برابر است با 
(T)on(Y) + (FT Jon(T) +۰۰۰ + (e)on(k)‏ 
در نتیجه تعداد توابع clay‏ از ۸ به 8 برابراست با 


7۲ - ۱ 


m” — )را‎ )on(k) 


k=\ 


۰ ۵۱ مبانی ریاضیات 


ب) فرض کنیم ۰ > ۰7 ابندا تعداد توابع غیرپوشا از یک مجموعه 7 عضوی چون ۸ به 
یک m eye‏ عضوی چون 8 را محاسبه می‌کنيم. تعداد توابعی که از ۸ به 8 تعربف 
می‌شوند و حداقل یک عضو 8 در OSs‏ آن‌ها نیست برابر است با (۱ - «)(۳). تعداد 
توابعی که از A‏ به 8 تعریف می‌شوند و حداقل دو عضو 8 در نگارة آن‌ها نیست برابراست با 
.(P)(m - ۳‏ به طور مشابه؛ برای هر ۱ - 7 > ۸ > ۱ تعداد توابعی که از ۸ به 7 تعریف 
می‌شوند و حداقل # عضو 2 درنگارهُ آن‌ها نیست برابراست با bY”‏ - ۳()۳۰). ولی مجموعه 
نوابعی که حداقل یک عضو 8 در نگارة آن‌ها نیست» مجموعه توابعی را که حداقل (lass)‏ دو 
عضو B‏ در نگارة آن‌ها نیست. شامل می‌شود. به طور مشابه برای هر ۰-۱ > ۶ > ۲ > ۰۱ 
ضوع ام که GOL tepals E Mild‏ 
عضو 8 در 21% آن‌ها نیست. شامل می‌شود. بنابراین تعداد توابع پوشای از A‏ به 8 برابر 


m" — ((R)(m = 1)” = ((F)(m = ¥)" = (POM = TY AVM) 
= Rel Ene)" 
با توجه به فضیه ۰۱۲.۱۲ از این‌که ۸۵7 و ۸و یک به یک هستند. نتیجه می‌گیریم‎ ۳ 


پنابراین 7 دوسویی است. در نتبجه 

hg = )9 (۲‏ 
که ترکیب دو تابع یک به یک است. تابعی یک به پک است. بنابراین و نیز یک به یک 
تا هنن 

hg = f (fhg) 


که ترکیب دو تابع پوشاست, تابعی پوشاست. بنابراین ۸ پوشا نیز هست. در نتیجه ۸ دوسویی 
است . حال از آن‌جا که 


GA)‏ ۲ < و 


حل تمرین‌های فصل ۱۳ 


۱ ب) ۶-۱ تابعی از 8 به ٩R‏ با ضابطه "چ = (۱)2 7 است (She)‏ 


۳ ی ی‎ Gee a Behe 
((0)و) یا به عبارت دیگر « = "(()9). ولی برای هر عدد طبیعی « چنین ()9 ی‎ = « 
وجود ندارد‎ 2 EN نی وب مرج کل تست به عنوان مثال عدد‎ gat 
نمی‌تواند وارون راست داشته باشد. راه ساده‌تر حل مسئله‎ f به طوری که ۳ = 2۲. بنابراین‎ 
«ب» را به کارببرید.‎ ۰ ۱۳ aad این است که‎ 
ضابطه‎ Lh: NN ب) تابع‎ 

اگر « مربع کامل باشد h(n) ={ 1 Yn‏ 

در غیراین صورت 
به روشنی یک وارون چپ برای fF‏ است. حال اگر به one cle‏ ۰۱ هر عدد طبیعی دیگر را 
فرار دهیم تابع دیگری روی ‏ به دست می آوریم که آن نیز وارون چپ ۶ است. 


۵. برای هر R‏ € 2 داریم: 


ES 0۷ = V+ Fz 
F(9(2)) = ۱- )9)2(( ۱- ۴۰۱/۱4۰۱۷ ۱+ f21) 


همچنین برای ھر R‏ € ت داریم: 


= AG ا ت‎ hs خ‎ ٩ 
O) = رب‎ TE 
دراین صورت‎ f(t) t!) فرض کنیم‎ J 


ene = (+ \)' 
(Yt + ۱(۲ = )۲۸ + ۱۲ 


باخل این دستگاه f coal le Pat ty So eee Vales‏ یک به یک است. تابع 
RR‏ + ۲ : ہا تعربف 


۵۱۲ مبانی ریاضیات 
بک وارون چپ برای ؟ است. در واقع؛ چون می خواهیم (L(t) = ٤‏ یعنی 
h(t +۱1)", (t+ ۱(۲( =1‏ 


با فرار دادن '(۱ + ) = »و ۱(۲ +۲۸) = ر وبه دست آوردن ٤‏ بر حسب :یا ل نتیجه 
می گیریم هر یک از ضابطه‌های 


)z,y( بح‎ —) — fz 
(2,y) مه‎ 4 


چ مہہ (,ه) 
نیز یک وارون چپ برای ‏ به دست می‌دهد. 


LY‏ دوسویی بودن ۸۰۰7 در تمرین ۱۳ فصل ۱۲ COU‏ شده است. در واقع» چون 
f ۲ = hg chgf = 0‏ و جون و0 = f۸ ifhg‏ = ۲ "و و جون gf «gfh = ide‏ = ۱ 7 . 


al A‏ 5 بت 7: ۸ را به صورت 
اگر 0 + nit) ={ z f(t)‏ 
در غیر این صورت .ه 
تعریف کنید. که در آن ± عضوی انتخاب شده از اعضای ()۲ "7 است و .۰ عضو ثابتی 
از 5 است. 7 خوشتعریف است (چرا؟). به علاوه, برای هر 5 € 2» با توجه به تعریف ‏ 
hf (2) = f(2)‏ (چطور؟). 


الف)  : ST ab‏ را با 0 # 5 در نظر بگیرید. با توجه به حکم فوق» تابعی چون 
5 + ۸:7 وجود دارد به طوری که ۶ = ۸؟. حال اگر تابع Saf‏ به یک باشد» نتیجه 


می‌گیریم hf = ids‏ (چطور؟) ؛یعنی f‏ وارون چپ دارد. برعکس»اگر ۶ وارون St‏ چون 9 
داشته باشد» داریم Of = ids‏ و در نتبجه 


f(x) = f(2') => gf (2) = ج ( )و‎ z= e 
. را در نظر بگیرید. می‌توان فرض کرد که 0 # 5 (جرا؟)‎ ] : 5 ST ب) تابع پوشای‎ 
f حال اگر‎ hf = f وجود دارد به طوری که‎ ۸ TS بنا به حکم فوق» تابعی چون‎ 
در نثیجه‎ f(v) =٤ به طوری که‎ 32 ES » € 7 پوشا باشد» برای هر‎ 


fh(t) = fh(f(z)) = f(z) =t 


حل تمرین‌های فصل ۱۳ ۳ 
یعنی 7 = fh‏ و در نتبجه f‏ وارون راست دارد. توغکسینه کر TF‏ ارون رش چون و داشته 
باشد آن‌گاه برای هر 5 € ۰5 7 ع g(x)‏ جنان است که 


1)9)2(( < 2 


٩‏ فرض Kis f : 4 Band‏ دارای یک وارون راست چون ۸ ج 8 : و باشد. 
چون 7 وارون راست دارد؛ ] پوشاست (چرا؟). به f coe‏ یک به یک است. فرض کنیم 
f(a) = f(a’) =‏ ولی # و a‏ دراین صورت» چون f9(b) = ۵ LG‏ )(9 می‌تواند هر یک 
از » پا ba’‏ عضو دیگری باشد که al‏ آن تحت f‏ برابر با ا است. پس حداقل دو تعریف 
برای و وجود دارد. این متناقض با منحصر به فردی ‏ است. در نتیجه ‏ یک به یک است. 


بنابراین» f‏ دوسویی ات 


حل تمرین‌های فصل ۱۳ 


۳ فرض کنید log  : × —Y‏ باشد و ۰ = |X]‏ هر عضو EX‏ دقیقا یک نگاره در 
۲ دارد. در نتیجه موه برد of‏ حداکثر n‏ عضو دارد. Sy‏ برد f‏ همان ۷ است. پس ۲ 
حداکثر 7 عضو دارد. 


We‏ داریم (۱ ,0( بح R‏ (جرا؟). حال فرض .R۴ ~ (0,1) gk > ۱ AS‏ در این صورت 
RAT) ~ RA x 1 (0, \) x (0, ۱(‏ (جرا؟). ولی (۱ ,ه) < )0,1( x‏ (۱ ,ه) زیرا تأبع 
FCs ۱۳۶۱۵ (654)‏ 


f(eyayayay >, o/b bby...) = oyaybyaybyayby --- 


یک به یک هستند (قضبه شرودر- برنشتاین را به کار ببرید). در نيجه R‘+) ~ ),١(‏ بس 


بنا به استقرا برای هر ۱ R°~(0,\)  <‏ 
۴ باتوجه به تمرین ۲ برای هر ۱ .R” < )۰,۱( n>‏ ولی R‏ < (۱ ,۰). بنابراین؛ برای 
هر ۱ < » ۲ < 3۳ و در نتبجه بنا بر قضیه 0.1۴« 
RR" ~ RR‏ 
از طرف دیگن با استفاده از یکریختی R~ )۰, VEN‏ نتیجه می‌گیریم: 


Re اا‎ 


۵۱٦‏ مبانی ریاضیات 


پس برای اثبات حکم. کافی است نشان دھیم ‏ « RYN‏ زیرا از این (eK‏ نتیجه 
x fo, \JNxR~ RR~ RR‏ شزا fo,‏ 
ولی؛ با توجه به اين‌که Rx )1[ × R € N × R‏ تابعی یک به یک از N × 8 aR‏ په 


R. به‎ N x R تابعی یک به یک از‎ »N × R € R x R > R چون‎ sprit دست می آید.‎ 


وجود دار پس بنا بر فضیه شرودں برنشتاین؛ 16 > .N x AR‏ 


oa E ee ee eee 
تابعی یک به یک است.‎ 
ب) از فضیه ۲۱.۱۴ «الف» نتبجه می‌شود. در واقع » یکریختی مورد نظر تابع‎ 
f: X7 x X^ بت‎ ۶ 
f(t, tm), (Yi, o Ym) = (By Br yn) 


اشامت 


ب) را فصو رت 
نت از رو )0 
3308 ان 


۱ >> اگر‎ 
(E, 


ت) فضیه ۲۱.۱۳ «الف» را به کار ببرید و ازاين واقعیت استفاده کنید که 
(حرا؟) ۷ < ۷ !1 (۸ ,۲,۰۰۰ ,۲۱ 


ث) ابتدا نشان دهید (NUN YN‏ سپس قضیه ۴ «الف» را به کار ببرید. 
ج) تابع × ج 4 : #رابه صورت ‏ = h(a)‏ تعریف کنید. که برای تابع 
AX‏ :» در 264 تابع BOX‏ : ۸ به صورت 


حل تمرین‌های فصل ۱۴ aay‏ 
_f a(b) .bEA SI‏ 
اگر ۸ € 9 a(b) ={ zr,‏ 
تعریف می‌شود که در آن .2 عضوی از X‏ است. (توجه کید که اگر X =O‏ آن‌گاه 
0 = ۶× = 4 و ۸ را می‌توان تابع همانی گرفت.) 


1 بنا به قضیه VE‏ و اه 1۸.۱1۴ coy‏ یکریختی 1 ~ P(N)‏ ~ × را داریم. از 
طرف دیگر CR‏ )0,1( و بنا به مسئله ۱۸۰۱۴ «ب» ۸ < (۱ ,۰). حال نگارۂ (۱ ,0( تحت 


یکریختی فوق زیرمجموعه‌ای سره از × است که با × یکریخت است (جرا؟). 


ay‏ تابع Ag) — leer Ag‏ ,رعو][) × A a)‏ ,رع ]]) : مرا به صورت 
و لا [ = (9,)م 
تعریف می‌کنیم. چون 0 = ۱۲ و 1 = UL‏ ولا f‏ تابعی از به oer Ae‏ است. 
تابع م دوسویی است و یکریختی مورد نظر را به دست می دهد: 
=A)‏ (,۱,راطاص , م4 رعم[[ (fUg= f'Ug == f=f&g= 9) Whe‏ 


۸ الف) برای هر f € (Maer 4a) ٩ Maer Ba)‏ و هر 67 e‏ داریم f(a) € ۸۸ ۸ Ba‏ و 
در نتیجه ١ Ba)‏ ۸۰)رع,[ [ € -f‏ بنابراین › 


(T] ۸۰( ۰ )[] Ba) ع‎ [] (Ae 0 Ba) 


0 0۰ acl 


9 € [ [ )رب‎ 8 Ba) برای هر‎ Ue Aa N ê Ba . User (Aa ۳۱ Ba) aS و از آن‌جا‎ 
پس‎ 9(2) € User Aa ١ رعلا‎ Ba و در نتبجه‎ 9)0( € User (Aa ۲۱ Ba) داریم‎ acl, 
(جرا؟). بنابراین‎ 9 € Meer Bo و‎ € ee. 


TIKA. Ba) € (TT 40) (TT Ba) 


0 al 0 


ب) تأبع Ba)‏ لا مش) یم ] [ — Ba)‏ رعم[[) لا Aa)‏ رعم[]) : ص با تعریف 
elf) = f‏ 


نکی به یه ست (توجه کنید که برای هر تابع f‏ در دامنه م و 61 a‏ ظ fla) € AgU‏ 
و در نتیجه Ba)‏ لا mf € User (Aa‏ . بنابراین» Ba)‏ رعم[[) لا Aa)‏ رعم][) با Ime‏ که 


OVA‏ مبانی ریاضیات 


زیرمجموعه‌ای از U Ba)‏ )رع [ [ owl‏ پکریخت ۳ 


۰ فرض کنبد a(S) = {a.}‏ - 5 و {b.}‏ = (8)5 - . ابتدا توجه کنید که چون 
و کار کوت 6 دفیفا دو عضو از و وجرد Lb‏ که تحت ۵ به Sy‏ عضو 
5 نگاشتة می‌شوند. فرض کنیم ay‏ و lay‏ دو عضو باشند و a(ay)‏ = ۶ = (۵)6۱. 
چون» ۱ - 7 = |(۰|2)5 حکم مشابهی در مورد 2 برقرار است. فرض کنیم Foy ES‏ ۱ و 
.4(b)) = » = 8)0:(‏ حال ab‏ و ج 5 : و را به صورت 


by way Sl 
by it = اگر ېه‎ 
ate) ={ ay n= by اگر‎ 
ay اکر ۲ط = و‎ 


در غیراین صورت» 2 

تعریف می‌کنیم. و» خوشتعریف و به روشنی دوسویی است. سپس با استفاده از این واقعیت که 
تابع {b.,a}‏ - 5 ج {b,, by}‏ - 5 : 2 حاصل از 8 دوسوبی است, تابع وب و : را به 
صورت زیر تعربف می‌کنیم : 

Qa, c= 9. اگر‎ 

اگر ه = ت h(a) ={ b‏ 

در we‏ این صورت» (:)' 9۸7 
تابح یک به یک است. زیرا با توجه به انتخاب به و ۲ [,ه)-و|۵ و als—fay}‏ یک به 
یک است. پس پا توجه به تعریف و و دوسویی بودن آن»› ,0 s-‏ ا9 یک به یک است. از 
طرفی» جون ۱ 7 تابعی یک به تک (ag) ۲ O‏ روی {b,,a}‏ - و یی به یک است. 
بنابراین h‏ روی {b,, a}‏ - 5 یک به یک است. همجنین با توجه به تعربف ch‏ برای 
h(x) =O. ROE = bar U0‏ رخ نمی‌دهند (جرا؟). پس؛ ۸ تابعی یک به یک و در 
می‌دهیم fag‏ = 8. داریم: 


fag(b\) = fa(a,) = f(b) =a = B(by) 
داریم‎ x + by, by همجنین برای‎ . fag(by) = (by) و به طور مشابه»‎ 


fag(x) = )وه‎ ۱8)2(( = f(ag8™ ۱)۵)8((( = B(x) 


حل تمرین‌های فصل ۱۴ ۵۹ 


۱ رای هر روح مرنب چون (a),dy)‏ = ۶ عضو Ay‏ × 4۱ به سادگی تابع 
fe ۲۱, ۲( — ۸ 4,‏ را با تعریف ayy ])۱( = ay‏ = (۲)ءر به دست می‌آوریم. 
همچنین برای هر تابع چون Ay‏ ۸۱۱ + (۱,۲) : با این وبژگی که Ay‏ € (1)۱ و 
F(T) € Ay‏ زوج مرنب ((۲)۱(,۶)۲) = × را به دست می آوریم. بنابراین؛ تناظرهای 
fr‏ مد 2 و ره جہ f‏ توابعی از x Ay‏ ۸۱ به ۶ و بالعکس به دست می‌دهند. حال» کافی است 
نشان دهید این توبع وارون یکدیگرند. 


۲ برای اثبات این‌که fe‏ و *ر دوسویی‌اند؛ با توجه به قضبه ۰۱۲.۱۳ کافی است 
نشان دهیم این توابع قارف pds Sx‏ برای هر ۸ > ۲ بنا بر مسئله ۱۱.۱۲ «ث» 
داریم ff. (X) =X giana FFX) =X‏ همجنین بنا بر مسئله ۱۷.۰۱۲ Cy‏ 
برای هر ۶ > ۷ داریم ¥= ((۷) ۴)۶ بعنی ۷۲ = FRY)‏ پس .7 و "۶ وارون یکدیگرند. 


حل تمرین‌های فصل ۱۵ 


۱ یکریختی 5 ج /(1 × 5) : 7 به صورت 
F(f (8) =s‏ 


تعربف می‌شود که کو .s € Imf‏ ولی 
E'S TE =5)‏ ( 10 
{(s,t):te€T}‏ 
{s} x T‏ 


س 


}3 ع ۰ : (ه) 17 
S}‏ ع و : 7 {{s}x‏ 


بنابراین؛ F‏ در وافع یکریختی طبیعی زیر است : 


iil eT Se SS 
{s}xT~ و‎ 


(Sx T)/f 


| |! 


(all ۲‏ با توجه به تعریف Ky‏ داریم: 


(m,n)Ky(m',n') چم‎ f(m,n) = f(m',n’) 
4+ m—-n=m = n 
<= m+n'=m +n 
ب) تمرین ۲ فصل ۸ را ببینید.‎ 
ولی برای هر‎ Amf = 2 پ) با توجه به قضبه اساسی تابع. کافی است نشان دهیم‎ 
Imf = 2 صدق می کنند و در نتیجه‎ )7,7( =k "و ۱ =" در نساوی‎ = +۷۱۷ 7 


۳. ب) f : × 3 Q ab‏ را با تعریف 2 = f(m,n)‏ در نظر بگیرید. نشان دهید ~= Ky‏ 
به cog he‏ توجه AGS‏ که f‏ بوشاست. در نتبجه. بنا به قضیه اساسی توابع؛ ‏ > (X/~)‏ 


۵. الف) رابطه 7 انعکاسی است. زیرا برای هر × € ۰2 ۷ € (۶)2. حال از آن‌جا که E‏ 
انعکاسی است. (7)2(7)2 بعنی 2 به طور مشابه ویژگی‌های نفارنی و تعدی 7 از 
ب) 


ry Kfar سس‎ flay) = f(xy) = f(z) )Ef (xy) (Sh >) 
=> Gy بو‎ 


Ky CE! در نتبجه‎ 


abut, 1‏ '۸ انعکاسی است. زیرا برای هر ۷ € و × ع 32 به طوری که ل = f(z)‏ و جون 
۸ انعکاسی است»› eRe‏ در نتیجه yR’y‏ ۲ متقارن است. زیرا اگر ۱۷۷۲ =F (ty)‏ ہل 
و vy = f(r)‏ آن‌گاه ۲ حال چون R‏ متقارن اسٽ» ۱ يعنى f(xy) Rf (zy)‏ 
به عبارت دیگر yy Ry‏ رابطه 7 متعدی است. زیر اگ ۲ و ۷۳۲ ۰۷۷۲۲ yy = f(t)‏ 
yy = f(y)‏ و (۲)2۲ = yy‏ آن‌گاه ۴2۲ 2 و 112۲ 2۷. حال متعدی بودن R‏ رابطه yy Rl yy‏ 


به دست مي د هد . 


۷. با توجه به تمرین‌های ۵ و ۰٦‏ برای هر رابطه هم‌ارزی چون 7 روی SOY‏ رابطه 
هم‌ارزی چون "7 روی × وجود دارد به طوری که 7 > Ky‏ همچنین» برای هر رابطه 
هم‌ارزی چون ۸ با ویڑگی CR‏ ,15 یک رابطه هم‌ارزی چون Fl‏ روی ۲ وجود دارد. حال 
کافی است نشان دهیم تناظرهای فوق وارون یکدیگرند. ولی با توجه به تعریف آن‌ها: این 
مطلب هم روشن است (چرا؟). 


ab (all ۸‏ 2 ج 17 : م را به صورت A(z)‏ = ((2)])م تعریف کنید. توجه 
کنید که اگر f(a) = f(a’)‏ › بعنی gh(2')‏ = (۸)2و. آن‌گاه چون و یک به یک است: 
A(z’)‏ = (۸)2. بنابراین م خوشتعریف است. به علاوه. با توجه به تعریف م روشن است که 

ge =  نینچمه‎ pf =‏ زیرا برای هر € @  9)2( = f(z)‏ ((5)])مو. همجنین 
م یک به یک است زیرا برای × € "رت اگر A(x) = h(a’)‏ آن‌گاه gh(x) = gh(x')‏ یعنی 
(2) = (۶)2. م پوشا نیز هست» زیرا برای هر 7 € biz‏ توجه به پوشا بودن th‏ عضوی چون 
× € 2 وجود دارد به طوری که 2 = A(x)‏ به عبارت دیگر =z‏ ((2))ص. 

ب) تابع م با ویژگی بالا منحصر به فرد است. زیرا اگر 2 ج ]1۳ : # نیز یک 
تابع دوسویی با ویژگی‌های ۸ = 7 و ۶ = gd‏ باشد آن‌گاه برای هر EX‏ » داریم 
V(F(2)) = ۷ )2( = A(z)‏ و در نتیجه ب = ل 


w= f(z) € 1۳۴ ((ن)' )ب برای‎ = A(z) الف) تابع 2 ج 1/7 : مرا به صورت‎ .٩ 


حل تمرین‌های فصل ۱۵ Or‏ 


تعریف کنید. برای اثبات خوشتعریفی م» فرض کنید Fy) = FY)‏ که در آن Fle)‏ = و 
و f(z’)‏ = #. سپس نتبجه بگیرید flr’)‏ = (±) و A(z) = Ale")‏ را مانند قسمت «الف» 
تمرین A‏ به دست آورید. دوسویی بودن م مشابه دوسوپی بودن م در تمربن ۸ ابت می‌شود. 
به علاوہ» ۸ = ہم و (Sle) gp =f‏ 

ب) pare‏ به فردی م مشابه منحصر به فردی ۵ در تمرین A‏ به دست می silyl‏ 


۱۰ . برای تعریف ab‏ 5 ج 7: ۷» فرض کنیم 1 6 . جون 7 پوشاست» ٭ € 2 وجود 
دارد به طوری که t‏ = (7)2. حال تعریف می‌کنیم که 2 = Y(t)‏ برای اثبات خوشتعریف 
بودن بايد نشان دهیم برای هر ET‏ » (۷)1 منحصر به فرد است. یعنی اگر × € ت ,2 و 
x(x) = t = 7(2’)‏ آن‌گاه ("ع)م = (ع)م. داریم: 

(چرا؟) yz) =t=7(2') => (r, r) EK, => (t,t) EK,‏ 
ole"‏ = )2( = 
همچنین با توجه به تعریف ۷ داریم = by‏ برعکس اگر تابع # با ویژگی مب < ۷۷ وجود 
داشته باشد آن‌گاه Ky € Ky‏ (جرا؟). به علاوه. ۷ در صورت وجود منحصر به فرد است. 
در واقع اگر 5 ج ۲ : ۷ نیز تابعی با ویژگی م = ۷ باشد. آن‌گاه ۷۰ = ۷۲ و چون 7 
پوشاست» ۷۷ -- #۷ (She)‏ 


الف) یک به یک است اگر و تنها اگر برای هر  )2(‏ #و (2)+ = #در 7 


(b(t) = dt!) => t = 1'( => ج ))'7(2 = (ه)د >= (س)م = (ع)م)‎ Ky = Ky 


ب) # پوشاست اگر و تنها اگر برای هر 5 € ه. عضوی چون ۲ ٤ ٤‏ = (7)2 وجود داشته 
باشد به طوری که 5 = Slip(z) = o(t)‏ و تنها اگر برای هر 5 € . عضوی چون LEX‏ 
وجود داشته باشد به طوری که 5 = (2)م اگر و تنها اگر م پوشا باشد. اگر # پوشا باشد 
م = by‏ پوشاست زیرا y‏ پوشاست و ترکیب دو تابع پوشا تابعی پوشاست. برعکس اگر WY‏ 
یوش باشد» # نیز پوشاست (جرا؟). 


9 فرض aus‏ ۲ ب × : ]یک تابع است. در تمربن ۰۱۰ فرار دهبد WS = Imf‏ 
۶ = 7و 7 + X‏ : «را تابع طبیعی و Imf‏ ج × : م را تحدید تابع f‏ در نظر 
بگیرید. دراین ty ge‏ جون م5 Ky‏ (جرا؟): یک یکریخنی چون [٣f‏ ج 2/۶ : ۷ 
وجود دارد. بنا براین قضیه اساسی توابع حاصل می‌شود. تمرین Ve‏ را برای 1۳7 = 1 و 
GT‏ × : = ۲ (تحدید )f‏ و 7 =5 و ۸ = م به کارببرید و توجه کنید که Ky = Ky‏ 
دراین صورت تمرین ۸ حاصل می‌شود. تمرین ۱۰ را برای ؟/× TH‏ تابع طبیعی 


O۴‏ مبانی ریاضیات 


HT‏ × :و 2 < 5 و ۶ = م به کار ببرید و توجه کنبد که Ky = Ky‏ در این صورت 


VT‏ الف) به طور کلی حاصل‌ضرب دو تابع پوشاء پوشاست (مسئلة ۱۸.۱۲ را ببینید). 
ب) هسته هم‌ارزی ‏ × 7 زیرمجموعه‌ای از (X XY) x (X XY)‏ است و 


(ty), (@y,¥y)) E Kyxy > جع ارم(‎ (۵۲۱ 
=> 7(t)) =z), YW) = 7' (yr) 
سح‎ (zı, 2r) € Ky, (yy, yr) € Ky 


در واقع؛ اگر (X x ۷( x (X × Y) < )× × ×( × (Y XY) ey‏ حاصل از فضيهة 
۴ «ب» و «پ» را به کار ببریم به بکربختی Kay yy = Ky x Ky‏ دست می‌يابيم. 


RE‏ فرض کنید ۸ دوسوبی است. در این صورت 

الف) تابع ۶ پوشاست. lay‏ برای هر × > ت با در نظر گرفتن زوج مرتب ye)‏ ,#)» به ازای 
عضو ثابتی چون ۲ € ,ل و با توجه به پوشا بودن ۸ عضوی چون ۸ > » می‌یابیم به طوری 
که (.2,۷) = (۸)۵» بعنی (2,۷۰) = ((۵)و,(۶)۵). پس 2 = f(a)‏ به طور مشابه می‌توان 
نشان داد و نیز پوشاست. 

ب) برای هر ٭× € ± و ۲ € › (۱)۵ 9 f(z)‏ مجموعه‌ای نک‌عضوی است. زیرا 

a € f7 )z( و‎ \(y) ==> f(a) = 2, g(a) = y ج‎ h(a) = (2,9) 

و با توجه به دوسویی بودن ۸ء دقیقاً یک A‏ € »با ویزگی )¥,2( = h(a)‏ با 
(۱)۷ 09 (۱)2 ۲۳ € ه وجود دارد. برعکس» فرض کنیم «الف» و «ب» برقرار باشند. دراین 
صورت ۸ یک به یک است. زیرا اگر (۸)۵ = ch(a)‏ یعنی f(a) = Fa’)‏ و g(a) = g(a’)‏ 
آن گاه ))(9(* 09 ((۱)/)0 ] € ۵ره. حال با توجه به فرض «ب»» باید '» = ه. همجنین: 
h‏ پوشاست. زیرا برای ۲ × × € (ay)‏ با توجه به «الف» (7-۱)2 سافه‌ای از ۶ و 
(۱)۷ "و سافه‌ای از و است و بنا بر «ب» V(y)‏ 97 (۱)2 ۶ تک‌عضوی است. حال اگر 
sae A‏ عضو (۲)۷ f(z) Ng‏ باشد آن‌گاه 2 = f(a)‏ و ل = (0)و؛ یعنی» h(a) = (2, y)‏ 


VF‏ الف) رابطهُ 7/2 به روشنی انعکاسی است. رابطةٌ BYE‏ متفارن است. زیرا اگر 
مزلا(ظ/)م[ه]؛ یعنی» (ele = [ule‏ آن‌گاه Ayer = [ele‏ پس وه( 7)و]. به 
طور مشابه ۲/7 متعدی است. 
ب) تابع ۸/2 ج 4/8 : f‏ با تعریف [ele‏ = (و[ه])۶ را در نظر بگیرید. خوشتعریفی 
که بر لت 1 کته Apdo‏ حال نشان دهید f‏ پوشاست و Ky = B/E’‏ سبس فضيدة 
اساسی توابع را به کار ببرید و نتیجه بگیرید ۸/1۳ = (A/E)/(B'/E)‏ 


حل تمرین‌های فصل ۱۵ OYO‏ 


NO‏ با توجه به تعمیم قضبه اساسی توابع (نمرین ۰ تابع ۷ وجود دارد اگر و تنها اگر 
Ky C Ky;‏ ولی از آن‌جا که 


rh, t+ zEy 


Ky sy ج‎ +' f (2) = fly) ج‎ F(z) E’ f(y) 
و تنها اگر‎ SIK, > Ky'f تیه می‌گیریم‎ 


2 Ey ==> )2( ۲ f(y) 


حل تمرین‌های فصل ۱۱ 


(Call .۱‏ با توجه به این که یکریختی مجموعه‌ها رابطه‌ای متعدی است و 8 = ۸ برای هر 
onc‏ طبیعی hk‏ (۸) ۸۷ ۸ اگر و تنها اگر .B~N(k)‏ به coe‏ چون 8 AX‏ 0 = ۸ اگر و 
تنها اگر B=0‏ 


(call ay‏ فرض AC 8 sud‏ اگر 0 = 8 آن‌گاه 0 = 4. BAD S|‏ متناهی باشد بنا به 
Meu‏ ۳.۱۲ به ازای عددی طبیعی چون ۰ (0:,۰۰۰,9۸) = 8. حال چون A=BACB‏ 
یا به ازای عددی طبیعی چون ابه طوری که 4 > 4 8 > (,:,0:,۰۰۰) = A‏ حال تناظر 
ز مہ ,۵ یک یکریختی از ۸ به (/)۷ به دست می‌دهد. به هر حال اگر 8 متناهی باشد. ۸ نیز 
متناهی است. 

Oh‏ «ب» عکس نقیض «الف» است و در نتبجه درست است. توجه کنید که «ب» را 
می‌توان با استفاده از فسمت «ب» قضبه 1. به طور مستفیم ثابت کرد. در واقع اگر ACB‏ 
یکریخت با N‏ دارد و در Bars‏ نامتناهی است. (حال می‌توان درستی «الف» را از «ب» 


نتیجه گرفت.) 


9 الف) فرض کنبد 7 ب- ۸ : یک به یک است. در این صورت imp‏ = ۸ و 
mf C B‏ حال اگر 7 متناهی باشد» آن‌گاه بنا به تمرین ۱ «الف». 77 متناهی است. در 
نتیجه بنا به تمرین ۱ «الف» A‏ متناهی است. 

ب) عکس نقبض «الف» است و در نتیجه درست است. همچنین می‌توانید قسمت «ب» 
تمرین ۲ را به کار ببرید. 

ب) بنا به مسئلهٌ ۰۸.۱۲ اگر ۶ پوشا باشد. 8 با زیرمجموعه‌ای از A‏ یکریخت است. در 
نتبجه بنا به تمرین ۲ «الف» اگر ۸ متناهی باشد آن‌گاه 8 نیز متناهی است. 

نث) مسئله AVY‏ و تمرین ۲ بت را به کار ببرید. 


(Coll ۴‏ مجموعه }2{ AU‏ نامتناهی است. زیرا اگر متناهی باشد. با استفاده از نمرین ۲ 


OYA‏ مبانی ریاضیات 


«الف» نتیجه می‌گیریم A‏ نیز متناهی است که تنافض است. 

ب) مجموعه AU B‏ نامتناهی است. زیرا اگر متناهی اف آن کاه با سناد ار ترد ۲ 
«الف » نتیجه می گیریم A‏ و 8 نیز متناهی‌اند که تنافض است. 

پ) مجموعه 8 Ax‏ نامتناهی است. زیرا اگر 8 Ax‏ متناهی باشد آن‌گاه با استفاده از تابع 
پوشای تصویر bop: AX B— B‏ = (0,»)م و با به کار بردن فسمت «پ» تمرین ۲ نتبجه 
می کبریم 7 نیز متناهی است که تناقض است. 

ت) مجموعه BA‏ نامتناهی است. زیرا اگر 74 متناهی باشد. آن‌گاه با در نظر گرفتن تابع 
یک به یک BA‏ ج 8  :‏ که برای BEB‏ ج 4 f(b):‏ تابع ثابت ۵ مہ ه است و با به 
کار بردن فسمت «الف» تمرین ۳ نتیجه می گیریم 7 متناهی است که تنافض است. 

ث) مجموعه P(A)‏ نامتناهی است. زیرا اگر P(A)‏ متناهی باشد؛ آن‌گاه با در نظر گرفتن 
al‏ یک به یک P(A)‏ ج ۸ : cf(a) = {a} of‏ و به کار بردن فسمت «الف» تمربن ۳ نتبجه 
A ee‏ متناهی است که تنافقض است. 


۵ با توجه به حل تمرین ۰۴ عکس احکام «الف». «ب»» «پ» و «ث» از فضبهٌ ۴۰۱۲ 
برفرارند. ولی عکس «ت» لزوماً درست نیست. در وأفع اگر مجموعه BA‏ متناهی 
باق ان گام ۶ تیزم تاه ی cals‏ باه سانشان و 
را یک مجموعه تک‌عضوی و ۸ را یک مجموعة نامتناهی در نظر بگبرید. دراین 


Ben Cig‏ مجیوعا مک عضوی رود ییا شاه است گر رین است 


1 عکس احکام «الف» و «ث» همان احکام «الف » و «ث» فضیه ۲ است و برفرارند. 
ولی با استفاده از فضیه ٦‏ نتیجه می‌گیریم اگر 8 AU‏ نامتناهی باشد آن‌گاه ۸4 یا 8 
نامتناهی است ( و نه لزوماً هر دو)؛ به همین ترتیب برای 8 × 4 و BA‏ برای مثال؛ با توجه 
به حکم «الف» نمرین ۰۴۰۱۲ برای هر مجموعد نامتناهی AU )2( A‏ نامتناهی است. در 
IE‏ که (2) یک مجموعه منناهی است. همچنین (She) 4 × )2( < A‏ و در نتبجه اگر 
استاطی پاش شور پاشاهی legs Sl‏ که sS Sal we‏ عفن 
اگر (2) A=‏ و 8 یک مجموعة نامتناهی باشد آن‌گاه 8 < (She) BA‏ و در نتبجه اگر BA‏ 
نامتناهی باشد. 8 نیز نامتناهی است در حالی که ۸ متناهی است. LT‏ امکان دارد که BA‏ 
نامتناهی باشد و 8 متناهی باشد؟ cb‏ کافی است A‏ را یک مجموعه نامتناهی aye‏ و gis‏ 
دهید (۱ ,۰) = 8. دراین صورت. BA ~ P(A)‏ (قضیه ۲۳۰۱۴ را ببینید) و در نتبجه BA‏ 
نامتناهی است. در حالی که 8 متناهی است. 


bes aS es) فرض کنید تمام زیرمجموعه‌های سره 17 متناهی بأشند. اگر 8 نامتناهی باشك‎ LY 
A فرض:‎ als یکریخت است.‎ A به فضیه ۱ ,با زیرمجموعه‌ای سره از خودش حون‎ 


حل تمرین‌های فصل ۱١‏ ۵۲۹ 


می‌دهد 7 باید متناهی باشد. 


1٩‏ فرض کنبد هر مجموعه‌ای که به طور سره A‏ را شامل شود نامتناهی باشد. دراین 
صورت ۸ نامتناهی است. زیرا اگر ۸ متناهی ash‏ آن‌گاه برای {x} 2 EA‏ ل۸ = 3 بنا 
به قضیه ۴۰۱۲ «الف» متناهی است. ولی 8 مجموعه‌ای است که به طور سره ۸ را شامل 
می‌شود. این تناقض نشان می‌هد A‏ باید نامتناهی باشد. 


۰ فرض کنبد A‏ مجموعه متشکل از اعداد اول باشد. اگر ۸ متداهی باشد. بنا به مسئله 
٦‏ عددی طبیعی چون ۸ وجود دارد به طوری که (ع6:,..۰,۵) = ۸. حال قرار دهید 
۰۰۰۵ 6۱۵۲) + ۱ = 2. دراین صورت 2 عددی طبیعی است که هیچ یک از اعداد اول 
بعنی Ay‏ ۱0:۰۰ آن را تقسیم نمی کنند (جرا؟). این مطلب متنافض با این واقعیت است که 
برای هر عدد طبیعی» عددی اول وجود دارد که آن را می‌شمارد. بنابراین ۸ نامتناهی است و 


حل تمرین‌های فصل ۱۷ 


۱. پ) ٥‏ شمارا نیست» در واقع» ٥‏ یک بازهٌ بسته از اعداد حفیقی است و در نتیجه با ۴ 

یکریخت است (فصل ۱۴ راببینید) و می‌دانبم که ۸ شمارا نیست. 

ت) مجموعه اعداد مختلط؛ 0 شمارا نیست زیرا (a,b) bls) C~ Rx R‏ مہ :۵ + » را 
در نظر بگیرید) و ۴ × ۸ ناشماراست (تمرین ٩‏ راببینید). 

ث) D‏ شماراست : تابع cays bf EN KIN 3 DE‏ ۲۰۳۳ 0۶۷ ۵) را دونظر 
بگیرید. توجه کنبد که f‏ دوسویی و × × N‏ شماراست. در نتیجه DF‏ شماراست. 

سپس تابع دوسوبی D-‏ ج N×N‏ : وبا تعریف ۲۳/- = g(a, b)‏ را در نظر بگیرید و 
نتیجه بگیرید 7( نیز شماراست. در پایان, 7( *(1 = D‏ شماراست (توجه کنید که ED‏ 0). 


۳1 ا کر مجموعه اعداد KS‏ بین 0 و ۱ شمارا باشد» چون مجموعه اعداد گویای بین ۰ و ۱ 
نیز شماراست؛ نتیجه می‌گیریم اجتماع آن‌ها؛ بعنی مجموعه )1 ,0( نیز شماراست. ولی 
R‏ < (۱ ,۰)؛ و در نتبجه (۱ ,ه) ناشماراست. این تنافض نشان می‌دهد مجموعه اعداد گنگ 
بین » و ۱ شمارا نیست. 
آن‌گاه با استفاده از قضبه ۱۰.۷ و این که مجموعه همه زیرمجموعه‌های متناهی N‏ شماراست 
(مسئلة ۲۳۰۱۷ را ببینید): نتبجه می کیرب Lac P(N)‏ س ھور که شا بر مماله 
P(N) (۷‏ ناشماراست. ازاين رو ۸ ناشماراست. 


ab VY‏ 2 × 2 ج Sy‏ : ]با تعریف ma +n) = (m,n)‏ + 2۲)] را در نظر بگیرید. نشان 
دهید f‏ دوسوپی است. سبس با استفاده از این وافعبت که 7 و در نتیجه Z‏ × 7 شماراست»› 
نتبجه بگیرید Sy‏ نیز شماراست. 


4 با استفاده از این وافعبت که اگر ۸ شمارا باشد» آن‌گاه Ax A‏ شماراست: نتیجه بگیرید 
اگر ۸ × 4 ناشمارا باشد آن‌گاه ۸ ناشماراست. برعکس» فرض کنید A‏ ناشمارا باشد. حال 


Or‏ مبانی ریاضیات 


اگر ۸ × A‏ شمارا باشد» با به کار بردن تابع پوشای تصویر ۸ ج ۸ × 4 : م با تعریف 
=a‏ (0,0) و استفاده از مسئله ۷ نتیجه می‌گیریم A‏ شماراست؛ که تنافض است. 
بنابراین Ax A‏ ناشماراست. 


ee‏ هر دایر عضو 5 توسط یک سه‌تایی مرتب ازاعداد گویا که مختصات مرکز دایره و 
اندازهة شعاع آن هستند» دقیقا معین می‌شود. در نتبجه تابع 0۵ × @ × @ ج 5  :‏ که هر 
Aaa Bul‏ و Bis Wiel‏ 
x Qx 0‏ @» شمارا بودن 5 را نتیجه می‌گیریم. 


alin ۱‏ تمرین bilo‏ تعریف یک دوسویی بين 5 و @ × iQ × 04 × Q‏ شمارا بودن S‏ 


eT‏ تابع T‏ + [۲۶ ,ه] : f‏ را با تعریف f(x) = (sinz, cosz)‏ د 
دهید f‏ دوسویی است و نتیجه بگیرید 7 < Vr]‏ ,۰]. از طرفی؛ 1٩‏ < [۲7 ,۰] (مسئلة ۱۸۰۱۴ 


SN‏ ب) چون ۸ اجتماع اعداد جبری و متعالی است و مجموعه اعداد جبری شماراست 
و شمارا نشت مجموعه اعداد متعالی باید ناشمارا باشد. پس مجموعه اعداد متعالی 
نمی‌تواند تھی باشد» یعنی برخی اعداد حقیقی متعالی‌اند. 

پ) در حل فسمت «ب» ثابت شد. 


Pa‏ الف) مجموعه A‏ شماراست. زیرا تابم ×× ۸ ب ۸ : م با نعریف 
((۶)۰(,۶)۱)) = (۶)م دوسویی است. و × × N‏ شماراست. 

ب) Br‏ شماراست. زیرا با توجه به این که هر تابع  :)۱,۰..,( SN‏ توسط یک n‏ 
ای ار age Sel‏ مین می ود شاک یت تالف )یک توس ن زو 
(Aden) N × N ۲ ۰۰۰ N‏ به دست می آید. 

پ) ٤‏ اجتماع شمارای مجموعه‌های شمارای ہ8 است و در نتیجه بنا به فضيه ۰۱۳۰۱۷ 
alee‏ ۱ 

ت) مجموعه D‏ ناشماراست. تناظر fo Imf‏ تابعی پوشا از D‏ به P(N)‏ به دست می‌دهد 
(چطور؟) . ولی P(N)‏ ناشماراست و در نتبجه D‏ ناشماراست (مسئلهٌ ۸.۱۷ را ببینید). 

ج) مجموعه F‏ شماراست. هر عضو F‏ چون ۶ با MIS PVN)‏ مشخص می‌شود. ولی؛ 
به آزای عددی چون f(z) = ]۱, ۸/( ۲ N MEN‏ که زیرمجموعه‌ای متناهی از آا است. در 
واقع › این تناظر یک دوسویی بین ۶ و مجموعه همه زیرمجموعه‌های متناهی از N‏ به دست 


حل تمرین‌های فصل ۱۷ ory‏ 


می‌دهد. ولی مجموعه اخبر و در نتبجه 7 شماراست (مسئّلة ۱۴۰۱۷ را بمینید). 

چ) برای هر 6 € f‏ عضوی چون N‏ € ۸ وجود دارد به طوری که f‏ توسط نگاره‌اش 
روی اعضای مجموعه (۱ - ۷ ,۲,۰۰۰ ,۱) کاملا مشخص می‌شود (زیرا FES‏ روی 
اعداد طبیعی خارج ازاین مجموعه برابر با ۱ است). در واقع LG‏ مجموعه C‏ مذکور در 
قسمت «ب» یکریخت است (جطور؟) و در نتبجه G‏ شماراست. 

ح) مشابه «چ»» برای هر CN‏ .»» مجموعة Hy,‏ متشکل از همه تابع‌های f :N +N‏ 
که به ازای عددی چون (Vn < M) f(n) =a, MEN‏ با مجموعه 0 یکربخت است و 
در نتیجه شماراست. ولی روشن است که =U, en Ha,‏ 17 ازاين رو 1 اجتماع شمارای 
مجموعه‌های شماراست و در نتبجه شماراست. 

خ) هر مجموعه دوعضوی ‏ تابعی یک به یک از (۱ ,۰) به × تعبین می‌کند و برعکس. 
در نتیجه 7 با مجموعه همه تابع‌های یک به یک چون f : (0, VEN‏ یکربخت است. 
ولی مجموغه pl‏ اپزشخموعهای از مجموعه A‏ مسدکور در رالت») است که نشان دادیم 
شماراست. بنابراین 7 شماراست. همچنین می‌توانید با استفاده از قسمت (oy‏ بگویبد 7 به 
عنوان زیرمجموعه‌ای از مجموعهٌ شمارای ل شماراست. 


r)>o اگر‎ .f oe yT 

عددی طبیعی چون ۸ وجود دارد به طوری که 2 < pe: (۳ OSS if‏ 

چون 7 وجود دارد به طوری oo onl) f(t) > FAS‏ از ویژگی «ارشمیدسی» اعداد 

حقیقی حاصل می‌شوند. تمربن‌های 1۰۵ و ۷ فصل ۳۱ را ببینید.) بنابراین؛ اگر قرار دهیم 
}۾ > An = {2 €[e, ۱]: f(z)‏ و Bm = )« )1۶:۱[: f(z) > FZ}‏ 

آن گاه 


Se Ag OL Breer Cl AU Bis 


neN meN n,ymeN 


Alas‏ می‌دهیم برای هر N‏ € ۸ مجموعه‌های An‏ و ہ8 متناهی‌اند. فرض کنیم Ap‏ نامتناهی 


A= 12: :1 ع‎ ۷( 


دارد. حال عددی طبیعی چون # را چنان انتخاب می‌کنيم که 1 < £ (مثلا" 
«Ck = [nM] + |‏ دراین صورت با نوجه به این‌که AC An‏ داریم: 


۴ (۱ت)‎ ۲۰۰۰+ )2(| = flay) +۲۰۰۰+ flak) > - > M 


Ort‏ مبانی ریاضیات 


متناهی است. اکنون با استفاده از قضبه ۰۱۳۰۱۷ نتیجه می‌گیریم 5 مجموعه‌ای شماراست. 


7 فرض کنبد 2 یک depen‏ شمارای نامتناهی باشد. بنا به مسئله ۰۳.۱۷ 
N}‏ € : : :2) = ×. حال فرض کنید E}‏ € :: :2) = ۲۷ که در آن 77 مجموعه اعداد طبیعی 
زوح است. cpl yo‏ صورت ۲ یک زیرمجموعه نامتناهی از × است و X AY = )2: : ۶ € OF‏ 
aS‏ ان 0 مجموعه اعداد طبیعی فرد است؛ نیز یک مجموعه شمارای نامتناهی است. 


حل تمرین‌های فصل ۱۸ 


ONY ا وجه وه له‎ ١ 
x. = IN| = |Q| = |E| = ۱۵| = |G| 


به علاوه از آن‌جا که حاصل‌ضرب مجموعه‌های شمارا؛ شماراست؛ عدد اصلی مجموعه‌های 
نامتناهی N × N‏ 7 × (: 0 × 7 نیز برابر با .× است. همچنین؛ چون زیرمجموعه هر 
مجموعه شمارا شماراست و بنا به تمرین ۱۰ فصل ۰۱۱ ۶ نامتناهی است؛ [Pl =x.‏ 

با توجه به تمرین ۳ فصل IRE‏ = || = ×. بنابه مسئله ۰۱۱۰۱۷ 0 ۱ FR‏ 
ناشماراست ولی x. > |1۱ | >  نیاربانب -R\QCR‏ در پایان |R| = x‏ = | ۳ 
زیرا CR‏ *1۳) (۰,۱). 


¥ ابندا توجه کنید که برای هر cpl) NEF YN GREN‏ حکم با استفرا و استفاده از این که 
N x N > ×‏ به سادگی ثابت می‌شود.) حال ۸۴ Upon‏ اجتماع شمارای مجموعه‌های 
شمارا (ی نامتناهی) است و در نتیجه شمارا (ی نامتناهی) است. ای ای ¥ NYS‏ آحع لا | 


۵. فرض card(AU{z}) = cardA aS‏ اگر ۸ متناهی باشد» عددی طبیعی چون ۶ وجود 
دارد به طوری که AX N(k)‏ دراین صورت. (۱ + AU {rz} > ۷ )( U 16+ ۱( = N(k‏ 
(از یکریختی (۱ + ۸) < {a}‏ استفاده کنید.) (ay‏ ۶ = 0۳0۸ و ۱ + .card(A U {z}) = k‏ 
عکس حکم فوق نیز برقرار است. زیرا اگر ۸ نامتناهی باشد آن‌گاه با در نظر گرفتن 
زیرمجموعه‌ای شمارای نامتناهی جون {ry ey tay‏ = از آن (فضل ۱۱ را 
ببینید)؛ یک یکریختی ۸ ج }2{ AU‏ : ۶ با تعریف زیر به دست می آوریم: 


Ly ‘Y= ا کر‎ 
fly) -| ۱ ‘(Y= In S| 
y yEeX اکر‎ 


a#Y الف) اگر 8 > »و۷ > 2. آن‌گاه» جون > ترتیب جزئی است؛ 7 > ». ولی‎ x4 
زپرا اگر « = » آن‌گاه 2 > که متنافض با > 8 است.‎ 


0۳3 مبانی ریاضیات 


ب) مشابه «الف» ثابت می‌شود. 
پ) اگر 8 > » و د > 2 آن‌گاه بنا به «الف» 4 > ». 


_\o‏ کافی است نشان دهیم تابعی یک به یک از ۸ به 8 وجود دارد اگر و تنها اگر تابعی 

پوشا از 8 به ۸ موجود باشد.  : 4 BUS‏ یک تابع یک به یک باشد آن‌گاه 7 وارون 
جبی جون ۸ ج 8 : و دارد. پس ۸ ج 8 : و دارای وارون است. ازاين رو ۸ ج 8 : و 
پوشاست. بنابراین وارون چپ هر تابع یک به یک از ۸ به 8 تابعی پوشااز 8 به ۸ است. به 
طور مشابه؛ وارون راست هر تابع پوشا از 8 به ۸ یک تابع یک به یک از A‏ به 8 است. 


است؛ و در نتیجه عدد اصلی آن .× است. با توجه به همان نمرین» مجموعه اعداد متعالی 
ناشماراست» و زبرمجموعه‌ای از ۸ است. پس عدد اصلی آن کم‌تر با مساوق ا و زر کن 
از x,‏ است. 


حل تمرین‌های فصل ۱٩‏ 


.١‏ با توجه به حل تمرین ۵ فصل ۸ اگر ۸ مجموعه‌ای نامتناهی باشد. آن‌گاه؛ برای 
Card(AU )2(( = CardA e € A‏ ازاین واقعبت» نتیجه می‌گبریم برای هر عدد اصلی 
نامتناهی چون »»› ۾ = ۱ + ». 


¥ با استقرا روی Colin‏ می‌کنیم. روشن است که ه = ه٥‏ + ». حالت ۱ = « نیز در 
تمربن ۱ بررسی شده است. فرض کنیم› 0 = (۱ - ۸) + ». دراین صورت 


0 + ۰ < + ))- ۱( + ۱( = [a+ )- (+ ۱-04۱ =a 


۳ با توجه به مسئلة ۱۴ فصل VA‏ «پ»» هر فاصله باز یا نیم‌باز با ۴۸ یکریخت است؛ و در 


نتیجه عدد اصلی آن با × برابراست. ازاين رو 


۷ + ۷ < Me, ۱(۱+ ۱۱۱, ۲(| < (o, ۱( لا‎ ]۱, N= IC, | = x 


1 برای هر دو مجموعه ۵ و‎ eG 
|A| + |(AN B) لا‎ )8 - A)| (B = (AN B)U(B-— A) (زیرا‎ 
|4| + |AN B| + |B — Al ((AN B) ^ (B — A) = 0 (زیرا‎ 
|۸۱ + |B — A| + |ANB| (بنا به شرکتبذیری جمع اعداد اصلی)‎ 
|AU(B - A)| +۱۱۱ (AN (B - A) = 0 (رپرا‎ 
JAUB|+|AN ۱ (AU(B- A) = AUB (زیرا‎ 


|A| + [BI 


| | | 


.٦‏ بااستقرا روی ‏ ثابت می‌کنيم. حالت ۱ = « در Awad‏ ۱۴۰۱۹ ثابت شده است. فرض 


کنیم .× = ,(۱ -). در این صورت 

nx. =((n—\)+\)x, (m—\)x, + ۱×. )۱۴۰۱٩ Sues (ینا به‎ 
X. +X. 

Ns ay Vales ره‎ 


اا | | 


OYA‏ مبانی ریاضیات 


۸ این حکم را می‌توانید با استقرا روی ۰ ثابت کنید پا به طور مستقیم با استفاده از 
x A) U..-U (n x {A})‏ (۲)) نا x A)‏ ۱)) 
LA‏ 1 


{\,¥,---,n}xA 


به نتیجه برسید. 
a‏ با استفاده از یکریختی R × R‏ = € و این‌که ۸ < ۴ « 13 حکم حاصل می‌شود. 


۰ با توجه به تمربن ۳ فصل ۰۱۴ ~ Ro‏ در نتیجه ‏ = xx‏ با استفاده از تابع 
یک به یک 1 ۲ ۸ ج f(z) = )۱,۵( (of : 8R‏ نامساوی ×.× > × حاصل می‌شود. با 
استفاده ازاین‌کہ ۴ بد x R‏ 13 > ۴ × آال نامساوی × > ×.× را به دست می آوریم. بنابرا 
۷( = × (راه دیگر : × = ×× > »,بر > ×۱ = × درنتیجه × = ×.)). 


۲ برای هر ۲ < lan‏ به Ake > ۸×۰ ۲٥.۱۹ tees‏ ول ناته مس ولد AANA‏ 
TX = ×‏ در نتیجه ۸۳۰ > ۷. برعکس. از آن‌جا که هر تابع ( ,۲۰۰۰ ,۱ 4 foN,‏ 
زیرمجموعه‌ای از N, x {\,V,---,n}‏ است؛ مجموعه ان 
P(N, x PN Soto a‏ است. بنابراین؛ N OE 7X‏ ولی» بنا به تمرین 3 
al RK TN‏ ۰ > . در نتیجه × = ۲۰ = ۲۰, 


NN cC P(N x N) Og ۰ بر‎ .× = RE N ۱۲ > ×. از آن‌جا که‎ AY 
پس؛‎ x < Xo = x col ple evs Ne 1۳.1۹ لد‎ as ولی ننا‎ x < XX’ 
Xe 

۰۸ — Xs 


۳ با توجه به فضیهٌ ۱٩۰۱٩‏ و تمرین ۱۳ داریم: 


Xe 


axe Hx HX‏ کک 


و برای هر عدد اصلی متناهی ۱ > im‏ داریم: 


VO‏ فرض کنید X%‏ = ». دراین صورت» برای هر Lin CN‏ توجه به فضبه ۱۹.۱۹ و 


o" = (eye = x7 = yT — (x7 )* = X*=«a 


با توجه به قضيهٌ ۱٩.۱٩‏ و تمرین ۰۱۰ 


ALS VT‏ «ب» درست نبست. »۰ 8 و « را مانند مثال بالا در نظر بگیرید و تمرین 1 را به 


گزاره («(پ» درست س واف ال اکر 2 = « و » و م دو عدد hol‏ دلخواه باشند 
آن‌گاه بنا به فقضیه 14 ت۵۵ 9 = ۱ = ہ. 


حل تمرین‌های فصل ۲۶ 


۱ اگر ۸ متناهی باشد. حکم به وضوح برقرار است (جطور؟). فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای 
نامتناهی باشد. مجموعه 
(اعضای 7مجموعه‌های دو عضوی مجزا از یکدیگر باشند : {P C P(A)‏ = 


را در نظر می‌گیریم. ) (ع (A,‏ یک مجموعه مرنب جرئی است. توجه کنید که چون ۸ 
بیش از یک عضو دارد. AFD‏ نشان می‌دهیم ۸4 در ن: شرایط لم زورن (قضیه ۰ ب«( 
صدق می‌کند. فرض کنیم 6 یک زنجیر آز : اعضای A‏ باشد. در این صورت SUC‏ کزان 
VL‏ » در ۸ است. زیرا؛ روشن است که برای هر PEC‏ 2۱06 ۶. به علاوه» ۸ € UC‏ 
زیرا؛ هر عضو UC‏ مجموعه‌ای دوعضوی است (چرا؟). همچنین, برای € € BC‏ 
.P Py. € €‏ وجود دارند به طوری که ,۶ € 8 و COPY‏ جون ٤‏ یک زنجیر است. 
C Py‏ یا Py CP)‏ فرض کنیم Py C Py‏ دراین صورت ٥ € Py‏ ,8. ولی ۸ € Pr‏ 
پس 0 = BAC‏ به طور مشابه در حالتی که CP)‏ ۶۲ به حکم 0 = BNC‏ می‌رسیم. 
بنابراین؛ اعضای UC‏ مجزا از یکدیگرند. حال با استفاده ازلم زورن نتیجه می‌گیریم 
A‏ حداقل یک عضو ماکسبکال دارد. فرض oS‏ , یک عضو ماکسیمال 4 باشد. 
نشان می‌دهیم , افرازی از A‏ است. کافی است ثابت کنیم UP, = A‏ فرض کنیم 
UPL ZA‏ اگر دو عضو متمایز چون ه و ا در (geen re. UP.‏ ن‌گاه P. U{{a, b}}‏ 
عضوی از A‏ است که .۶ را به طور سره شامل می‌شود ابن واقعیت با ماکسیمال بودن Pe‏ 
تناقض دارد. پس تنها یک عضو چون ه در UP,‏ - ۸ می‌نواند وجود داشته باشد. یعنی 
A‏ = (ہ) U‏ (.۶ل)). پس UP. = A-{a}‏ حال عضوی چون {b,c}‏ را در .2 در نظر 
می‌گیریم و تابع ۸ + 4 : ۶ را به صورت زیر تعربف می‌کنیم: برای هر ‘TEA‏ 


C ) = b اگر‎ 
a رنه‎ ZC | 
fe) = { b aa 
y ت‎ € {b,c,a} اگر‎ 


که در آن A‏ 6 ن gle‏ انتخاب شده است که ,۰ 6 {2,y}‏ توجه aS‏ که چون (6) - ۸ € © 
جنین عضوی در .۶ وجود دارد. در واقع؛ ل برای 7 منحصر به فرد است. با توجه به (Ob‏ 


۵۴۲ مبانی ریاضیات 
ر دوسویی استت (جطور؟). به cog Ae‏ به روشنی برای هر ۸ € Le‏ م T(z)‏ 


۲ لم زورن را به کار می‌بریم. فرض کنیم 5 مجموعة همه زوح‌های مرتب (B,P)‏ است› 
که در آن BCA‏ و 7 افرازی از 2 است که هر عضو آن شمارای نامتناهی است. نوجه کنید 
که 0 7 د. hile‏ این که A‏ نامتناهی است نتبجه می‌گیریم زیرمجموعه‌ای چون D‏ یکریخت 
با ۸ دارد. در نتبجه؛ زوج ([) ,12) عضوی از S‏ است. حال Abad,‏ > را روی 5 به صورت 
زیر تعریف می کنیم: 

(B,P) < (B',P') t+ BC B',P Cr 


فرض کنیم [1 > : (:8:,7)) = SOC‏ زنجیرازاعضای S‏ باشد. نشان می‌دهیم که 
(ier Bis User Pi)‏ کران بالای 6 در ک است. ابتدا مشاهده می‌کنيم که چون برای هر tel‏ 
User Bi > ۸ ۰8: € A‏ همچنین» Pi‏ ر زلا افرازی از Bi‏ ےر لا است. زیراء اگر × و ۲ دو 
عضو Pi plate‏ ل| باشند آن گاه El‏ ,1 وجود دارند به طوری که EP;‏ 2 و EP;‏ ۲. جون C‏ 
زنجیر است. 7 € Pi‏ یا CPi‏ زظ. فرض کنیم ز۶ Pi C‏ در این صورت ز۶ € ۲,×. حال 
چون ز۶ افراز است. نتیجه می‌گیریم 0 = OY‏ . اگر :7 > ز۶ نیز به همین صورت به نتیجة 
0= ۲ ٭ می‌رسیم. به علاوه؛ چون برای هر 1 € « Uier(UPi) = User Bi UP; = B;‏ 
پس Pi‏ رعلا افرازی از ier Bi‏ است. همچنین» چون هر عضو :7 شمارای نامتناهی 
است؛ هر عضو Pi‏ رل | نیز چنین است. پس 5 € oe (User Bis ier Pi)‏ روشن 
است برای هر 1 € ۰ Pi)‏ ری‌رلا,:ظ (Bi, Pi) > (ier‏ در نتبجه 6 دارای کران بالا در 5 
cul‏ حال با استفاده از لم زورن نتیجه می war‏ 5 عضو ماکسیمالی چون (Be, Pe)‏ دارد. 
اگر ۸ = .8 آن‌گاه ۰ افراز مطلوب است. فرض کنیم ۸ .8 و FP = ۸ - By‏ اگر "ز 
نامتناهی باشد آن‌گاه زیرمجموعه‌ای بکریخت با × چون ٥٤‏ دارد. دراین صورت 
(B, UC,P, U {ec}‏ 

عضوی از 5 است که به طور سره بزرگ‌تر از (Be, Pe)‏ است. این تناقض با ماکسیمال بودن 
(B.,P.)‏ نشان می‌دهد .8 - ۸ = ۴ مجموعه‌ای منناهی است. فرض کنیم .× عضوی از 
LoL ۰‏ فرار می‌دهیم ۴ XU‏ = ,2. دراین صورت ,× مجموعه‌ای شمارای نامتناهی 
تال 


([26۱) لا Py =(P.—{X.})‏ 
افرازی از ۸ است که هر عضو آن شمارای نامتناهی است. 


٣‏ دو صورت لم زورن قسمت‌های «الف» و «ب» فضيه ۸.۲۰ هستند. ابتدا نشان 


می‌دهیم COD‏ جد «الف». فرض کنیم «الف» درست باشد و (>,۸) مجموعه‌ای مرتب 


حل تمرین‌های فصل ۲۰ she g‏ 
جزئی باشد که هر زنجیر آن کران بالا دارد. فرض کنیم ۸ € ٩‏ و 


دراین صورت (> ,8) یک مجموعة مرتب جزئی است. همچنین اگر ‏ یک زنجیر از 

اعضای 8 باشد آن‌گاه 6 یک زنجیر از اعضای A‏ نیز هست. پس بنا به فرض. ‏ دارای 
یک کران بالا چون » در ۸ است. حال 8 ce‏ زیر برای هر 8 cE‏ > ۵ > ۵ و در نتیجه 
ace‏ پس Sad‏ کزان YL‏ در 8 دارد. اکنون: با استفاده از «الف». 8 حداقل یک عضو 
ما lob. ise leas‏ بنابراین» Lb, EA‏ گر ی ها کستمال aan‏ سن col (oy‏ 
شده است. برعکس: فرض کنیم «ب» درست باشد. فرض کنیم ۸ یک مجموعۂ مرنب جرئی 
است که هر زنجیر آن کران بالا دارد. فرض کنیم ۸ ع » و ۸ > ۵ با ویژگی ۵ > » ماکسیمال 
تاش زان del‏ صورت b‏ عضو ماکسیمالی از A‏ است. زیرا؛ اگر ۸ € ,۵ > ۵ آن‌گاه چون OSB‏ 
aS by‏ پس با توجه به ماکسیمال بودن # در بين عضوهای بزرگ‌تر یا مساوی با » نتیجه 
می‌گیریم b= by‏ پس «الف» اثبات شد. 


۴ دو صورت اصل ماکسیمال هاسدورف فسمت‌های «پ» و COD‏ در قضیه ٥‏ هستند. 
گزاره «پ» در وأقع همان ع گواره «الف» (لم زورن) است که برای مجموعه مرنب جزئی (C,C)‏ 
متشکل از زنجیرهای A‏ نوشته شده است. همچنین OLS‏ «ت» در واقع همان گزاره «ب» (لم 
زورن) است که برای مجموعه مرتب جزئی (C, C)‏ نوشته شده است. بنابراین با اثباتی مشابه 
با تمرین قبل در مورد معادل بودن «الف» و «ب»» هم‌ارزی گزاره‌های «ب» و «ت» اثبات 
می‌شود. 


۱ دای صورت )یک مجموعة مرتب جزئی 
ene ates Be 79‏ یه هقی cc‏ ناش در این صورت 
۰۰۰26 در 6 وجود دارند به طوری که برای هر » 7 > ۶ > ۱ ;× € . چون ٤‏ یک 
زنجیراست» عددی طبیعی چون « > ز > ۱ وجود دارد به طوری که Koy An CX;‏ در 
ننیجه ;× € dn}‏ ,1۵,۰۰۰. حون و م A‏ متناهی است» نتیجه می‌گیریم 
cal pls .10۱,۰۰-, an} EA‏ هر زیرمجموعه مثناهی UC‏ عضو ۸ است. پس» مجددا جون 
A‏ مشخصه منناهی دارد» 4 > UC‏ به علاوه؛ YC‏ عضو ماکسیمال A‏ اه Sil‏ 
gle × € ۸‏ باشد که × UCC‏ آن‌گاه برای هر € € ۰۲ > ۲. در ننیجه CULX}‏ 
زنجپری در ۸ است. حال جون CCU{X}‏ 6 و ) زنجبر ماکسیمال است؛ CU{X}‏ = . 


0۴۴ مبانی ریاضیات 


پس X EC‏ و در نتبجه CUC‏ ×. بنابراینء XK = UC‏ یعنی UC‏ در ۸ ماکسیمال است. 
بس A‏ عضو ماکسپمال دارد و «ب» اثبات شده است. برعکس» فرض کنیم ((ب)) درست» 
(>,۸) یک مجموعه مرتب جزتی؛ و ۸ dap de ger‏ زنجیرهای ۸ باشد. در این صورت 
۸ یک مجموعه با مشخصه صفر است. زیرا؛ اگر ۸ € » آن‌گاه هر زیرمجموعه متناهی از 
٤‏ نیز یک زنجیر از اعضای Cul A‏ و در نتیجه عضو ۸ است. همچنین اگر ۸ 7 و هر 
زیرمجموعه متناهی از 8 یک زنجیر باشد آن‌گاه هر دو عضو 7 قابل مقایسه‌اند و در نتیجه 
B‏ زنجیری در A‏ است. بنابراین» ۸ با مشخصة صفر است. پس بنا بر «چ»» (AC)‏ عضو 
ما کسیمال دارد. یعنی» ۸ حداقل یک زنجبر ما کسیمال دارد. 


1 فرض کنیم لم زورن برقرار (> ,۸) یک مجموعه مرتب جزئی» و ۸ مجموعه همه 
زنجیرهای A‏ باشد. در این صورت (۸,2) یک مجموعه مرتب جزئی است. حال فرض 
کنیم C= )04 :۶ 6 Th‏ زنجیری از اعضای A‏ باشد. یعنی» هر Ci‏ زنجیری در ۸ است. در 
این صورت؛ ier Ci‏ نیز زنجیری در ۸ است. زیرا؛ اگر User Ci‏ > 2,۷ آن‌گاه LCi C Cj‏ 
Cj OG‏ پس ٥€;‏ € 2,۷ یا ;€ € ۷ ,5. در هر صورت 2 و y‏ عضوهای یک زنجبرند و در 
نتبجه فابل مقایسه‌اند. پس؛ :) لا کران بالای 6 در ۸ است. حال با استفاده از لم روون 
نتیجه می‌گیریم (© (A,‏ عضو ماکسیمال دارد. پس A‏ زنجیر ماکسیمال دارد. ازاين ری اصل 
ما کسیمال هاسدورف برقرار است. برعکس فرض کنیم این اصل برقرار باشد. لم زورن را 
ثابت می‌کنیم. فرض کنیم (ALS)‏ یک مجموعهّ مرتب جزئی باشد که هر زنجیر آن کران بالا 
دارد. بنا براصل ماکسیمال هاسدورف: A‏ دارای رتخیر ی ما کسستمال چون ) است. جون 
٤‏ زنجیر است. بنا به فرض. دارای OLS‏ بالایی جون ه در ۸ است. نشان می‌دهیم ه در A‏ 
ما کسیمال است. فرض کنیم ۸ 6 7 و 2 > ه. در این صورت» برای هر 0 € 6 2 > ۾ > . 
بنابراین؛ }2{ CU‏ زنجیری در A‏ است. حال چون (2) CCU‏ 0 و 0 زنجیری ماکسبمال 
است. (2) نا = 0. در نتیجه TEC‏ پس ه > 2. از این رو ۵ = 2. بنابراین » عضو 
ما کسیمالی از ۸ است. 


در ویژگی‌های زیر صدق کند: 

a € B يک(‎ 

f(B) C 8B دو(‎ 

سه) کوچک‌ترین AS‏ بالای هر زنجیر ناتهی در 8» عضو 8 است. 
با توجه به فرض مسئله 8 € A‏ حال 1B‏ = .8 را در نظر می‌گيريم. حون 
By = )» 6۸:2 < a}‏ عضوی از 8 است (چرا؟)۰ By‏ > .8. پس برای هر .8 €٤‏ ٭ داریم 


۴۵ 


C={reB,:yeB.Ay<r= fly) <2} 


| در نظر می‌گيریم. نشان می‌دهیم: 


7 6 ۸2 6 2یا 2 > 2 = ,ظ‎ < f(z) (x) 


فرض کنیم TEC‏ در این صورت 
f(2)}‏ > ءیا ه > 2 : .3 > 2) < ط 


عضوی از 8 است (She)‏ پس BCD‏ = ,۰8 ولی با توجه به تعریف DOB. WD‏ پس 
D‏ = .8 و در نتبجه )+( برقرار است. با استفاده از حکم (*) نشان می‌دهیم CEB‏ 


یک) 0 6 . زیرا .8 6 » و جون C By‏ .3 در .8 عضو کوجک‌تر از ه وجود ندارد. 

دو) برای 0 € 2 f(z)‏ عضوی از C‏ است. زیرا اگر .8 ع f(z) sy‏ > ۷ آن‌گاه بنا 
به «٭»» ± y<‏ اگر 2 > ل چون 0 € 2و .8 € at > f(z) ty f(y) > wey‏ پش 
f(y) > F(z)‏ اگر y = z‏ آن‌گاه f(y) = F(a)‏ پس به هر حال» 0 € F(x)‏ 

سه) فرض کنیم SO"‏ زنجیر ناتهی در ٥‏ باشد و » کوچک‌ترین کران بالای OT‏ باشد. 
در این صورت» 0 we‏ زیراء اگر .8 6 وس > و آن‌گاه با توجه به «*» واين مطلب که 
u‏ کوجک‌نرین کران بالای "0 است» عضوی چون € 2 وجود دارد به طوری که 2 > ۷. 
اگر ± > ن آن‌گاه جون EC‏ نتبجه می‌گیریم = > SY)‏ ولی ۷ > 2. پس Fly) Su‏ 
و در نتیجه UE CY‏ اگر « = y‏ آن‌گاه چون <u‏ ي = ± وه کوجک‌ترین کران بالای 6 
است؛ عضوی جون EC!‏ 2 وجود دارد به طوری که 2 > ۷. چون € € 2 2 > LY)‏ چون 
u 2 6 0‏ > 2. پس f(y) <u‏ در نتبجه 0 we‏ بنابراین» CE‏ پس € € ۱8] = ,8. 
bone CBs‏ ,۰ = 0. در نتیجه بنا بر clean‏ هر 0 6 2,2 داریم 2 > 2 با 
f(z) < ±‏ > 2. بنابراین B,‏ = 0 یک زنجیر در A‏ است. پس با توجه به ویژگی «سه» برای 
,۰ .8 دارای کوچک‌ترین کران بالایی چون م در خودش است. چون .8 ٤‏ م بنا بر ویژگی 
«دو» برای ,۰8 .8 € -f(p)‏ پس م > (2). Sy‏ بنا به فرض. م < (۶)2. پس م = (م). 


۸ «اصل انتخاب» س «اصل ماکسیمال هاسدورف»: فرض کنیم (> (A,‏ مجموعه‌ای 
مرتب جزئی و ) مجموعهٌ همه زنجیرهای A‏ باشد. برخلاف حکم؛ فرض کنیم مجموعه مرتب 
(C,C)‏ عضو ماکسیمال ندارد. پس برای هر CEC‏ 


Ac ={DEC:CCD} 


OF‏ مبانی ریاضیات 


مجموعه‌ای نانهی است. فرض A= {Ac : CEC} aS‏ بنا بر اصل انتخاب یک تابح 
انتخاب جون SUA‏ ۸ : و وجود دارد؛ یعنی برای .g(Ac) € Ac Ac € A»‏ حال تابع 
fice‏ را با تعریف (۸0)و = (۶)0 در نظر می‌گیریم. در این صورت. (C,C)‏ همراه با 
تأبع در ویژگی‌های تمربن ۷ صدق می‌کند و در نتبجه عضوی چون 6 € 0 وجود دارد به 
طوری که C‏ = (0). بنابراین 0 = (Ac)‏ ولی (Ac) € Ac‏ و از این رو؛ (9)6 CC‏ 
این تناقض نشان می‌دهد (C,C)‏ عضو ما کسیمال دارد. 

«اصل ما کسیمال هاسدورف» س «لم زورن»: در تمرین ۷ ثابت شده است. 

«لم زورن» = «اصل خوشترتیبی»: فرض کنیم ۸ یک مجموعه دلخواه باشد. مجموعه 

([(ور> ,8) خوشترتیب است ,4 € 8 : (وک ,8)] A=‏ 

را در نظر می‌گیریم. رابطة > را روی ۸ به صورت <p) > )8', Sp)‏ ,8) اگر و تنها اگر 

«BC B' (\ 

۲) برای 8 ع ,ت اگر ۷ > 2 آن‌گاه wispy‏ 

۳) برای 7 € «و r<p YY 6 - B‏ 
دراین صورت (> (A,‏ یک مجموعه مرنب جزئى است (چرا؟). فرض کنیم 
([ € ۶ : (:>,:1۳8)) = € زنجیری از اعضای A‏ باشد. در این صورت User Bi‏ همراه با رابطه 


r<y 23: 2,26 و‎ zt <i Y 


(که در واقع اجتماع :> است) عضوی از A‏ است. زیراء به روشنی (> (ier‏ یک مجموعه 
مرنب جزئی است. به علاوه» نشان می‌دهیم که مجموعه Bi‏ ,ےل با رابطه > خوشترتیب 
است. فرض کنیم User Bi‏ > × و 0. در این صورت» عضوی چون × > 2 و 1 € : وجود 
دارند به طوری که :8 € 2. حال :8 XN‏ زیرمجموعه‌ای ناتهی از By‏ است. چون (Bi, <i)‏ 
خوشترتیب است. By‏ ۸ × نسبت به رابطه :> chlo‏ کوچک‌ترین عضو است. فرض 
| کنیم ,»این کوچک‌ترین عضو باشد. یعنی؛ برای هر :8 ۸ × € ل ل :> Se we.‏ 
نشان می‌دهیم .2 کوچک‌ترین عضو × در (> ,:8 ریزلا) است. فرض کنیم EX‏ 2. اگر 
B;‏ € 2 آن‌گاه NB;‏ 2 € 2 و در نتبجه 2 :> ,2. پس 2 > ,2 (در (Use; Bi‏ اگر :8 € iz‏ 
چون CUE Bi‏ ۰ 1 € ژ وجود دارد به طوری که B;‏ € 2. جون By € 8: ۸2 € Bi‏ پس 
(Bi Sj) £ (Bis Si)‏ ولی 6 زنجیر است؛ پس (By, <j)‏ ک (Bi, <i)‏ ازاین‌که :8 € .2 و 
Bs - B;‏ © 2 نئیجه می‌گیریم 2 Be Sp‏ پس 2 > De‏ بنایراین به هر حال x,‏ کوجک‌تربن 
عضو ۶ در (> ,:8 (Use‏ است. در نتیجه ثابت کردیم (> (User‏ عضو ۸ است. همچنین 
روشن است که این عضو A‏ گران VG‏ 6 نسبت به they‏ مت (چرا؟). پش فرض‌های لم 
زورن برای )5 (A,‏ برفرارند. در نتیجه بنا به لم زورن؛ (A,X)‏ دارای عضو ماکسیمالی چون 
اک و تن نشان می‌دهیم A‏ = 8 و در نتبجه A‏ خوشترتیب است. فرض کنیم BCA‏ و 
۸ 6 ». در این صورت BU{a}‏ همراه با رابطه 


حل تمرین‌های فصل ۲۰ on‏ 


)و > ۸2 68 ۷,ج) یا (ه = )y‏ == و "> + 


مجموعه‌ای خوشترنیب است (چرا؟). حال چون ۸4 ع (>,(ه) (BU‏ و > (B,<)‏ 
(BU {a}, >‏ به تنافقض با ویژگی ماکسیمال بودن (> ,8) می‌رسیم. پس A‏ = 8 واصل 

«اصل حوشترنببی)) ا «اصل انتخاب): فرض کنیم A‏ مجموعه‌ای نانهی 4 
مجموعه‌های ناتهی باشد. بنا بر اصل خوشترتیبی؛ ترنیبی جزئی چون > روی 4۸| وجود دارد 
به طوری که (> ,۸ل)) خوشترتیب است. در نتیجه» هر A‏ € ۸4 که زیرمجموعه‌ای ناتهی 
از UA‏ است. دارای کوچک‌ترین عضو است. حال تابع لاب ۸ : را به این صورت 
تعریف می‌کنیم که برای f(A) AEA‏ کوچک‌ترین عضو 4 باشد. این تابع به وضوح 
خوشتعریف است و یک تابع انتخاب برای A‏ است. 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ 


۱ الف) *روی 2 بسته است. ly}‏ حاصل ضرب و حاصل جمع هر دو عضو ۰2 عضوی 
از 7 است. به علاوه اگر 'ه = ه و 9 b=‏ آن‌گاه ۲ + لو = 9۲+ پعنی ۷ * اه = 0 + 4. 
در نتیجه» * خوشتعربف ات عمل دوتایی * شرکتبدیر ني نیست . برای مثال 


TENT ۰) ۲ 2: ۱ ۲ ۲ ۲ ۲ سا‎ t= \y¥ 


ولی ۲ = ۱۰۲ + ۲ = ۳۲(۲ +( + ۲ Lak Saye YS‏ وتان * تعوبضیدیر 
نبست. (The) ۲ +۳ ± ۳+ ۲ Mee‏ 

پ) +روی 1 بسته نیست. برای مثال اگر ه ۸ = ه آن‌گاه ۵ * » تعریف نشده است. 

ت) + روی 2 بسنه نیست. برای مثال اگر ۲ = عم ۲- = ۵ آن‌گاه + = + تعریف 
نشده است. 

cyl) به روشنی خوشتعریف است. عمل دونایی * شرکتیدیر و تعویضپدیر است‎ * a 
مطلب با استفاده از این ویژگی‌ها برای جمع عددهای حقیقی ثابت می‌شوند).‎ 


Ax B= )۸۵۳(۵۳ = AA(BAB) = ۸۵0 = A 


۸ = 8 +۸ در حالی که 8 = ۸ + 8. 


۳ دستورالعمل داده شده در «الف» یک عمل دونایی روی 4 است. در وافع همان جمع 


عددهای گویاست. دستورالعمل تعریف شده در «ب» خوشتعریف نیست. در واقع Q‏ نسبت 
به * بسته نیست. fle ol,‏ ۵ <- ا = St‏ × + تعریف نشده است . Q‏ نسىت به 


دستورالعمل تعریف شده در «ب» بسته نیست. مثلا . 2 = + * 2 تعریف نشده است. 


mA) 


O00‏ مبانی ریاضیات 
b b KF d b‏ 
b b ala a‏ 
b b b | 0 6‏ 
Kr a b ۷ ۱ ۴ a b ۴۰۱۵ a b ۴*۱٦ d b‏ 
a b a a a 5b a b 8 a a 6b‏ 
b b 6 b b a b a b b a b‏ 
ORR ORY ۱‏ ۵ ۸ ۴۱۱ ۱۷۲ ۲۱۶ تعوبضیدپرند. (توجه کنبد که جدول کبلی این عمل‌ها 


نسبت به فطر اصلی -ازاولین عضو سطر اول درون جدول به آخرین عضو سطر آخر آن 
متفارن است.) 


oe owl 8R 


1 هریک از عمل‌های دونایی * که به صورت ۲۸ = ۲۷ + Vk‏ ۲۸ = ۲۸ +۲ 
kk’)‏ ¬ ۸ + ۲)۸ = ۲۸ +۲۸ تعریف می‌شوند. یک عمل دوتایی روی مجموعه اعداد زوج 
هستند که با جمع و ضرب و تفریق متفاوتند. 


۷. عمل دونابی داده شده در «الف» تعویضیدیر است ولی شرکتبدیر نیست. زیرا؛ برای 
مثال امن ١‏ = ۷۰ ۲ = ۰ ۲ = ۸ آن‌گاه ۲۸ - =(m'4n')' +h!‏ ۾ ٭ (man)‏ ولی 
(n x k) = mî + (nT +k") = ۰‏ +« 
عمل دوتایی داده شده در «ب» نه شرکتپدیر و نه تعویضپدذیر است. برای 
مثال اگر ۲ = ص ۳ = م ۵ = ۲ آن‌گاه =(m—n)-~k=—1‏ 6 +( ۷) ولی 
(n«k) =m—(n—k)=‏ * 7۰ همجنین ۱- = 7*۰ ولی ۱ = 7 * 7. 
عمل دوتایی داده شده در «پ» تعویضپدیر است. زیرا جمع عددها این ویژگی 
را دارد؛ ولی شرکتپدیر نبست. زیرا ۸ - ( +) = (men) ek‏ در صورنی که 
.m x (n + k) = —m + (n + k)‏ 
عمل دوتایی داده شده در «ت» به روشنی تعویضېپذیراست» ولی شرکتپذیر نیست. زیر 


(mxn) xk = Y(Y(m + n) +k) = Fm + fn + Yk 
در صورتی که‎ 


+ (n xk) = Y(m + ۲۸+ k)) = Ym + fn + Fk 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ ۵۵1 


A‏ الف) از آن‌جا که ضرب عددهای حقیقی تعویضبدیر است» برای هر R‏ € 72,4 داریم: 


2 ۷۷ < ۱ + ۶ < ۱ + اه -< ( ۲ 2 


یعنی * تعویضپذیر است. ولی * شرکتپدیر نیست. زیرا برای هر R‏ € 2 ,ل iB,‏ 
۱+ 2 + یاه = ۱ + ۱(2 + y)ez= (cyt ۱( ۷ 2 = (ry‏ ۷ ه) 
در صورتی که 
+z + |‏ 202 2 ۱ +(۱ + )2 < ۱ + (2* )2 < (2 *) +2 


(مثالی برای 2 وء بیاورید که نشان دهد دو عبارت بالا لزوماً برابر نبستند). 
ب) + عضو همانی ندارد. Stiles‏ فرض کنیم عدد حقیقی ء عضو همانی * باشد آن‌گاه 
برای هر R‏ ع 2. 2 = 6 * 2. به ویژه برای ۰ = 2 0 = coke‏ پعنی» ۰ = ۰۶4۱ که په 


٩‏ الف) با توجه به تعریف عضو صفر این عضو در جدول LS‏ عضوی است که همه 
عضو صفر ۰ ۲+ و ty‏ دارای عضو صفر b‏ هستند. ولی اعمال دیگر عضو صفر ندارند. 

ب) عمل دوتایی * مدکور در تمرین (A‏ عضو صفر ندارد. زیرا اگر فرض کنیم ۾ عضو 
صفر آن باشد. آن‌گاه برای هر €٤ R‏ » بايد 2 + = ۾  <‏ * . به‌ویژه برای ۱ = 2 باید 
0 = ه * ١‏ » پعنی 6 < ۱ + ه» که به تناقض ۰ = ۱ می‌انجامد. 

پ) فرض کنیم ۸4 € » هم عضو همانی و هم عضو صفر نسبت به × باشد. Cpl yo‏ صورت؛ 
برای هر ۸ € 2 داریم 2 = ه * ± (چرا؟) و ه = » * 2 (She)‏ . بنابراین برای هر ۸ € ت 


0 = 7 و در نتیجه A= {a}‏ 


Ve‏ چون }6,0{ = ab = bea c{a,b}‏ از این رو * تعویضیبذیر است. به علاوه برای 


maz{mar{a,b},c} = mar{a, b,c} = maz{a, maz{b,c}} 
a * (b * c) 


(a * 9( *c 


lf 


و در نتیجه * شرکتبدیر است. عدد یک» عضو همانی LN‏ عمل دوتابی # است. زیرا برای هر 
a 6 N‏ داریم ۱ < » و در نتیجه ۾ = }\ mar{a,‏ 


OOY‏ مبانی ریاضیات 


۲۳ 2۲ با عمل * عضو همانی ندارد. زیرا؛ اگر m‏ عضو همانی oT‏ باشد. آن‌گاه برای هر 
on € Zt‏ ۷ < 1 ۷ 111. پعنی ۰ = ۲« + 77۲ و در نتیجه " به ‏ بستگی دارد. در Sle‏ که 
عضو همانی HL‏ به طور منحصر به فرد تعیین شود. 


(Gall ۴‏ ویژگی شرکتبذیری + ازاین ویزگی جمع اعداد حقیقی نتیجه می‌شود. تابع 
R‏ ب [۱,ه] : ] که برای [۱ ,0] € tb Lobe‏ ه = f(z)‏ تعریف می‌شود؛ عضو همانی * 
تن براق هر تابع پیوسته چون ۴ ج [۱ ,»] : aby‏ ۴ مب [۱,ه] : )9—( که با ضابطه 
(»)و- = )9)(2—( تعریف می‌شود؛ وارون و نسبت به « است. 

ب) عمل دوتابی * شرکتبدیر است. زیرا برای هر ۵ fre dic‏ در ۴ داریم: 
[(a, b) * (c, d)] * (e, f) ac — bd, ad + bc) x (e, f)‏ 


( 

((ac — bd)e — (ad + bc) f, (ac — bd) + (ad + be)e) 
ae — df) — b(de + cf), a(cf + de) + b(ce — df)) 
( 


۱۳۰۱1۰ UN U I 


a,b) * (ce — df, de + cf) 
a, b) + [(c, d) * (e, f)] 


روج مرتب (۰ ,\( عضو همانی Rx R‏ نسبت به + است (جرا؟). . برای هر زوج مرتب (a, b)‏ 
که در ا ن ۰ # 4 زوج مرنب aver aot)‏ ہگ ) وارون 7 ,ه) نسبت به * است (با حل دستگاه 


ra - ۷ < ۱ 
bz + رنه‎ = o 


وارون به دست آمد.) 


hs * maltese eNO‏ کیا نیست. ا ای ال اکر و ۱۲ آن گا 
۲ - ۰ * (0*) ولی =F‏ ( * ه) * 4. عمل دوتایی + تعویضپدیر نیست. برای Js‏ 
0 = ه +۱ ولی ۱ = ۱ oe‏ عمل دوتأیی x‏ دارای عضو همانی نیست. زیرا اگر عدد حقیقی 
ه عضو همانی 1 نسبت به *باشد. آن‌گاه برای هر ۸ € 2 باید ۾ +« = » = ت *۵. یعنی 
آي + و2 = و = ۲ + 2ه و در نتیجه =a!‏ "±. پس lal‏ = « یا |ه|- = 2 در حالی که ± 


Oy دلخواه‎ 


2, ۷,2 € ۸ است. به علاوه برای هر‎ A تابع + به روشنی یک عمل دوتایی روی‎ VA 
داریم:‎ 


(rey) + 2 =a < 2 * (yz) 


ote‏ ها فان فش یراس نیزا 


(2 ۷ y( *' 2 = 2+ (yer) = )ده من +ع)‎ (۲ 2 = 2 × (y*' 2) 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ Q0۲‏ 


۱ عمل cbs‏ 4 و ناسکی دای کو اساسا 
متفاوتند. همحنین با توجه ره تفاوت مجموعه‌های Xv) 3 (X¥)Z‏ * شرکتبدیر ني نست (در 


هر مورد مثالی ارائه دهید). 


gS Th تحت عمل + بسته است. زیرا؛ اگر عضوهای دلخواه‎ ٤ ب) مجموعه‎ YY 
و «ه که‎ = SEED) که در آن 2 6 ,از 2 را در نظر بگبریم آن‌گاه ۲۸۸ ے‎ ۵ = ۲۴ 


پب) عمل دوتایی + شرکتیدیر است . زییا برای هر @ € »,0 ,ه داریم: 


(+ (+ = عم + کک‎ mate = a + (bee) 


تعوبضہدیری * از تعویضپدیری ضرب اعداد نتیجه می‌شود. عدد ۲ عضو همانی () نسبت به 
ا( 
۲ الف) 7 تحت + بسته نیست. برای مثال, ۷ -- ۴ + ۲ که عضو 7 نیست. 

ب) 0 تحت + بسته است. زیرا برای ۱ + ۲۸ = "و ۱+ ۲۸ = in‏ که 2 € ,6 داریم 
k' +۱( +۱‏ + )۲ = 7+۱۰ که عددی فرد است. 

پ) عمل دونایی « شرکنپدیر است. زیرا برای هر EZ‏ م ,^ ,7 داریم: 


(m«n)*p = (m+n+\)*p=m+n+\+pt\ =m+(n+pt\)+\ = mx(nxp) 
نسبت‎ Z تعوبضیدیری * از تعویضپدیری جمع اعداد نتبجه می‌شود. عدد ۱- عضو همانی‎ 
به * است.‎ 

۴ عمل دوتایی * شرکتبدیر است. ریرا رای هر R‏ € 2 ,۷ ,2« 


(axy)*z=(at+ytary)t+z=et+ytarytzt+a(r+ytary)z 


z*(y*z2) =z + (y* 2) taz(y*2) =z + y+ 2 + ayz +ar(ytz + ayz) 


که به روشنی برابرند. عدد صفر همانی R‏ نسبت به *+است. CER‏ نسبت به + دارای وارون 
است اگر و تنها اگر gone‏ حقیفی چون "7 وجود داشته باشد به طوری که ه = cee!‏ به 
ue‏ را فیک 2 = ۵22 + 2 + 2 که با فرض ه # 2 + ۱ تت. = و به دست می آید. 
بنابراین. عدد حقیقی « نسبت به + دارای وارون است اگر و تنها اگر Zo‏ 02 + ۱.اگر و تنها 


اگر X=‏ ۵ درصورتی که a fo‏ (نوجه کنید که اگر ه a=‏ آن‌گاه هر ته وارونبذیر است.) 


9 عمل دوتایی ٭ شرکتپذیر است St‏ و تنها اگر برای هر ER‏ 2 ,0 ,2 
(rey) + 2 = 2 * (J * 2)‏ 
اگر وتنها اگر 
a(a(z + y) + bry + 2( + b(a(z + y) + bry)z =‏ 
a(x + a(y + z) + byz) + br(a(y + z) + byz)‏ 
اگر Sis,‏ 0۲2+ ده < 2 + ۲و پا )2 - ")× = x(a — x)‏ حال Sl‏ ۰,۱ ج ia‏ آن‌گاه 
2 = ته که لزومی ندارد. بنابراین؛ اگر ۱ ,ه # a‏ شرکتبدیری برقرار نبست. در حالت و a=‏ 


شرکنپدیری به وضوح برقرار است. در حالت ۱ = »۰ + همان عمل دوتایی تعریف شده در 
تمرین ۲۴ است. در نتیجه در این حالت نیز شرکتیدیر است. 


DAL ای اعداد طبیعی 2,۷,2 هر دو‎ Lo . الف) عمل دونایی ۱* شرکتبدیر است‎ ae 
بزرگ‌ترین مفسوم‌علیه مشترک مثبت سه عدد 2 ,۷ ,2 هستند. عمل‎ )» * y) #2 و‎ * ) + 2( 
دوتایی ,+ به وضوح تعویضپدیر است.‎ 

ب) توجه کنید ۱ =[ ها او تھا Sl‏ راغلی اکر و هاا کر ۲ = Se‏ 


نتبجه تنها عضو وارونبذیر N‏ نسبت به *» عدد ۱ است و وارون آن خودش است. 


R4‏ فرض pace aS‏ همانی × نسبت به + باشد. با قرار دادن » = 2 در شرط داده شده. 
نتیجه می‌گیریم برای هر × € 2 , داریم لا * 2 = 2  *‏ و در نتیجه * تعویضہدیر است. 
X‏ € 2 ,۷ ,2 داریم: 


PERU See (y ez) ERT) 


4 الف) نعویضبدیری * از تعوبضپدیری جمع ماتریس‌ها به آسانی نتبجه می‌شود. 
ب) برای B A‏ و ) داده شد ه داریم: 


A+ ۱ : ۱ 
9 ۱ 
)۸ + B)*C= AB+BA)C+C(AB+BA cat ۰ a | 


س کہ O‏ 


O‏ رات 
| ا 


ولی 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ 000 


At ۴۳ ۲ 
A(BC+CB)+(BC+CB)A 2 9 
As(BxC) = AEDES 1! =| 1 


داریم: 


سس کت 


۸ +۲۸ A+A 


TE E 
۲ oe 


A+ A= 44544 = ۰ AEM الف) برای هر‎ ٩ 

پ) فرض کنبم ۸ عضو همانی ۸ با عمل + باشد. دراین صورت برای هر BEM‏ داریم 
۸ + = 8 = 8 +4. بعنی BAAB‏ = ور = 48584 ولی نساوی ظفبهد - ABBA‏ 
به AB = BA‏ می‌انجامد. از این رو تساوی 8 = ABBA‏ به معنی ۰ = 8 است که 
متناقض با دلخواه بودن 8 است. بنابراین» M‏ با عمل + عضو همانی ندارد. 

ت) به راحتی از تعریف + نتیجه می‌شوند. برای مثال 


A*(B+C) = ABO اد‎ 
(AB SAI 4 SACU CA) — (A* B)+(AxC) 


Sl orl Sas gay abs ee 


eee ees 


O | ح‎ 
nN” 


۸۰ 8 ) 


ولی 


۱ 
زره 
عمل دوتایی * شرکتیدیر نیست. ترا هشال ۱ در ار CB‏ را مانند فسمت «ب» تمرین 


در صورتی که 


۸ ۰ (BeC)=( تب‎ ) 


îı 
دراین صورت» چون‎ a+ bi,c+ di € 7] mS الف) فرض‎ . ۰ 


(a + bi) + (c+ dî) = (a + c) + (b + d)i 
(a + bi)(c + dt) = (ac — bd) + (ad + bc)i 


عضو [7]1 هستند. 
پ) اگر عدد مختلط :9 + ه = 2 نسبت به ضرب وارونبذیر باشد آن‌گاه عدد مختلطی 
ge‏ وود دارد به zz ۲ OS ce jg‏ در تیه Ns ee SN‏ ۰۶ 2 2 سین 


۱ 2 ال کر چو 2 دز تاه oS ol ace‏ واوا اعدد طبع نك در 
نتیحجه ۱ = ۳ یعنی Sho SS")‏ 6 سيبس جون ۵ و عدد صحیحند. ۰ = هو 
b= o Lo=+\‏ 9 ا a=‏ بنابراین ti‏ و ±١‏ تنها اعضای وارونبدیر Z[t]‏ نسبت به ضربند. 


| تیش وروی دو مک ys‏ دای مال eV SY‏ ال کر 


۵ = ۲ : ۱. تقسیم روی 5 شرکتبدیر نیست. زیر برای مثال + = ۳ : (۲ (Vi‏ در ضوزتی 
NENTS‏ 


(a +b) +e = (a +b) +c = a+ (b + c) = a + (b + e) 
a+ (b+ 2) 


(a+b) + ع‎ 


Hod 


صحیح نتیجه می‌شود. ویژگی تعویضبدیری + و م. به ترتیب از تعویضبدیری جمع و ضرب 
اعداد صحیح به دست می آید. به علاوه» o‏ عضو همانی tn‏ و ۱ عضو همانی en‏ امیت 


: جدول‌های کیلی جمع و ضرب روی +2 به صورت زیر هستند‎ TT 
۳ ۳ F۴ ® 


۱ ۲ ۳ 


0 
اص 
|« 
|4 
سب 
O‏ 


0 


هه 


|- اک ام |ح | ۵ | 
اک اب O]‏ | ه اص اب 
اک O|‏ | ه | | | 
اه اه | هه | و | ه 


o |‏ ام اس | o‏ هت | 
O| ۰ |‏ اه | | اص 


> اک | Ol‏ | و 
O|‏ | ه |= |« )4 | 
| ° |= |4 اک ام ی 
| ° |= |« |4 ام ol‏ 
«o1 lol jo]‏ 


O| | | «| —| o | 
O| | 4| «| =| o | 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ ۵۵۷ 


جدول‌های کیلی جمع و ضرب روی 7۷ به صورت py‏ هسنند: 


۲ ۵ 
Rhee VY E F-8 
CBT FY WAT © 
TE oY U Of 
Flo F1 O0 + ASE 
۵۱۰ ۵ ۳ ۲ VF Y 
Tie TT OFT ۰ 
a ae es OT STO 
8: 1 ¥ FT | 
۱۳۰ ۱۰۱ a Oe oe 
YON. TOE 
Ceo oF oO: Ae se: PY 
Lf O44 “a ۱ ۳ 
SIS eyo XO FF 
SS ee Ae TTF ® 


€٤ 2, ۱‏ ۵ نسبت به ضرب وارونبذیر است اگر و تنها اگر ۱ = (a,n)‏ زیرا 


(an)=\) = و3‎ 62,۱ =ra+ sn 
<=> r,s 67,۱ - ۳۵ = 0 
<=> dreZ,\=nra 
<=> dreZ,\=ra 
> نسبت به ضرب وارونہدیر باشد‎ 7 


۷ الف) Bn‏ شرکتبدیر است. زیرا؛ اگر ۳  <‏ ,6 » و ۲ = 6 ,۵ ٣‏ آن‌گاه با توجه 
به تعریف On‏ و الگوریتم تفسیم در 2 اعداد صحبح ٩‏ و و وجود دارند به طوری که 
rteco=ng’ +r ga +b = nq +r‏ بنابراین ۳ + .(a +b) +c = n(q + q')‏ همجنین 
اگر د = ,6 و !5 = 8 ,۵ » آن‌گاه اعداد صحیح و م وجود دارند به طوری که 
و + c= np‏ + او و + و = +s‏ . بنابراین c( =n(ptp')+s'‏ + + ولی 
(۵ 0) +ه = 0+ (0+0). پس با توجه به یکتایی بافیمانده در الگورینم تقسیم و = » یعنی 
(b Gn (‏ م6 Gn 6) Gn C=‏ 6). به طور مشابه. با استفاده از الگورینم تفسیم و شرکتپذیری 
ضرب معمولی اعداد. شرکنپدیری On‏ ثابت می‌شود. به علاوه؛ ویژگی تعویضبذیری On‏ ( و 
(On‏ از برقراری این ویژگی در مورد جمع (و ضرب) اعداد صحیح نتبجه می‌شود. عدد 0 
عضو همانی Zn‏ نسبت به ,© و عدد ۱ عضو همانی Zn‏ نسبت به On‏ است. 


۵۵۸ مبانی ریاضیات 


ب) فرینهٌ (وارون) ٩ € Zn‏ نسبت به ,۵ ه - 2 است. 
۸ حتول Loe @y‏ مانند Jae‏ ب+ است با این تفاوت که هر م7 € a‏ جانشین TE Ln‏ 


شده asl‏ جدول‌های کبلی By (Oy‏ و Oy‏ نست با جایگزینی دکر شده به ترتیب همان 


جدول‌های کیلی ty cg‏ و ب. هستند. 


حل تمرین‌های فصل ۲۲ 


oe‏ با توجه به قضیةٌ ۰۷۰۱۱ عمل ترکیب توابع شرکنپذیر است. با توجه به قضیه ۱ تابع 
همانی عضو همانی *× : نسبت به ترکیب توابع است. 


¥ فرض کنیم G‏ نیمگروهی متناهی باشد. را ی ری کر این iy gob‏ 
ca™ a’ ca‏ ...نیز عضو G‏ هستند. که در آن =ata‏ ۵۲ ۲*۰ < "م .... از آن‌جا که 6 
متناهی است. اعداد طبیعی gm‏ وجود دارند به طوری a™ =a" aS‏ فرض کنیم ۸ < 77. 
در این صورت ۰ - 77 = ۸ عددی طبیعی است. حال نشان می‌دهیم ۵*۳ = 2 خودنوان است. 
از آن‌جا که 7-۰ = ۸ داریم Symantk‏ نتیجه oi arg es Ge‏ وال 


n+k n „n Yn 


aint’ = a" ." = ۾‎ 


= 7 0 


به همین ترتیب, با استقرا ثابت می‌شود ab PFE = ak‏ حال 


۲ : 
ی‎ k = ak" tk gk an ak” ak = gk? tk = ak” 


Cae = a kr kn 0 = qk? 


به همین ترتیب با استقرا ثابت می‌شود SE‏ 


af”‏ خودنوان است. 


۵. الف) شرکتبذیری عمل دوتایی تعریف شده» از شرکتبذیری + نتیجه می‌شود (جطور؟). 
به علاوه تابع ۸ ج ۸ : ۸ که برای هر M‏ > ت به صورت ts k(x) =e‏ می‌شود؛ عضو 
همانی A‏ نسبت به عمل دوتابی تعریف شده است. 

aS وعوداداردابه طوری,‎ FEA ناش آن کاه تابعی ون‎ wis, Fe ASI (So 

۸ < 9 = fو»‏ که در آن pack‏ همانی A‏ است که در فسمت «الف» تعریف شد. با توجه 
به تعریف عمل دوتایی روی A‏ و تعریف ۰ ۸ = gf = fg‏ به این معنی است که برای هر 
cz E ۲‏ 


۵10 مبانی ریاضیات 


TEM نسبت به * در 14 باشد. دراین صورت. تابع /۸ +-- ۸ : و که برای‎ f(r) وارون‎ yf 


به صورت ,۷ = G(T)‏ نعربف می‌شود. وارون f‏ نسبت به عمل تعریف شده روی ۸ است 
(حرا؟). 


1 الف) فرض کنیم 77 متشکل از dam‏ عضوهای همانی چپ گروه G‏ باشد. کافی است A‏ 
نسبت به عمل G‏ بسته باشد. فرض کنیم ۱ و 6 همانی جپ گروه G‏ باشند. در این صورت؛ 
جون ey‏ همانی چپ (Cowl‏ ۷۲ = ۰۷ که عضوی از لا است. بنابراین 7 با عمل € یک 
گروهواره است. به علاوه؛ این عمل روی H‏ شرکتپذیر است. زیرا روی G‏ شرکتپدذیر است و 
HCG‏ 


۸ با توجه به فضيةٌ ۱۵.۲ «ب» و «پ»» ۵ روی P(X)‏ تعوبضبدیر و شرکتپدیر است. با 
توجه به فسمت «ت» همان فضیه 0 عضو همانی نسبت به A‏ است. با توجه به فسمت «ث» 
Ao mie tate‏ ی کاس ها اي PU)‏ وهی و 


seal 


٩‏ از آن‌جا که ۲۳۲ = ۰۲۳.۲۳ ۸ نسبت به ضرب اعداد بسته است. علاوه بر این؛ عضو 
همانی ضرب اعداد Glare‏ به ۸ است, زیر ۳ ۱. همجنین وارون هر عضو A‏ نسبت به 
ضرب عضوی از ۸ است. زیر ۲ = ۱-(۲۳). بنابراین؛ A‏ زیرگروهی از (Ry)‏ است و از 
این رو همراه با ضرب اعداد گروه است. 


۰ الف) 1 زبرگروه € نیست. cles‏ وارون (فربنة) اعضای lag SH‏ عضو 11 نیستند 
(توجه کنید که H‏ نسبت به + بسته است و 61 ). 

ly; ERIE EI‏ برای هر 0 € ,و 7( + و) = 97 + 07 مضربی گویا از 
a‏ است. به علاوه eo on € H‏ همجنین برای هر 77 € ٩7‏ = ۰ (-) = 2- مضربی 


K gH جون‎ -t, ye K و‎ 2,۷ 6 H این صورت‎ yo .2,y € H4 ۱ فرض کنبم‎ ۱ 

نسبت به عمل »6 بسته‌اند؛ A‏ € 2۷ و wy € K‏ بنابراین .y € HN K‏ به علاوه. چون 
7 6 و 1 6 6 ۲۱1 11 ع 6. همجنین برای هر 1 0 ۴ € ؛ چون 7 € 2 و EK‏ 
6 ۰-۱ و 1 2m‏ بنابراین CHAK‏ 27 در نتیجه HK‏ زیرگروه € است. HUK‏ 
لزوما تبرکروه 6 عیشت I as‏ ۲ات ی زر Se‏ ( 99 2) 
هستند. ولی (۰,۲,۳,۴) = 8 لا 1 زیرگروه آن نیست. زیرا؛ نسبت به By‏ بسته نیست: 


حل تمرین‌های فصل ۲۲ Ov")‏ 


YO ,Y =O¢HUK 


۲ با توجه به تمرین ۲۳ فصل ۰۲۱ (Zn tn)‏ یک گروه آبلی است و (..,2) یک 
تکوارة تعویضپدیر است. حال با توجه به تعریف حلفه تعویضپذیر یکدار کافی است نشان دهیم 
on‏ روی tn‏ توزیعپذیراست. ولی این مطلب هم از توزیعپذیری ضرب اعداد روی جمع آن‌ها 
نتیجه می‌شود. یرآ نزای:هر ba‏ 2 دن Zn‏ داریم: 


Gn(b +n €) = 2) +c) = a(b +c) = (ab) + (ac) = ab +, a€ = (Gnd) مد‎ (Gnd) 


با توجه به تعویضپذیری on‏ توزیعپذیری on‏ روی ,+ را از سمت راست نیز داریم. 
همجنین با توجه به تمربن ۸ فصل ۱ (Zn, Bn)‏ یک گروه آبلی است و (Zn, On)‏ یک 
نکوارة تعویضبدیر است. به غلاوه On‏ روئ On‏ توریعیذیر است. زیر Sl‏ ہ2 € 6 ,ره 
و c=‏ 6 و = ۲ ,6 ۰ آن‌گاه 7 € 9 , وجود دارند به طوری که ۲ + 7 = ۰ + ۷ و 


.ar = nq’ + r'‏ در نتبجه ۰-7 (b+‏ = ۲ وازاین رو 
nq' + r' = ar = a((b +c) — nq) = a(b + c) — ang‏ 
بنابراین؛ ۳+ -a(b+c) = ۰) +aq)‏ یعنی r/‏ باقیمانده تقسیم a(b+c)‏ بر 7 است. همجنین. 
اگر ه ‏ 6 ,۵ »و (a On b) On (a Onc) =s" ga On c= sS‏ آن‌گاه اعداد صحیح pl” op’ P‏ 
وجود دارند به طوری که cab = np + s‏ لو + np" + s vac = np'‏ = او + .s‏ بنابراین 
ab+ac=n(pt+p')+(s+s')=n(ptp'+p")+s"‏ 


۰. ِ 


بعنی ‏ بافیمانده تقسبم ac‏ + 9» بر 7 است. حال باتوجه به تساوی 
c) = ab + ac‏ + )۰ و بکتایبی بافيمانده در تقسیم) نتیجه هی کیربت Se"‏ نع 
.d On (b On c) = (a On b) @n (a On c)‏ بنابراین (Zn; On, On)‏ ریک حلقه تعویضیدیر 


داریم: 

)2-۱(۰ + ۰ = ])-۱( + ۱[۵ = وه‎ = o 
حال بنا به منحصر به فرد بودن قرینه (قضیه‎ at )-۱(۰ = ot و بنا به تعویضپذیری‎ 
به‎ .)-۱( = a را ببینید)؛ ۱(۵-) وارون (فرینه) ه نسبت به جمع است؛ یعنی‎ ۱ 
(-\)a = -a=a(-\) بنابراین»‎ .6)-۱( = -a طور مشابه؛ ثابت می‌شود‎ 


whol, ol. ۵71۲ 


7 الف) فرض کنیم b+a=cta‏ با اضافه کردن »-به دو طرف تساوی و استفاده از 
شرکتہذیری جمع. ننیجه می‌گیریم » = ظ. 
شا )نبا deg‏ یه وه ۲ و استفاده از نماد کداری :د کر شده ذر 3855 ۲۹,۲۲ رت » 
داریم: 
eee ee‏ وی ee ee Cee peer ee‏ 


۱۵ . ب) تساوی o‏ = 0 0 ا مياه YA.YY‏ «الف» با قرار دادن ه = به دست می آبد. 
ت) فرض کنیم ه = اه و ه  a‏ جون 60 = , ۰ = ه = اه. حال با فرار دادن 
© = » و استفاده از تعویضبدیری ضرب: حکم از فسمت «ب» حاصل می‌شود. 
Gea)‏ یعس اد ۲ الف». برای هر ao = 0 ca‏ ازاین رو» ضرب ٥‏ در هیچ عضو 
F‏ رايغا \ نمی شود. یعنی › o‏ وارون صربی ندارد. 
ج) بنا به فضیه ۲ ۲ رت 07۱-۱ - .(bd)7‏ پس با استفاده از توزیعیدیری ضرب 
روی جمع و شرکتبدیری ضرب. داریم: 
(ad + bc)(d~ ۱۵7 ۱‏ 
(add~ ‘b~‘) + (bed ۲۵۳ ^)‏ 
(ab~‘)+(cd~‘bb-‘) = (ab-‘) + (cd 7)‏ = 


(ad + bc)(bd)~ ۱ 


.٦‏ خیر؛ Ze Alle ns Ze‏ نیست. در واقع» 77 حتی زیرمجموعةهٌ 2 نیست. مثلا" عضو ه 
در 7۳ مجموعه 

۱ ع ۸ : of = {Tk‏ 2۷ 0 : ,67 106 
است؛ ولی » در 7۴ مجموعد زیر است. 


1» 67, : 6 < (ه‎ < 1۴۸ : EZ} 


۷ک 2 یه By‏ سا oy‏ سم فشک مه چ۵ سه تخت یرای ال 
E Jez.‏ 


۸ عضو همانی F(R)‏ نسبت به جمع یعنی ab‏ ثابت صفر» عضوی از 5 است زیرا همه 
اعداد از جمله صفر را به صفر می‌نگارد. به علاوه. 5 نسبت به جمع و ضرب F(R)‏ بسته 
است: زیرا؛ اگر F(R)‏ ع 0 آن‌گاه 


) +g)(o) = f(0) + ه + 0= (ه)و‎ =o 
(fg9)(o) = fle)g(e) = هه‎ =o 


حل تمرین‌های فصل ۲۲ Our‏ 


در نتبحه و + ] و و[ عضو 5 هستند. دربایانبرای هر 5 € bo-fe Sof‏ 
(Ale) ==s(2) = ۰‏ 


bE 2 مقسوم‌علیه صفر است اگر و تنها اگر عضوی ناصفر چون‎ ۰ # a € 2 V4 
بر 1 صفر‎ ba وجود داشته باشد به طوری که ه = ۾ © 9 = ۵ © ه (بافیمانده تقسیم ۵0 و‎ 
مضرب 1 باشند. بنابراین یک مقسوم‌علبه صفر‎ ba و‎ ab باشد)؛ یعنی اگر و تنها اگر‎ 
۲ نبست. زیرا؛ حاصل‌ضرب آن در هیچ یک از اعضای ناصفر 7 مضرب 1 نیست. ۲ و‎ 
مقسوم‌علیه صفر است.‎ ۴ YQ: =o مقسوم‌علبه صفرند. زیرا ۱ = ۳ × ۲ و در نتیجه‎ 
همجنین؛ ۵ مقسوم‌علبه‎ .۴ ©٩ = زیراء ۱۲ = ۳ × ۴ مضربی از 1 است و در نتیجه ه‎ 
Ag: مضرب السك‎ ۵ × OF × ۵ ۴ × ۵ ۲ × ON × ۵ صفر نیست . زیراء ھج یک از‎ 
bE Ly و تنها اگر عضوی ناصفر چون‎ Sl مقسوم‌علیه صفر است‎  ج‎ » € Dy طور مشابه:‎ 
مضرب ۷ باشند. با‎ ba gab وجود داشته باشد به طوری که ۰ = و بج 0 < 0۵۷ ۰!یعنی‎ 
Bla توجه به این مطلب از اعضای 7۷ در می‌يابيم که 7۷ مقسوم‌علیه‎ 


(Call . ۰‏ مشخصه حلفهٌ 7 صفر است. ley‏ عددی طبیعی چون ‏ وجود ندارد به طوری 
ES‏ در واقع» برای هر ۸ € » ۰ # ۸= ۱+۰۰۰+۱ = n.‏ از آن‌جا که جمع Z‏ 
همان جمع در Q‏ و ۸ است» استدلال بالا نشان می‌دهد مشخصه‌های Q‏ و R۸‏ نیز صفر است. 

ب) (aden) ۱4۱۰۰۰۸ =  هدنامیفاب oe‏ بر 7 صفراست ° = ۱8۰۰۰۵۱ ۱۵۸ 
n)‏ مرتبه). به علاوه برای هر « > hk‏ = ۰۰۰۳۱+ ۱+۱ ( مرتبه) و در نتیجه 
VE‏ ,6,۰۰۰ ۱ (# مرتبه) که در Zn‏ مخالف صفر است. بنابراین؛ ۸ کوچک‌ترین 
عدد طبیعی است به طوری که 0 = NV‏ در (Ar‏ مشخصه Zn‏ برابر با 7 است. 


ly ۱‏ به تمرین ۰ (2)26(:۵) گروهی LT‏ است. به علاوه» بنا بر قضیه CED VON‏ 
۵ روی A‏ توزیعبذیر است. همچنین. (2)26(,۲) یک نکواره است. زیرا ۱) یک عمل دوتایی 
شرکتبذیر روی P(X)‏ است ٩.۲ Aes)‏ «ث» را ببینید). × عضو همانی P(X)‏ نسبت به 0 
است. زیرا برای هر × AC‏ داریم =A‏ ۸۲۱2 < ۱۸ . 


eT‏ کا انیت نهان ده ]2 زبرحلقه‌ای از هیأت اعداد مختلط است و ۶ه +۱ = ۱ را 


شامل می‌شود (جرا؟). فرض کنیم bi‏ + » و di‏ + » عضو ]2 باشند؛ یعنی 4 ,0,9,6 عضو Z‏ 
پات دی این صورت. با توجه به تعریف جمع و ضرب اعداد مختلط داریم: 


(a + bt) + (c+ di) = (a + c) + (b + d)i 
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)z 


۵ مبانی ریاضیات 


حال جون 2 نسبت به جمع و ضرب و تفریق اعداد بسته است. ‏ + ل + ۵ 06-00 و 
ad + be‏ نیز عضو Z‏ هستند. بنابراین حاصل‌جمع و حاصل‌ضرب فوق عضو ]2 هستند. به 
علاوه. چون 7 € ۰ ,۱ ۶ه + ه = ٩‏ و ۰۶ +۱ = ۱ عضو Z[i]‏ هستند. همجنین DAS Aig yd‏ 
مختلط (—a) + )-0(۶ ca + bi‏ است. ولی اگر 2 abe‏ آن‌گاه Z‏ € 8-,ه-. بنابراین قرینه 
هر عضو Ble‏ عضوی از ]2 است. بنابراین؛ [7]7 حلقه‌ای تعویضپذیر و یکدار است. 


۳ کافی است نشان دهیم Q[VT]‏ زیرهیأت 8 است (چرا؟). ابتدا توجه کنیم که اعداد ه 
و ۱ عضو QIVT]‏ هستند؛ زیرا ۰۷/۲ +ه = » و ۰۷۲ +۱ = ۱. حال» فرض کنیم ۵۷۲+ ۾ 
و 4۷۲ +۰ عضو Q(VY]‏ باشند, که نت ٩‏ 0 , ,,ه. در این صورت. جون 

(a + BVT) + (c+ dV¥) = (a + e) + (b+ ۲ 
(a + bVY)(c + dVY) = (ac + Ybd) + (ad + be) VY 


و e + ۲0۵ b+ diate‏ و ۵۰ +۰4 عضو Q‏ هستند. نتیجه می‌گیریم [۷۲] نسبت به 
جمع و ضرب بسته است. علاوه بر این فرینه 0۷۲+ 0(۷/۲-) + (=a)‏ است. که چون 
Q@‏ € 0- ,هب عضوی از QIVT]‏ است. همچنین برای عضو ناصفر 0۷۲ + ه از [4]۷۲ 
داریم: 

۱ 0-0۷۲ 0 b JY 


ell‏ سس سس 


cape at EYO ay NO! a’ + ۲ 


که چون چچچ و aber‏ عدد گویا هستند» عضو [4]/۲) است. بنابراین QIVT]‏ زیرهیات 
R‏ است و در نتیجه خود یک هبات است. 


حل تمرین‌های فصل ۲۳ 


ial ۱‏ ب در هر دو حالت همربختی است (جرا؟). توجه کنید که =o‏ ه + ه و ه = 12.0 


۲ در حالت اول همریختی نبست. توجه کنید که ۱ 7 ۱ + ۱. در حالت دوم همربختی 
است؛ زیرا ۱ = (0»)م و ۱ = ۱.۱ = p(a)y(b)‏ 
۳ م با تعریف «الف» همریختی نیست. زیرا 
p(n +m) = (n+ m) + ۱ = Yn + Ym (۸‏ 


در حالی که ۲ p(n) +y(m) = ۲۰+ ۱+ m+ ۱ = n+ m+‏ تابع م با تعریف (wy)‏ 


p(n + m) = (n + m)' = Yn" + Ym" + fnm 
p(n) + y(m) = ۲٣ + ۲۶۰۲ در حالی که‎ 
ل. چون م پوشاست» عضوی چون € ت وجود دارد به طوری که‎ € €۲ AS فرض‎ F 
آن‌گاه‎ 2-۱ = x حال اگر‎ p(x) =y 
yy = 9(2).p(z) = p(z).y(27') = "ت«ه)م‎ ۱( = e) =e 


(که » = y(e)‏ از یکربختی بودن م مشابه قضية ۳ «پ» به دست می‌آبد.) بنابراین 
(2)م = ب وارون خودش است. 


SOAS ری ها‎ Zn 
0 


117 مبانی ریاضیات 


det eos 1‏ همریختی حلقه‌ای نیست. زیرا؛ اگر ae‏ دترمبنان عمل ضرب را حفظ 


Sy 


.det(A + 8) = ° ولی‎ detA+detB=—-\ پس‎ detB < -۲ و‎ de14 = ۱ آن‌گاه‎ 


2,4 € Gy بودن ۰۱ برای هر‎ hl فرض‎ 9¢:G, جب‎ Gy با در نظر گرفتن یکریختی‎ LY 


داریم: 
v(y')p(2') = yz‏ = ( 2 لام = ( لا هام = ( )م( )ام = ry‏ 
که دوا G\‏ € ۷ با 9(z') =P halo‏ و p(y’) = y‏ از lings‏ بودن 7 به دست آمد دانك. 
حال با استفاده از یکریختی Gy‏ بت Gy‏ : ۱-م (اثبات قضیه ۱.۲۳ را ببینید) مشابه 


v(yz)‏ = (2)م(9)م = o(z)y(y)‏ = (رات)م 


و م یک به یک است؛ 2 = zy‏ 


۸ فرض کنبد 5 ج 7 : م یکریختی باشد. دراین صورت؛ چون 


(جرا؟) ۰= (۱.)م = ه < پر۰.۱ 
(She)‏ ۰ 2 (ورا)مم >= 
o‏ = وام جے 


ChR=ChS 


٩‏ فرض کنید RS‏ : م یکریختی حلقه‌ای باشد. در این صورت با توجه به قضیه 
۳ «پ» و تمرین RO‏ نعویضبذیر و یکداراست اگر و تنها اگر 5 تعویضپذیر و یکدار باشد. 
Slee‏ ادن فانون حذف صدق گند برای هر 5 ع 2 ,و ,2 با ه کوب اکر 22 < رت که 
در آن )2( = oy’) oe‏ = ن (2)م = ی آن‌گاه 


v(2'2')‏ = (2)ام(2)م = 22 = ty‏ = ( ام( ام = ( لا تام 


که با توجه به یک به یک بودن م» نتیجه می‌دهد 22 = 2 وازاین رو 2 be)  <‏ به 
قانون حدف در ۸). پس =z‏ (2)م = -y = vy’)‏ بنابراین 5 در قانون حدف صدق می کند. 
فسمت دیگر تمرین نیز با استفاده از یک به یک بودن LY‏ یکریختی بودن ۳ ثابت می‌شود 


حل ثمرین‌های فصل ۲۳ ONY‏ 


(جطور؟ ( 


تعویضیذبر و با پکه باشد. بهعلاود: با وجه به ٩ ۲۳ glad‏ «ت»» ۸ € 0 وارنپذیر است 
اگر و تنها اگر 5 € () وارونبذیر باشد. Rul pls‏ هبات است Sl‏ و تنها اگر ole ٩‏ باشد. 


۱ الف) فرض کنیم ۸ ع ± ماکسیمال باشد و 8 € ر به طوری که f(t) Sy‏ با توجه 
به این که بکریختی است؛ عضوی منحصر به فرد چون ۸ '» وجود دارد به طوری که 
fle) =‏ چون | یکریختی ترتینن است؛ از (ه)۶ ۷ > (ه) نتیجه می کرت 2 >2 
meas)‏ اشا بس oS Dey ee‏ ا بنابراین f(z)‏ ماکسیمال 
Gals alts ances‏ من شود las‏ گره یبال اش آرگاه ها مر سان اشت: 
عکس این احکام با استفاده از این واقعبت ثابت می‌شوند که اگر ‏ جب ۸ : م یکریختی 
ترتیبی باشد آن‌گاه ۸ + 8 : ۱ "م نیز یکریختی ترتیبی است (یا به روش مستفیم). 

ب) فرض کنبم y‏ پوشش ۰ باشد. از آن‌جا که ی > f(x) > fly)‏ (چرا 
.)٩۶)2( F Fy)‏ به علاوه اگر fly)‏ > 2 > (2)]:و f(z’)‏ = 2 آن‌گاه ۷ > "2 > و در 
نتیجه ل = با ٭ = eo‏ از این رو fly) G2 = f(z)‏ = 2. بنابراین FY)‏ پوشش f(z)‏ 
aes!‏ عکش این رانطه سا اما از این که مج و بی es‏ فر کشت اسک ربا باه 
روش مستفیم)؛ به دست می آید. 

پ) فرض کنیم ۸ UU‏ مرتب باشد و 8 € ۵,0. فرض کنیم ۸ € ,» به طوری که 
f(a) =‏ و (۶)0. چون A‏ کاملا مرتب است؛ '» > هیا ه > al‏ پس f(a) > F(a")‏ با 
f(a") > F(a)‏ بنابراین B pian dS DD SH‏ کاملا" مرتب است. عکس این حکم نین 
مشابه YL‏ با استفاده از یکریختی ترتیبی BA‏ :77۱ (یا به روش مستفیم) حاصل می‌شود. 


cog rhe است. به‎ 
—\ — \ \ \ 


٠ ۱ ۱ 
n<n چم — > — هه سح بت‎ SK سا‎ 
= n < n n تک‎ 


n 7 n n 


و در نتیجه f‏ یکریختی ترتیبی است. ولی A‏ و 8 یکریخت ترتیبی نبستند. زیرا 8 دارای 
عضو ماکسیمال است (عدد ۱) ولی A‏ عضو ماکسیمال ندارد» زیرا برای هر + - ۱١‏ = 2 در ۸ 
که × € mn‏ عضو ay‏ - ۱ = ن را در ۸ داریم به طوری که ن > ند. این مطلب با توجه به 


تمرین ۱ (Ally‏ عدم وجود یکربختی ترتیبی بین A‏ و 8 را نشان می‌دهد. 


۳ به یاد آورید که P(B)‏ جک P(A)‏ : .] به صورت f(X)‏ = (26), برای X CA‏ 


OVA‏ مبانی ریاضیات 


تعربف شده است. بنا به قضیهٌ ۳۸۰۱۰ «الف»» ,× € ,× نتیجه می‌دهد F(X) > f(Xy)‏ 
پس ,7 حافظ ترتیب است. همچنین P(A)‏ ج P(B)‏ : *] با تعریف (۷) 
نوجه به فضبه ۳۹۰۱۰ «الف». حافظ ترتیب است. 


۴ برای هر مجموعةٌ Bye‏ مرتب چون (> :۸)؛ تابح همانی یک یکریختی ترتیبی از ۸ 
به A‏ است. پس رابطه یکریختی ترتیبی انعکاسی است. فرض کنیم (ASS)‏ و (۲> (Bi‏ 
یکریخت ترتیبی باشند. دراین صورت تابعی دوسویی چون 8 + ۸  :‏ وجود دارد به 
طوری که 


(Va,,ay € A) ay <١ ay <=> flay) <Y f (ar) (*) 


حال A‏ ج 8 : fo!‏ ا دوسویی استٽت. به علاوه» برای هر 8 € iby, by‏ عضوهای 
منحصر به فردی جون ۸ 6 ay‏ ,به وجود دارند به طوری که flay) = by‏ و flay) = by‏ از 
این رو (۲)۵۱ 77 = ۱ و ay = f7 (by)‏ پس با توجه به درستی CO)‏ داریم: 


by <y by <=> f(ay) <y f(ay) ج‎ ay >, ay ج‎ fo *(by) > ۶۳ (by) 
7 ae ۰۱۱0۲ وب و‎ eee 


(۲> :8) و (Bs <y)‏ (0:>۳) باشند. آن‌گاه 6 ج ۸ : of‏ و نیز یکریختی ترتیبی است. 
g/t lye‏ فض ۲ و دوسویی است. به علاوه» برای هر A‏ € ۰۲ ,,ه داریم: 


dy => flay) <r flay) <=> gf lay) <r gf (ar)‏ > ه 


۱۵ . اجر رین fe : P(A) — P(B) AY‏ دوسویی است. به علاوه. برای هر 
CA‏ 2۲ ,26۱ بنا بر قضیۂ ۲۸۰۱۰ uly‏ 


۱ > 2۲۲ => )26۱( C f(Xy) 


F (F(X) (( € «الف»‎ Ti No آن‌گاه بنا بر قضیه‎ f(x اک‎ cons 
(مسئله‎ “F (F(X Xy))=Xy و‎ F (F(X OT f(Xy)) 
بکربختی ترئیبی است. بنابراین»‎ fe در نتیجه»‎ .2 € Xy ببینید). پس‎ ao 

(P(A): ©(‏ و (P(B)iC)‏ یکریخت ترتیبی‌اند. 


حل تمرین‌های فصل ۲۴ 


a’ < ۰٠٥۰.۲۴ ۾ ه. بنا بر مسئله‎ € F هیاتی مرب باشد. برای هر‎ F فرض کج‎ .١ 
برای 9 = ه نیز چون‎ aT + ۱ < ۰ مرتب»‎ dtl وه < ۱ و درنتیجه بنا بر ویژگی «الف»‎ 
حال اگر در هبأتی» » = ۱ + 2۲ جواب داشته باشد. عضوی‎ a + ۱ < ۱ ۰ (a =o 
چنین هیاتی نمی‌تواند مرتب‎ We پس بنا به حکم‎ .۵ + ۱ = 0  » وجود دارد که‎ a چون‎ 
باشد.‎ 


۳ الف) دو حالت تاو ca‏ ونم اگر ه > . آن‌گاه ± = |2| و در نتبجه 
« < |2| برفراراست. اگر 0 > آن‌گاه بنا به قضبه ٩.۲۴‏ «پ»» » < «- و در نثیجه 
٥‏ > (۵-)۲ = (»-) + 2- (مسئله ۴ «پ» را ببینید). پس» ہنا بر قضبد ۴ «ب»» 
> 2—= |ه|. نامساوی 2- > |2| نیز با بررسی دو حالت فوق» مشابه TG‏ ثابت می‌شود. 

ب) با توجه به «الف» ± > lt]‏ ون < انا و در نتیجه y‏ + 2 > || +۰2۱ همجنین 
lz] > -2‏ و ب- > |ن| و در نتیجه -lelt+lyl < -)» ty)‏ ولی إن + »| برابر با و + هیا 
y)‏ + 2)- است. به هر حال | + »| < J2|+ [yl‏ 

پ) فرض کنیم ‏ > fe]‏ با توجه به فسمت «الف»» ± < || و 2- < fe]‏ دراین صورت 
بنا به تعدی <› ±2 < و 2- < a‏ حال بنا بر فضیه ۴ «ت» از 2- > a‏ نتیجه می‌گیریم 
.=a@a <I‏ بنابراین ۵ > ±2 > 4-. 

ت) از «الف» با توجه به فقضیه ۴ «ت» نتیجه می‌شود. 

ث) چهار حالت را در نظر می‌گیریم. اگر ه < هوه > y‏ آن‌گاه » > ډه و در نتیجه 
ادا = [zy = cy‏ اگر ه < «و ه > ن آن‌گاه بنا به قضیه ٩۰۲۴‏ «ح»» ۰ > zy‏ بنابراین 
اا|«| = [ry] = —(zy) = 2(-y)‏ به همین ترتیب در دو حالت دیگر حکم ثابت می‌شود. 

ج) فرض کنید » # ن. با به کار بردن قسمت «ت» برای دو عدد ت و أ ل نتیجه 
می‌گیریم ' لاه = | رعا 

چ) اگر ‏ < out‏ > 2- و در نتیجه |ه| = 2 = -)-z(‏ = |2 -|. اگر ه > 2 آن‌گاه 


0 > 2- و در نتبجه |z|‏ = »- = | -]. 


ol. ۵۷0‏ ریاضیات 


ح) از آن‌جا که (2 - ن) + —y)‏ 2( = 2 - با استفاده از قسمت «ب» حکم ثابت 
می‌شود. 

خ) قسمت «ب» را برای 2 و ل به کار ببرید و از این وافعبت استفاده کنید که 
| = اب - | (بنا به فسمت «ج»). 

د) از آن‌جا که ty‏ (و - «) = ت با استفاده از قسمت «ب» نتبجه می‌گیریم: 


lz] = (x -y) + اب‎ > | — | + ly! 


و در نتبجه |x| - || > |» - y|‏ 
3( قسمت «د» را برای yt‏ ن- به کار ببرید و نتیجه بگیرید | + »| > || - le]‏ همچنین 
از به کار بردن قسمت (oy‏ برای gy‏ 2- به جای y ye‏ و این‌که |2 -| = el‏ نتیجه می‌شود: 


ار + | = | + | > |« - ]09| 


ازاین رو |ن| - || > إن (She) -let‏ حال اگر فسمت con‏ را برای | + 2| = » و 
eae ce ta iy eee aig‏ تا 

Sil 55 a O‏ کم oso eb‏ اگر » > 7۱ آن‌گاه جون ه > ۵ بنا 
بر قسمت «ج» فضیه ۴ > 7۱ = ۱. ولی این متنافض با واقعیت o‏ < ۱ است 
alta)‏ ۴ «ب» را ببینید). ازاين رو باید داشته باشیم ٩‏ < )0 

;( فرض کنیم atb oe a>b>o‏ ۾ غو <a" 5 bo‏ ۵-۱ آن‌گاه با استفاده 
از قسمت «ب» تعریف حلقه مرتب. نتیجه می‌گیریم ۱ = 097۱ > 007۱ = ۱؛یعنی ۱ 7 ۱. 
این تناقض نشان می‌هد ۵7۱ < bo)‏ توجه کنید که نامساوی‌های » < "هو ه > ۲" را 

ژ) فرض کنیم 0 < »و ه < . اگر / < » آن‌گاه با توجه به شرط «ب» تعریف حلقه 
مرتب؛ ۳ > a"‏ فرض کنیم a" < bY‏ جون bial $b"‏ #ه. اگر 6 > » آن‌گاه با توجه به 
شرط (Uy‏ تعریف حلقه مرتب» "9 > ۵۲. این تنافض نشان می‌دهد ا < 4. 


۴ با توجه به اين‌که < یک رابطه ترتیبی خطی اکبدروی R‏ است Ry‏ با آن یک حلفه 
مرتب است. به آسانی می‌نوانید ثابت کنبد Riz]‏ نیز با رابطة تعریف شده یک حلفقه مرتب است. 


۵ فرض کنید ,< یک رابطة ترتیبی روی Q(VT)‏ باشد. دراین صورت. » ,< ۷۲یا 
VY‏ )> ۰. نشان می‌دهیم در حالتی که 0 ,< ۰۷/۲ < همان رابطه > معمولی اعداد است و 
alia gs‏ که ۲ Sy ce‏ همان ابظه ua‏ امد aay‏ ۲۳۰۱۲ است: op‏ کنیع 
ه ,< VT‏ برای اثبات <-,< با توجه به قضیه‌های 1.۲۴ و ۷.۲۴ کافی است نشان دهیم 


حل تمرین‌های فصل ۲۴ \ OY‏ 
برای هر ¶ ع 6 ,۰0 
(x)‏ ه < 9۲+ چه و ,< 0۷/۲ +ه 


جون dul‏ ,< روی Q‏ همان Abad,‏ > معمولی اعداد گویاست (۱۲۰۲۴ را ببینبد)؛ «*» 
ما دا Listas!‏ 

o E ۷/۲ > 0‏ ,> 0۷۲ 
فرض کنیم را ys BVT‏ این وت 2 Oy‏ )11( ور تیه > Leb‏ اکر 


<o‏ ۲ [ ن‌گاه باید » > ۶ که ناممکن است. تن ۵ ۲ 7 برعکس؛ فرض کنیم 
ه < BVT‏ دراین صورت » D>‏ در نتیجه » b>)‏ پس ۰ )> ۲ ۷. حال فرض کنیم 


olin .۰ <, ST‏ استدلال YE‏ برای اثبات <= < کافی است نشان دهیم: 
Vb € 0‏ ه 0۷/۲ چسه ه ,> 2۷۲ 


ولی» با توجه به تعریف < داریم » < 0۷۲ جسه » > BVT‏ پس نشان می‌دهیم: 
<o‏ 9۷۲ چسه ه ,> 0/۲ 


i meer i eee ae 


tha, .٦‏ بزرگ‌تری معمولی به روشنی یک رابطةٌ ترتیبی خطی اکبد روی [4]۷۲ است و 
(0]۷۳ همراه با آن یک هیات مرتب است. همچنین مشابه با مسئله ۱۵.۲۴ می‌توانید نشان 
دهید dbl,‏ < با تعریف 


a+bV¥ > c+ 0۷/۳ —a-bV¥ > ۳‏ 
رابطه‌ای ترتیبی خطی اکید روی [4]۷۳ است که QIVT]‏ همرا ه با آن یک هبات مرتب است. 


۶ 


۷ هبات 
Q(VY, VT) = Q(VT)(VT) = {ut ۳ ۰ u,v € QVT}‏ 
هیأت مورد نظر است. ly)‏ بنا بر تمرین ۵ فصل ۰۲۳ ( (۲⁄)@ تنها با دو رابطة ترتیبی به 


هرب ترا هی کر e‏ 


به ae‏ مرنب ieee‏ می‌شود. 3 رابطها pene‏ 


OVY‏ مبانی رپاضیات 


utov¥ < + ۳ 


utovV¥ >rtsv¥ , u>r 
u + 0۱۷/۳ < ۱ r+ ۳ ج‎ + 0/۳ >r+sVY , u < ۲ 
u + 0/۳ وه سح ۳۴ +( م<‎ - ۰/۳ >r—sv¥ , u>r 
u + 0/۳۲ >—ertsV¥ ج‎ 9 - (۷/۳ >r—sVY , u>r 


که > رابطه ترتیبی مذکور در مسل ۲۳۰۱۴ روی (۲)) است. 


۸ الف) با توجه به مسئلة ۴ ۱۰۰۲«ب» © > ۱. حال با استفاده از فسمت «ت» فضیه 
۴ تنتبجه می‌گيريم 0 = ۰- > ۱-. بنابراین ۱ > ٥‏ > ۱-. 

ب) فرض کنیم ‏ < . در این صورت بنا بر ٩.۲۴ dyad‏ «الف» ن + « < THE‏ ولی 
(۱ + 2)۱ = 2 + 2. بنابراین ع + × < (۱ + 2)۱. از طرف دیگر چون »۰ < ۰۰۱ > ۱+۱ 
(بند (Oy‏ مسئلة ۱۰۰۲۴ را ببینید). در نتیجه بنا برتمرین ۰۰۳ < ۱(۲۲ (VA‏ حال چون 
و +2 < (۱ + 2)1 وه > ۱-(۱ +۱) با استفاده از قضیه ٩.۲۴‏ «ث» نتیجه می‌گیریم 
۱+۱(۱)(و (wt‏ > ۱(7 + ۱()۱ +2)۱ یعنی با نماد کسری, چ > 2. به طور مشابه؛ 

۲ < زر‎ => e+y>yty=y(\4 ۱( 
جح‎ (ety(Vt ۱۳۲ < ۱+ ۱۱+ ۱(۰۱ => Be < و‎ 

. - )۵- ۱( = + با توجه به این‌که » < ۱» برای هر ه داریم ۰ < ۱ ۱ + (ه-)‎ ٩ 

در نتبجه بنا بر ands‏ 1.۲۴ «ب ۱ -ه < a‏ 


حل تمرین‌های فصل ۲۵ 


۱ با توجه به قضیه ۵ کافی است نشان دهیم | eae Sa‏ 
فرض کنیم 2 «-- [2]۷  :‏ یکریختی باشد و « = (۷۲)م. در این صورت: از آن‌جا که 
۱ = (۰)۱ و م همربختی حلفه‌ای است؛ داریم: 


۲ = ۲([۲/)م] = [۳(۲/)]م = (۲)م  (۱)م + (۱)م‎ = n" 


که نادرست است. زیرا 7 عضوی با ویژگی « به صورت VL‏ ندارد (یعنی معادله ۲ = 2۲ 
در 7 جواب ندارد در حالی که در [2]۷۲ جواب دارد) این تناقض نشان می‌دهد [2]۷۲ با 7 


یکریخت نیست و در نتیجه خوشترتیب نیست. 


۲ اگر 0 > » آن‌گاه بنا بر قضبه ۱۰۸.۲۵ < 6 و در نتیجه بنا بر فسمت «ث» قضبه 
۳ کک کک -( و بنا به استدلال بالا نتیجه می‌گیریم 
-(-a)" > (-a)‏ ولی (She) (-a)" = a"‏ بنابراین »- > a> ۰ >a heal‏ و در 
نتیجه @ < a ۲ <  نیاربانب -a‏ ۲ 

اگر Auld‏ صحیح و مرتب D‏ خوشترتیب نباشد» این حکم لزوما برقرار نیست. برای مثال» 
۱ - ۷/۲ = ه را در [2]۷۲ در نظر بگیرید. 


1/ = )-2 : 2 € L} باشد. دراین صورت‎ K یک زیرمجموعه ناتهی‎ DL فرض کنیم‎ ٣ 
L! (D حال بنا به خوشترتیبی‎ (She) است‎ P= {ee 1 : ± < زیرمجموعه‌ای ناتهی از [ه‎ 
باشد. در این صورت‎ L! دارای کوجک‌نرین عضو است. فرض کنیم » کوچک‌ترین عضو‎ 
شید‎ ly ا‎ ۲ aes eo ees) است‎ Db ابزرگ‌ترین عضو‎ - -» EL 


۴ با توجه به شرط کوچک‌ترین بودن کوچک‌ترین کران بالا در صورت وجود منحصر به 


فرد است (چطور؟) 


۵. فرض کنیم Cpl yo b>‏ صورت. بنا بر تمرین ۸ «ب» فصل ۰۲۴ ( $i € (a,b)‏ 


حال همین استدلال را برای ‘a‏ ۱ بجای ib ca‏ کار ببرید و عضوی جون ay‏ در ((a,a\)‏ که 
زیرمجموعه‌ای از (a,b)‏ اتتااضا سات: با ادامه این روند. نامتناهی عضو (منمایز) در (۵,۵۱) ) 
و به gb‏ مشابه نامتناهی عضو در )5 (ay,‏ ) و در نتبجه نامتناهی عضو در )4,0( می‌يابيم. 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ 


0 بااسنقرا روی gen‏ استفاده از شرط (uy‏ خلقه مرتب نشان داده می‌شود 
که اگر 9 > ه > ه آن‌گاه 9۳ > "ه : توجه کنبد که اگر و = ia‏ آن‌گاه oS‏ 
حال اگر ه < ۰ < ۵ آن‌گاه ESR aires Sera REG SS‏ 
و < a+‏ > 1+ 

اگر ه yr,5>‏ *و == ۲۳ آن‌گاه و < . زیرا اگر s‏ < ” آن‌گاه با توجه به استدلال بالا 
”و > 7 که تنافض است. به طور مشابه» و > ۲ به تناقض می‌انجامد. 


۲ زیرمجموعه <a}‏ ۰۲ : 4 € 2{ = × از ۸ را در نظر بگیرید. نشان دهید X‏ 
در 1 دارای کران بالاست DM)‏ ۵۲). چون ۸ کامل است» نتبجه می‌گیریم ‏ دارای 
کوجک‌ترین کران SVL‏ منحصر به فردی چون #است. نشان دهید ‏ جذر مثبت یکتای ه است. 


۳ فرض کنیم 8 زیرمجموعه‌ای نانهی از 1 باشد که دارای OLS‏ تالا eel RS‏ در Gel‏ 
صورت 
( ع 2 : 1-2 < ۸4 


یک زیرمجموعة نانهی از ۸ است که دارای کران پایین در 1 است. در واقع؛ اگر ‏ یک کران 
بالای 8 در 1 باشد آن‌گاه —y‏ یک کران پایین ۸ در ۸ است. حال بنا بر مطلب ابت شده در 
اثبات قضیه. ۸ دارای بزرگ‌نرین کران ink‏ چون .2 در ۸ است. در پایان. کافی است توجه 
کنیم که ,2— کویچک‌ترین کران بالای ظ در 8 است (Shp)‏ 


حل تمرین‌های فصل ۲۷ 


۱ الف) اصل استقرای ریاضی را برای گزاره‌نمای 


3 


(Yk + ۱( = (n+ ۱(۲ 
k=\ 


ls a‏ جون ۱(۲ + + = ۴ = \ +۱ p(V) (Vx ۰+ ۱( + (Vx‏ درست است. 
فرض کنیم ( p(m‏ درست باشد. دراین صورت (۱ + p(m‏ نیز درست است. La‏ 
koe (YR ۱( ee. nie ea (m+ ۱(+ ۱(‏ 

(m 4+ ۱(۲ + Ym + = ۲و‎ + ۴+ ۴ 

(m + ۲(۲ 


۱ | | 


ب) sly‏ ۱ = «. نساوی داده شده به صورت )\ + ۱)۱ کب × ۲ است که به وضوح 
درست است. حال اگرتساوی داده شده. برای n =m‏ برفرار باشد؛ برای \ +" = نیر 
برقرار است. زیر 


۲۲۰-۷ 


k= 


بنابراین بنا به اصل استفرای ool,‏ تساوی داده شده برای هر EN‏ 7 درست است. 


(YE) + Y(m + ۱( = m(m + ۱( + Y(m + ۱( = (m + \)\(m+ ۲( 


یم 


k= \ 


Y‏ از آن‌جا که VT = WOU I+)‏ تساوی مورد نظر برای ۱ = 7 درست است. فرض 
کنیم تساوی برای =k‏ ۰ برقرار باشد. دراين صورت برای ۱ + ۸ = « داریم: 
جرا (۱ +( nT =i (RFT = MANCHU‏ 
(KAN (RAND E( TREY)‏ — 
5 = 


حال بنا به اصل استفرای ریاضی؛ تساوی داده شده برای هر EN‏ درست است. 


۳ برای ۱ = ۸ نساوی داده شده به صورت "لاا = ۱۳ در می آید» که برقرار است. با 


gl. OVA‏ ریاضیات 


درست است (جطور؟). حال بنا به اصل استفرای ریاضی. تساوی داده شده برای هر NEN‏ 


adsl درست‎ 


کے برا ۱ = «» تساوی مورد نظر به صورت (UE‏ = ۱۲ + ۱۵ در می آید. که به 
وصوح درست است. فرض کنیم تساوی برای =k‏ « برفرار باشد. دراین صورت تساوی 
برای ۱ + ۸ نیز درست است (She)‏ حال بنا بر اصل استقرا؛ تساوی برای هر NEN‏ 


0 رای ۲ = in‏ تساوی x = EMO‏ (۱ - ۲) مورد نظر است که به وضوح 
درست است. فرض کنیم برای ۲ < =m‏ « تساوی برفرار باشد. در این صورت برای 
pon = m+ ۱‏ تساوی داده شده درست است (جطور؟). پس بنا به اصل استقرای ریاضی» 
برای هر ۲ > in‏ تساوی درست است. 

1. برای ۱ = in‏ نساوی مورد نظر ہل = بل است که به وضوح درست است. فرض 
کنیم ۱ < « و برای «« = « تساوی برفرار باشد. در این صورت» تساوی برای ۱ + 7 = ۸ 
کرات ATS)‏ کی ای هر ON‏ افا رن روا داست: 


۷ نساوی مورد نظر برای ۱ = «» تساوی درست (۱ + ۱(۱)۱()۱-)+ = ۱(۲۱۳-) 
است. حال اگر تساوی برای sah bien =k‏ برای ۱ + ۸ = ۰ نیز برفرار است زیر 


DiC“ = DE (CRT (Rt YY 
= 3(-1)*k(k +۱) + ۱۳۲۱۸۸۰۲۱۲ 
= 3(-1(**) + ۱() + ۲( (چرا؟)‎ 


در نتیجه بنا به اصل استقرای ریاضی» برای هر EN‏ ۸ تساوی مورد نظر برفرار است. 


A‏ رای \ = «» تساوی مورد نظر به صورت 


\ 
۱/۱ + ۱(۰۰۰)۱ +۸ LS ee ee) 


در این صورت 
Dey (i+ ۱(۰۰-)+ 6 - ۱(‏ 
Vier iit YG +k — ۱) + [(m4 ۱)(m + ۲( ۰۵+ ۱ — ۱)]‏ = 
(جرا؟) )\ =o (m+ \)---(m+k)(m+k+‏ 


حل تمرین‌های فصل ۲۷ ۵۷۹ 


یعنی تساوی مورد نظر برای ۱ + = « نیز برقرار است. پس بنا به اصل استقرای ریاضی؛ 
رای هر × > « تساوی برفرار است. 


4 فرض کنبم p(n)‏ گزار‌نمای ۲۸۰-۱ < ۲۳ باشد. از آن‌جا که < ۲ = ۲۲ 
۲۰۱-۱ = ۱ (2)۱ درست است. فرض کنیم ۱ < ۸ و p(k)‏ درست bl,‏ بعنی 
۲۲۰-۱ < *۳. در این صورت؛ چون ۲ < ۲ ۲ ۲۸-۱ > ۲+۲۳ یعنی 
| - (۱ +۲ < ۲۶ ۲ = ۱+*۲. بنابراین, (۱ + 2۸ درست است. ازاین رو بنا به اصل 


esl درست‎ p(n) in € N برای هر‎ ok, استقرای‎ 


۱ فرض کنیم برای p(n) m>O‏ گزاره‌نمای nt‏ < ۲۶ است. p(O)‏ درست است؛ زیر 
۵۲ = ۲۵ < ۳۲ = ۲۵. فرض کنیم ۵ > و p(k)‏ درست باشد یعنی ۸۲ < *۲. بنا بر 
تمرین ۱۰۱۰+ ۲۸ < ۲۴. بنابراین 9+ ۲+ AT‏ > *۲ + *۲.یعنی (RAND‏ < ۰۲۳۲۲ 
پس (۱ + p(k‏ درست است. از این رو با توجه به rol‏ استقرای ریاضی در مبنای O‏ برای 
هر ۵ > p(n) in‏ درست است. 


۴ فرض کنیم p(n)‏ گزاره‌نمای 
Va,b€ R' (a<b=>a" > 6")‏ 


باشد که در آن ۲ محموعه اعداد حقبقی مثبت است. P(N)‏ به وضوح درست است. فرض 


۷۵,۵ 6 1 (a > ۵ => ak < DF) 


Cpl yo‏ صورت (۱ + p(k‏ نیز درست است. a,b € Re Shae‏ و > » آن‌گاه بنا به فرض 
استقر ۴ > *ه. حال از این دو نامساوی نتیجه می‌گیریم > ۰ یعنی a the ph‏ 
در بایان اصل استقرای ریاضی نتیجه می دهد برای هر p(n) in € ۸N‏ درست است. 


۵ ایندا مشاهده می‌کنيم که برای \ = in‏ نامساوی مورد نظر نامساوی درست 
!)41( = ۲ > ۱ - !۱ است. فرض کنیم !(۱ + ) > از TL,‏ دراین صورت با به کار 


k+\ k 
d= tet ic (k++)! = V(RAN)! > )+۲(]6+۱(۱ = (KEY)! 
2 


سح 


Odo‏ مبانی ریاضیات 


برای هر EN‏ 7 درست است. 


8 اگر ۱ = im‏ نامساوی مورد نظر به صورت |x|‏ < | وت است که به وصوح درست 
است. فرض کنیم (epee Sal‏ دراین صورت با استفاده از نامساوی مثلثی» 
داریم: 

| رد‎ tilt [eee 


1 
2 زر‎ [eel + [7x + | 
+ 
aan 2 | 


یعنی نامساوی برای ۱ + ۸ = ۰ نیز درست است و در نتبجه بنا به استقرا؛ برای هر NEN‏ 


+۱ k 
| ا(«بیرت) + :2 پر( | = :2 یر‎ 


lI ۱ 


1۷ فرض کنیم برای p(n) «n E N‏ گزاره‌نمای 
۱ — :و 


اد ...+ او دو +۱ cS‏ 


۷۸ ع‎ R,zF \, 


1 


_ إ1 


باشد. (2)۱ درست است. زیرا تساوی ۱ = = برفرار است. فرض کنیم p(k)‏ درست باشد. 
cal oo‏ صورت 
okt!‏ (۱- )و +۱ و بر a*١‏ م 


> سس + = و دود او دود داوم دور ۱ 
z— ۱ x - ۱‏ ۱ - :2 


یعنی (۱ + p(k‏ درست است. بنا بر اصل استقراء برای هر p(n) on € N‏ درست است. 


۳ درست است زیرا‎ p( 1) باشد.‎ ۳/۳ - n گزاره‌نمای‎ p(n) in € N فرض کنیم برای‎ NA 
حال داریم:‎ AT - وجود داشته باشد به طوری که ۳:۲ = م‎ 
(k +۱)" - (k +۱) = kT Rk + ۳۸۲ + ۳۸ = ۳+ ۳۸۲ +۳۸ = ۳) + ۲ +h) 


یعنی ۳ عدد (۱ + ) - '(۱ + ) را نیز تقسیم می AS‏ بنابراین (۱ + p(k‏ درست است و در 
نتیجه بنا به اصل استقرا برای هر p(n) in EN‏ درست است. 


۳۵ ۵ -- ۲۱-۲۲ = به که عدد ۵ آن را تقسیم می‌کند. فرض کنیم Olan‏ یعنی 
عددی طبیعی چون ۳ وجود داشته باشد به طوری که Om‏ = بزه. نشان می‌دهیم ۵ ۱ را 
نیز تفسیم می‌کند. داریم: 


ai = viet )+F _ ۲ ۲+ ۱( yrktt yt 5 Yk y - ٩ × yYk+f Be Xx y vk 


خل تمرین‌های فصل ۲۷ OA\‏ 


حال دو طرف تساوی ۲۳ - ۳۲*۴ = Om = ag‏ را یک بار در ٩‏ و بار دیگر در ۲ ضرب 
می‌کنیم و سپس حاصل‌جمع دو تساوی حاصل را محاسبه می‌کنیم. تیه می‌گیریم: 


ayy = Vx ۳۳۳۲-۲۷ ۲۳ ۵۵+ Ym + ۳)۲۲-۱ — ۳۲۴+۲(( (جرا؟)‎ 


یعنی ۵ عدد dey‏ را تقسیم می‌کند. حال بنا بر اصل استفرای poh,‏ برای هر ۸ € «. ۵ 
عدد dn‏ را تقسیم می کند. 


Yo‏ فرض کنیم برای p(n) in EN‏ گزاره‌نمای 


\ <r <n => (n - r)!r! | n! 


باشد. (2)۱ درست است زیرا ۱ = تنها عدد بین ۱ و ۱ است و - !۱ VIVES of x‏ - ۱) 
!۷ = ۱ | ۱ =۱ *۱. فرض کنیم p(k)‏ درست باشد؛ یعنی اگر ۸ > « > ۱ آن‌گاه !7(!۳ - 8) 
عدد !۸ را تقسیم می‌کند. برای نشان دادن درستی (۱ + p(k‏ فرض apd‏ ۱ + ۲ > ۲ > ۱. 
اگر ۱ +۲  -‏ آن‌گاه !(۱ + ) = !۱۳(-۱ + ) که به طور بدیهی !(۱ + ) را بخش 
می‌کند. اگر ۱ + #۸« داریم ۸ > ۲ > ۱ و در نتیجه بنا به فرض استقرا !۲( - 8) عدد !۸ 
را تقسیم می‌کند. بنابراین Vir!‏ +۳ - ) = ۱۳۱( - ۱()6 + + ) عدد ۱(۱ +۳ ) را 
نقسیم می کند. Jy‏ ۲ - (۱ +6) = (۱ + ۲ - () و !)هر دو به وضوح عدد !(۱ + ) را تقسیم 
می‌کنند. بنابراین !(۱ + VANCE‏ + ۲ - 6). در نتیجه» بنا به ویژگی تعدی رابطه «بخش 
rr! Sedu‏ - ۱ + ۸) عدد !(۱ + ) را بخش می‌کند. پس (۱ + )7 درست است و در 
نتیجه بنا به اصل استقرا؛ برای هر p(n) in EN‏ درست است. 


۲۳ فرض کنیم 3 € ۵,» و p(n)‏ گزاره‌نمای 
(a + 5)" = (Ja + (Ja? b+ +--+ (F)a "bT +... (R07‏ 
باشد. (۱)م درست است» زیر 
(a + b)' = (7 )a' + )۱(۵ =a +b‏ 


فرض کنیم (2)۸ درست باشد. دراین صورت با توجه به تمرین ۲۱ داریم: 


(a+b)*t’ = (a+6)(a+6)* 
(a + 6)(a* + kab +... + (Jab +--+ (FO) 
a+ + (\ + kako +--+ [(F_\) + ($ )]a + Db +... + okt) 


(Rt) ۱ + (f? Jab +--+ (Fak +b + ...+ (f )nF*'‏ سب 


OAY‏ مبانی ریاضیات 


یعنی (۱ + 6) درست است. پس, بنا بر اصل استقر برای هر N‏ ع p(n) in‏ درست است. 


۵ فرض aS‏ برای p(n) in € N‏ گزاره‌نمای 


باشد. (2)۱ درست است؛ زیر 

۱× ° ==( 
فرض کنیم p(m)‏ درست باشد. دراین صورت (۱ + )2 نیز درست است. زیرا با توجه به 
تمرین‌های ۲۱ و ۲۲ می‌توان نتبجه گرفت: 


NR) = a) + (tm st EY) 
= Y™(m-+ \) 


در نتیجه» بنا به اصل استقرا؛ برای هر p(n) in EN‏ درست است. 
ay‏ فرض کنیم ym‏ 7 اعداد حسابی باشند و slave Am‏ اثبات وجود و و 7 استقرا را 
روی 7 به کار می‌بریم. اگر n =o‏ آن‌گاه جون ۰ + ۰ = ٥‏ و Sm‏ 10 حکم برای m= o‏ 


برفرار است. فرض کنیم حکم برای ‏ = « برقرار باشد. یعنی اعداد صحیحی چون و ۲ 
وجود داشته باشند به طوری که ۲ + 79 = ۸و "> ۲ > . در این صورت؛ 


k+\=mq+r¢4 \‏ 
و > ۱+ > 0 زیرا > >r‏ ه. اگر mn‏ = ۱+ آن‌گاه 
m(qg —- ۱) + °‏ = ۱+ پا ه + (۱+ m(q‏ = ۱+ 


که به هر Sle‏ گویای این مطلب است که حکم برای ۱ + ۶ برقرار است. اک ۱ + ۳ 
آن‌گاه ۱ +« نقش SLL‏ تفسیم ۱ + ۸ بر lm‏ بازی می‌کند و باز هم حکم برای ۱ + ۸ 
درست است. حال ثابت می‌کنبم ٩و‏ ۲ منحصر به فرد هستند. فرض کنیم 


۳ + و = mq +r = n‏ 
که در آن cm‏ ۳و( > ه. چون ۰ < IM‏ 


mg > n < ۲ + ۱( و‎ mq > n > m(q + ۱( 


حل تمرین‌های فصل ۲۷ OAT‏ 


بنابراین mq’ +S)‏ > 79 و (۱ + emg’ > ٣)٩4‏ پس أ + ي > و 04-۱ > . بعنی > 9 


و > a’‏ ازاین رو 7 = ٩‏ و در نتیجه ın - mq = ۰ - mq‏ یعنی rar‏ 


S = {mz 1 0۷ : 2, ۷ E ( ۷‏ 
را در نظر می‌گیریم. 5 زیرمجموعه‌ای ناتهی از ۷ است. پس. بنا براصل خوشترتیبی SN‏ 
دارای کوجک‌ترین عضو است. نشان می‌دهیم کوچک‌نرین عضو 5 همان بعنی بزرگ‌تربن 
مفسوم‌علیه مشترک 7 و 7 است. فرض کنیم ny‏ + ±" = 1 کوچک‌ترین عضو 5 باشد که در 


ol‏ 7 ع ۷ ,5. بنا به الگوریتم تفسیم (تمرین (TV‏ (عداد صحیح نامنفی چون ٩‏ و 7 وجود 
دارند به طوری که 


17 < 1 +۲۲ > 


بنابراین 


I 


m—lq 
m — (mz +ny)q 
m(\ — zq) + n(—yq) 


ll ll 


که نشان می‌دهد TES‏ حال با توجه به اپن که 1 کوجک‌نرین عضو S‏ است. نتبجه می گیریم 
| > ناممکن است. پس, 0 = ”. در نتیجه lm‏ به طور مشابه نشان داده می‌شود که 7. 
بنابراین» dll‏ از طرف دیگی جون 4 و 0 1 = dlmz+ny‏ بنابراین وہ + ج" = 1= 4. 


۸. اصل عمومی استقرا را ogy‏ به کار می‌بريم. اگر ۱ = « از تساوی 

M= 2۱ = ۱۰۰,‏ و چون م اول است. نتیجه می‌گیریم به ازای عددی چون » و > ۶ > ۰۱ 
بو = . بنابراین ,2۱۰۰۰2۱۰۰۰4 = بم و در نتیجه ,۱۰۰۰9بی۱9- :۱۰۰۰ = ۱ که نتبجه 
می‌دهد ۱ = 5. بنابراین؛ دوتجزیه VL‏ به صورت ۱ = py‏ = 77 هستند و حکم ثابت شده 
seul‏ فرض کنیم حکم برای ۸ > درست باشد و ۱ + = 7. از تساوی دو تجزیه نتیجه 
می‌گیریم به ازای عددی جون ‏ :|7۱ و در نتبجه زه = pi‏ حال با حدف م از دو طرف 
تساوی نجزیه‌ها نتیجه می‌گیریم: 


Pr ‘Pr = ۱ ۰۰۰-۱9: + °° ° Qs 


بنا به فرض استقرا تساوی بالا ایجاب می‌کند که ۱ -: = ۱ - و با تغییر ترنیب :ها 
)8 تیار ایا هر :۳ PPG SAS‏ در نتبجه حکم برای ۱+ نیز درست است. 


OAF‏ مبانی ریاضیات 


۳۹٩‏ فرض کنیم TENA‏ یعنی برای هر ۸ € ۸ ۸ € 2. جون هر عضو A‏ مجموعه‌ای 
استقرایی است. برای هر ۸ € 4 چون GEA‏ ۸ € ۱ + 2. بنابراین ۸۸(] € ۱ + 2. از این 


حل تمرین‌های فصل ۲۸ 


۱ مجموعه اعداد حقبقی مثبت 17 همراه با 1۷ ج 1 : وبا تعریف ۱+ 21 (5)0 و 
۱ = 2 در دو fol‏ موضوع «پ۱» و «پ ۲» صدق می‌کند (زیرا 5 پوشا نیست و یک به یک 
است)؛ ولی در اصل موضوع «پ ۳» صدق نمی‌کند. زیرا برای مثال. ۷ > ۸ و ۷( > ۱ و 
ol,‏ هر s(t) > N ۰1 € N‏ ولی .N 4 R‏ 

مجموعه }\ ,۰) = × همراه با تابع × ج × Vis:‏ = (ه)ی ه = (۱)وو ه = 2 در 
دو اصل موضوع «پ ۲» و Ton‏ صدق می‌کند (چطور؟)؛ ولی در اصل موضوع «پ۱» 
صدق نمی کند. 

مجموعه }\,0{ = × همراه با تابع SH s(\) Hse Xx‏ )5(9 و 9 < 8 در go‏ 
اصل موضوع «پ۱» و «پ ۳» صدق می‌کند (چطور؟)؛ ولی در اصل موضوع «پ ۲» صدق 


۳ n= \ 
o({z) = \ n= 
n+\1 n#1,۲ 


در اصول موضوع پئانو صدق می‌کند. چطور؟ (توجه کنید که دراین مثال ۲ تحت 7 
پوشیده نمی‌شود.) ولی با تابع 5 برابر نیست ((۲)۲ # (5)۲). 


۳ تابح × ج N‏ :2 که بنا قضیه بازگشتی وجود دارد به طوری که HL‏ (8)۱ و برای 
هر × ع ‏ ((2)0)0 = ((۰0)5)7 دوسویی مورد نظر است. پوشا بودن 2 با استفاده از اصل 
موضوع استقرا روی نگاره 2 به عنوان زیرمجموعه‌ای از مجموعه پئانوی (1 (N30,‏ به 
صورت زیر حاصل می‌شود. جون myer son mee BIN)‏ تا ۵ اسف فرض کنیم 
۸ در نگاره 8 باشد. مثلا" =k‏ (0)8: در این اورت Ok)‏ نی در نکاره 7 اشت: ذیزا 
.o(k) = o(A(n)) = B(s(n))‏ برای اثبات یک به یک بودن ۰8 فرض کنیم ۷ € ۸ و 

S={keEN: Bk) = B(m) => k= m} 


OA‏ مبانی رپاضیات 


با استفاده از اصل موضوع استفرا روی 8 به عنوان زیرمجموعه‌ای از مجموعه پئانوی 
(N; 5, \)‏ نشان می‌دهیم es .5 = N‏ ۰۱ زیرا اگر L= B(1) = Blm)‏ آن‌فاه ۱ = om‏ نوجه 
cass‏ کف | فد ۲ m A‏ آن‌گاه بنا به قضیه ۸ عضوی جون EN‏ 7 وجود دارد به طوری که 


5(n) =m‏ و در نتبجه 


که متناقض با اولین اصل موضوع پئانو است که بیان می‌کند 1 در نگارة » نیست. حال فرض 
کنیم 5 € ۸ و B(m)‏ = ((8)5)۸ یعنی Bln)‏ = (2)8)0. دراین صورت ۱ = « امکان 
3(m) HE eerie’‏ عضو نگاره 7 نیست. بناہراین \ MFA‏ و در AP‏ بنا بر قضیه cFLYA‏ 


عضوی جون EN‏ 7 وجود دارد به طوری که .s(m') =m‏ بنابراین؛ 


پس ((8)77) = 0(B(k))‏ و در نتیجه با توجه به یک به یک بودن ۰ B(k) = B(m')‏ حال 
با استفاده از فرض استقرا نتبجه می‌گیریم - . یعنی ۲۷ = s(m’)‏ = (0) و بنابراین 
S(K) ES‏ و در نیتجه N‏ = 5. پس 8 یک به یک است. Bs GAS ASS ts‏ = 8 نیز 
از تعریف 2 روشن است. 


۲ فرض BUS‏ × مجموعه و × ج × : ] تابع و EX‏ 6 ثابت باشد. cpl yo‏ صورت تابعی 
LS‏ چون × + ۸ : م وجود دارد به طوری که 

یک) » < (۱) 

دو) برای هر f(y(n)) 6 N‏ = (۱ + «)م. 


۵ . فضیبه بازگشتی برای ۸ را در مورد تابع ×× ج 1 : با نعریف ch(g) = fg‏ 
7 € » به کار می‌بریم. تابعی یکتا چون 7 ج N‏ : م می‌يابيم به طوری که 

پک) f‏ = (۱)م 

دو) برای هر MEN‏ 


نابراین» =F) HF‏ (۲)م» ۶۳ = FF")‏ = (۳)م ۰۰۰ ۳ = (۸)ب ۰۰۰ که همان تابع ‏ 
مورد نظر است. 


منحصر به فردی جون ‏ ب لا : »رم وجود دارد به طوری که 


حل تمرین‌های فصل ۲۸ OAY‏ 


یک) =k‏ (۱)م 

دو) برای هر on € N‏ ((۳):م)ء ‏ (()ع)م. 
ادعا می‌کنیم که هر تابع ۸ ب N‏ : م با ویژگی مورد نظر مه = وب به صورت Pk‏ فوق 
ات که و (۱ )ما ی ۱ اپن ادعا را ثابت (dS‏ 


۷ با توجه به تمربن 1 تابع Yo:  ب N‏ طوری که ios = so‏ صورت بم است که 
در آن (2)۱ = ۸. همچنین با توجه به تمرین 1 تابع SE‏ 5 به صورت ey‏ است (چطور؟). 
پس برای اثبات حکم is =o‏ کافی است نشان دهیم OUR ET‏ برای اثبات حکم 
۲ = #؛ ابتدا با استفاده از اصل استقرا نشان می‌دهیم برای هر عدد طبیعی ۲ < mln‏ 
.o(n) =k4+(n-— J)‏ اولا 

o(s(\)) = so(\) = s(k) =k + |‏ = (۲)ج 
به علاوه,اگر (۱ - ) + ۲ = o(m)‏ آن‌گاه 
a(s(m)) = s(o(m)) = s(k +(m—\))=k+(m—\) +) =k +(s(m) — ۱(‏ 


پس برای هر ۲ > Vin‏ - ہ) + -o(n) =k‏ بنابراین 0185 o‏ برابر است با 
{a(\)}Ufo(n):n>Y} = {k}U{k4+(n-\): n>}‏ 
{m:m>k}=N-—{\,¥,---,k-\}‏ = 
از طرف US»‏ » دراصول پئانو صدق می‌کند و در نتیجه TIS‏ به ازای عضوی چون 
gale N= {1} bel ols LEN‏ بای۱۳ ,5 VN‏ یک phe SS ipsa‏ 


۸۔ فرض کنیم N‏ € ۸و۲ > ۱۰ چون ۱ )١‏ بنا برقضیه ۴۰۲۸ عددی چون 
N‏ € 7۰ وجود دارد به طوری که 2 < (۳)ء» یعنی ۸ = ۱ + «. ولی چنین M‏ ی وجود ندارد؛ 
زیرا برای هر ×۸ Time‏ > ۱ + 7. بنابراین چنین «ی وجود ندارد. 


٩‏ فضیه بازگشتی برای N‏ را در مورد ۴۳ = × وتابع × ج f : X‏ با تعریف 
۱(7 + ه) = f(z)‏ و R^‏ € ۳ = »به کارببرید و وجود N" Rt‏ : را به طوری که 
٣‏ = (۸)۱ و برای هر ch(n + ۱( = fh(n) = (h(n) + ۱(7 MEN‏ نتیجه بگیرید. 


Lad 6‏ بازگشتی برای ۲۷ را در مورد 18 = × و تابع XX‏ :]با تعریف 


fle) - (2-\)t »< ۱ اگر‎ 


ار > ۵ 


ol. OAA‏ ریاضیات 
و +61 ۳ =» به کار ببرید و وجود تابع + ب N‏ : ۵ را با تعریف ۳ = (۶)۱ و 


h(n + ۱) = fh(n) =| Ne - ۱)7 


Up < 1۲۱ < ۲ 4 لاه‎ = ۲ + ۲۱-۳ 
Up < م۳ < بیج‎ +ur = + ۲۲ = ۵ 


به طور مشابه A‏ = وس ۱۳ دی ۲۱ << ۷1۷. 
با استفاده از اصل استقرا ثابت می‌کنیم مجموعه 
[« مجموعی از اعداد فیبوناجی است : ۸ € 7] = 5 
ادها × است. Vy)‏ 5 € ۱ زیرا ۱ = uy‏ به علاوه اگر 5 € » یعنی ۸ مجموعی از 
اعداد فیبوناجی باشد. آن‌گاه س + ۾ = ۱ + ۶ نیز مجموعی از اعداد فیبوناچی است. پس 
5 ع ۱ + . mas‏ 9 


I emi و‎ 


حل تمرین‌های فصل ۲٩‏ 


۱ عمل توان (پئانو) را به صورت زیر تعریف می‌کنیم: 
at=a(\w)‏ 
(ت ۲) gba‏ = ()*م. 
خوشتعریف است. 
B= {ceeAsa’t*=a'a"}‏ 


با استفاده از اصل استقرا نشان می‌دهیم B= A‏ ابتدا 8 1. زیرا بنا بر «ت۱»؛ 
دوهی = ږې = gs(o)‏ = ل٣‏ ي. فرض کنیم cpl» .» B‏ صورت 

qgot(ct++) — glote)tt وف‎ CY wy به‎ oe 

(a’a°)a (ce B Ose) 


(بنا به شرکتپذیری ضرب) a(a°a)‏ 
(Yay al‏ عون 


اا ou‏ ۱ا | 


B = {c € Ara” ات‎ ۱ 


داریم 8 LE‏ زیرا با توجه به «ت۱» و «ض ۰۱ *(ه) = alt =a?‏ فرض کنیم CEB‏ 
lu)‏ به «الف») goletl) — qoete aa?‏ 


(جون 6 (a )*a”‏ 
(بنا به «ت ۲») (a°)et+‏ 


.8 = ۸ ۰۳ پس بنا به «ب‎ ict LE 8 ودرنتیجه‎ 
B = {cE A: (ab) = a°d"} 


۵0۹0 مبانی ریاضیات 


») ۱ توجه به «ت‎ L ie «LE B 


(ab) = ab = للم‎ 


فرض کنیم 8 > ». دراین صورت 


(ab)ot+ 


(ab)°(ab) (Yon بنا به‎ 

(a°b°)(ab) (cE B (زیرا‎ ۱ 

(بنا به شرکتبذیری و تعویضبدیری ضرب) (0۴۵()0*0) 
ین به «رت Kal‏ دبع دبعم 


پس ct LEB‏ بنا بر «ب ۰6۳ ۸ = 8. 


۲ ۲ نمایش عدد طبیعی ۳ است. زیرا دریکریختی ۷ + ۲ : م که از قضیه بازگشتی 


s(Vy) = Vr U{Vr} = ۳‏ (۳۲)م 


)0, {0}, {0, )0((( 
«n, m € N و برای هر‎ ۷۸۲۱ = ۷۰ nm EN برای هر‎ (all i 


I Il 


Va 8(Vin) = VaVin + Va 


ie ee NEN AG ga oe acto ار ری‎ eee 
استفاده از تعریف داده شده در قسمت «الف» و مسئله ۳۰۲۹ «ب»؛‎ 


Vn Ving \ = Vn s(Vimn) سس‎ VV + Vn = Vass + Va = nm+n = Va(m4+\) 


پس» بنا به استقرا؛ حکم برای هر EN‏ ,7 برقرار است. 


n,m € N و برای هر‎ ۷۱ = „ e" € N برای هر‎ (al 51 


Vim U{Vm } oe VV ۳ 


ب) حکم را با استقرا روی m‏ ثابت iS‏ با توجه به فسمت «الف» حکم برای 
۱ = 7 برفرار است. فرض کنیم Vim‏ = ۰۲۲ دراین صورت بنا بر تعربف داده شده در 
قسمت «ب» و با استفاده از تمرین ۳ «ب» داریم: 


YM) VV = Va Vie Va SV. eas‏ یر 


حل تمرین‌های فصل ۲۹ ۵۹۱ 


پس» بنا به استقرا» حکم برای هر m,n EN‏ برقرار است. 


۵ برای این که انشان دهیم م حافظ عمل جمع Lb cul‏ ثابت کنیم برای N‏ € ۰7,۲۲ 
(7۳)م + m) = y(n)‏ + )م. به عبارت دیگی YL‏ نشان دهیم Vatm = Va + Vin‏ ولی این 
حکم در مسئله ٩‏ «ب» ثابت شده است. به همین ترتیب با توجه به نمرین‌های ۳ «ب» 


HL 1‏ نشان دهیم برای هر ۸ € a +9 = 0 + 6 a,b‏ استقرا را روی ۵ به کار می‌بریم. 


B={bEA:a+b=b+a} 
داریم:‎ ۹٩ ماه‎ gi lad i) se Bey کرام ی‎ 


a+ l= s(a) =L +a 


بنا بر «ج ۲» s(a + b)‏ 

s(b + a) 

بنا بر «ج ۲» b+ s(a)‏ 

بنا بر مسئله b+(L+a) ۵.۳۲٩‏ 
بنا بر «الف» 6+ (1 +6( 

s(b) +a 


ثابت شده steal‏ 


a + s(b) 


| | ا 


کم سای شاخ دهیم برای هر 4 6 .(ab)c = a(be) «a,b,c‏ استقرا را روی » به کار می‌بریم. 


B = 16: (ab)c = a(bc)} 


cpl yo‏ صورت ظ LE‏ زیراء بنا بر رض ۱» داریم: 
(ab) tab = a(b L)‏ 


فرض کنیم 8 € ». دراین صورت 


ERE E 
( CEB جون‎ 
a(bc + b) بنا بر «الف»‎ 
a(bs(c)) »۲ بنا بر «ض‎ 


ll IH اا‎ 
a 
ou 
my 
a 
۵ 
Ss 


۵۹۲ مبانی ریاضیات 
پس 8 € (5)6. ازاین رو بنا براصل موضوع استقرا؛ A‏ = 8 و حکم ثابت شده است. 


A‏ فتمت ائات نشده anes‏ این واقعیت است که م حافظ ضرب است. باید نشان دهیم 
که برای هر ۸ ع a,b‏ (0)م(ع)م = -p(ab)‏ حکم را با استفرا روی ۶ ثابت می‌کنیم. فرض 
کنیم ۸ € ۵ و 


B={bEA: (ab) = y(a)y(b)} 


داریم 8 € ۱. زیرا با توجه به «ض ۱» در ۸ و 4 


p(as(b)) = y(ab+a) (A بر «ض ۲» در‎ by) 
= (ab) + (چون م حافظ جمع است) (ه)م‎ 
= (0)م(ه)مب‎ + (a) ) € 8 (چون‎ 
= (بنا بر «ض ۲» در ۸) ((0)م) ۶(ه)م‎ 
=  y(a)p(s(b)) ) (بنا بر تعریف‎ 


پس 8 € (5)0. حال بنا بر اصل موضوع استقرا ۸ = 8. در نتیجه» م حافظ عمل ضرب 


Sua 


حل تمرین‌های فصل ۲۰ 


si‏ شرکتبدیری جمع در 5 مشابه ورک تعوبضیدیری of‏ ار وکن نظیر در ۰ حاصل 


[(m, n)]([(p, 9)][(r, s)}) 


(mpr + mqs + nps + nqr, mps + mgr + npr + nqs)| 
(mp + nq)r + (mq + np)s, (mp + ng)s + (mg + np)r] 
4 + nq, mq + np)][(r, [(ه‎ 


m, 2 رم)]‎ 9)})[(r, s)] 


How ۱ | | اا‎ 


ضرب در 3 تعویضپذیر است» زیر 


[(m, *([))2, 9([ 


[(mp + ng, mq + np)| 

[(pm + qn, pn + gm)] 

[(p, g)][(m, n)] 

5 اثبات این مطلب را که 7 نسبت به جمع و ضرب بسته است. کامل می‌کنيم. فرض کنیم 
[(m, n)]‏ و [(r,s)]‏ عضو 7 باشند. دراین صورت ۸ < 7و و < . پس ۶+ ۸ < 7۲ 7. 


| || | 


در نتبجه [(ه ,0([ > [(ه + ۳ + 0)] که با توجه به تعریف جمع روی 5 به معنی 
])© ,0([ > [(ه,)] + [(m, n)]‏ است. پس 7 نسبت به جمع بسته است. همچنین؛ چون 
۸ہ < ”» u € N‏ وجود دارد به طوری که ںا + ۸ = 7. دراین صورت 


ms = ns + 6 و‎ mr = nr + ur 


در نتیجه .mr + ns + us = ms + nF + ur‏ حال جون و < » وه < ”ا و در نتیجه VEN‏ 


وجود دارد به طوری که ur=ustu‏ پس داریم: 
و + mr + ns + us = ms + nr + us‏ 


و در نتیجه .mr+ns = MS 1 nr + V‏ پس mr-+ns > ms + nr‏ تارا 
ms + nr)] > ])٥, °)]‏ رود + [(mr‏ که با توجه به تعریف ضرب روی 5 به این معنی است که 


ol. ۵4۴‏ ریاضیات 


n)][(r, s)] < [(¢, °)]‏ ,]۰ در نتیجه» T‏ نسبت به ضرب نیز بسته است. 


۴ فرض کنیم =l(m,n)]‏ 6 و [(0,9)] = ۵ و [(r,5)]‏ = ء عضو 5 باشند. 
الف) اگر ه = ه» یعنی [(ه ,0( = [(mp + ng, mg + np)]‏ آن گاه 


(mp + nq, mq + np) ~ (0, °) 


از این رو imp + ng = mq + np‏ یعنی )9 - n(p‏ = (و - .m(p‏ بنابراین Lm =n‏ 
ه (P= 4 i in) p—g=‏ پس [(m,n)] = ])٥, ٥([‏ یا [(ه ,ه)] = [(9,)]؛ یعنی ٥ہ‏ = هیا 
.b = 0‏ همچنین اگر ه baa‏ ه = و آن‌گاه ab=o0‏ 

ب) اگر ۵+٤‏ =+ یعنی [(m+r,n+s)]=[(pt+r,q+5)]‏ آنگاه = 5+ ۹+ m+‏ 
« + و + و + ودرنتیجه بنا بر قانون حدف نسبت به جمع در ,۵۷ ٩ = ۸ +p‏ + ". پس 
.a = iasi[(m,n)] = ])2,9([‏ 

پ) فرض کنیم ۰ > و be‏ = 06 یعنی 8 # ۴ و 


[(mr + ns, ms + nr)] = [(pr + qs, ps + qr)] 


درا صورت 45 +۲۳ + mr + Ns + ps + ۲ = ms + n‏ و در نتیجه = m(r—s)+n(s—r)‏ 
)1 - )ي + )8 - )وا یعنی s)(m—n) = (r— 5)(p—q)‏ - ”). حال با توجه به قانون 
حذف نسبت به ضرب در .3 و این‌که 3 # dor‏ می‌گبریم و IM =۸ = P—‏ پعنی 
م + n‏ = و +« پس a=  ینعی ])۳,"([ = [(p,9)]‏ 

ت) فرض کنیم ۵ < ه» یعنی [(m,n)] < [(p,9)]‏ پس» باتوجه به تعریف >( 
mtgq>ntp‏ دراین صورت = و + + + > و + + +04 = (m +r) + ) +s)‏ 
+s) + (p + r)‏ 7). ازاین رو ([(» + و +م)] < [(5 + +۳ .a +c < 0+ 6 gin‏ 
عکس مراحل فوق؛ رابطه شرطی عکس را نیز ثابت می‌کند. 

ث) فرض کنیم ۵ < »و 0 < ۰. دراین صورت [(2,9)] > [(m, n)]‏ و 2 > ])8 L(t‏ یعنی؛ 
n+p‏ < و + ۲۷و 5 < ۳. بنابراین› u,v CN‏ وجود دارند به طوری که m+q=n+pt+u‏ 
و += . دو طرف تساوی اول را یک‌بار در « و یک‌بار در s‏ ضرب می کنیم و تساوی‌های 


mr 1 ۳ = nr 1 pr ٩1 1۳ و‎ 5 + ps + us = ms + qs 


mr + qr 1+ ns 1 ps + us = nr + pr + ur + ms + qs 


حل تمرین‌های فصل ۳۰ 040 


حاصل می‌شود. در طرف راست تساوی dl‏ در aur‏ جای cr‏ مقدار آن یعنی ا + را فرار 
می‌دهیم. تسأوی 

(mr + qr + ns + ps) + us = nr + pr + us + uv + ms + qs 
حاصل می‌شود. با حذف ی از دو طرف این تساوی» به دست می آوریم:‎ 


mr + qr + ns + ps = (nr + pr + ms + qs) + uv 


mr + qr + ns + ps > nr + pr + ms + qs 


.ac > be › یعنی‎ [(mr + ns, ms + nr)] > [(pr + qs, ps + qr)] بنابراین؛‎ 


حل تمرین‌های فصل ۲۱ 


۱ (+:7) یک گروه جابجایی است که با توجه به اثبات داده شده» [(۱ ,0)] عضو خننی 


است و [(—m, n)] »]), ([ hing‏ است. زیر 
n)] = [(mn + n(—m),n")] = [(0,n")] = [(o, \)]‏ ری )] + [(m, n)]‏ 


که تساوی آخری به این دلیل است که nto‏ = ۰۱. ویژگی‌های شرکنپذیری و تعویضهدیری 
جمع 7 نبزاز ویژگی‌های جمع و ضرب 2 نتیجه می‌شوند. مثلا 


[(m, n)] + [(p, 4)] = [(mg + np, [(وه‎ = [(pn + gm, qn)] = [(p, q)] + [(m, n)] 


به علاوه؛ (:7۳) یک گروه جابجایی است. که در آن [[(0,۱))) - 7 < 7. رده [(۱ ,۱)] 
عضو همانی ضربی است. زیر 


[(m, ۰([])۱۱ ۱([ = [(m, n)] = ۲۱۱ I] [(m, n)] 
است زیرا‎ [(r, m)] است:‎ ])٥, ۱([ که مخالف‎ [(m, ۸([ وارون ضربی‎ 
[(m, n)]{(n, m)] = [(mn, nm)]  ])۱, 1)] 


که تساوی آخری به این دلبل است که \ '(mn)\ = (nm)‏ توجه کنید ه n xX‏ (جرا؟). 
ویژگی‌های شرکتبدیری و تعویضپدیری ضرب 7 از cla Shy‏ ضرب 72 نتبجه می‌شود 
(جطور؟). در پایان مشاهده می‌کنیم که در 7 ضرب روی جمع توزیعپدیر است. زیر 
[(ده [(m, n)]([(p, 9([ + [(r, s)]) m,n)|[(ps + gr,‏ 
m(ps + qr),n(qs))]‏ 
mps + mgr, nqs)|‏ 
mps + mgr, nqs)|[(n,n)] )])۱, \)] = [(n, n)] 125)‏ 
(mp)(ns) + (ng)(mr), (ngq)(ns)]‏ 
mp, nq)] + [(mr,ns)]‏ 


m, ,ه)][(۰‎ 4)] + [(m, n)][(r, s)] 


TOT qo mm pug 
a Nn a Lan ate n n 


و مبانی ریاضیات 
۲ با استفاده از راهنمایی داده شده در اثبات قضیه نشان می‌دهیم: 
P = {[(m,n)] € T: m,n > o}‏ 


در شرایط قضیةٌ ۷.۲۴ صدق می‌کند. فرض کنیم [(m,n)]‏ و [(p,9)]‏ عضو P‏ باشند یعنی 


۰ ح< ۲,۲ و ۰ < Pg‏ دراین صورت 


[(m, n)] + [(و ,م)]‎ = [(mq + np, ng)] 
[(m, n)][(p, 4)] = [(mp, nq)] 


نیز عضو P‏ هستند. زپرا » ‘Mp > ° yng>omp>ciumg>‏ 

همچنین» اگر [()] عضو دلخواهی از 7 باشد آن‌گاه یا » = ۲ و در نتیجه 
[(m,n)] = ])۰, \)‏ (چرا؟)؛ یا * < « ,و در نتیجه Sn<oym>od(mn)] € P‏ در 
این صورت [(—m,n)] = ])«, -۸([ € P‏ که همان قرینۂ [(,۳)] است؛ یا * > و ه n>‏ 
که Gil yo‏ صورت ۶ > [(—m,n)]‏ که همان فرینه [(rm, n)]‏ است. پس در هر حالت؛ [(7,)]؛ 
یا igh ays‏ عضو P‏ است يا [(m,n)]‏ عضو خنثی در 7 نسبت به جمع است. 


vey ele‏ کنیم [(p, 4)] eo [(m, n)]‏ = # و [(r, s\l‏ ات در این صورت 
الف) اگر ج + ن = 2 + ه پعنی [(95 «[(ms + nr, ns)] = ])مs + ٩۳,‏ آن‌گاه 


(ms + nr) (qs) = (ns)(ps + qr) 


mqs* + nrgs = nps* + nsqr 


که با توجه به برقراری قانون حدف نسبت به جمع در ۰2 نتيجه می دهد mgs’ = nps*‏ و با 
توجه به برفراری قانون حذف نسبت به ضرب در 7 و چون SFO‏ نتیجه می‌دهد MP‏ =( 
بنابراین ٩([‏ ,م)] = {{(m,n)]‏ بعنی ل = 2. 

ب) اگر yz‏ = 2ه و » # 2» یعنی [(۳,95)] = [(mr, ns)]‏ و ((۱ s)]  ])٥,‏ ,)]؛ آن‌گاه 
(mr)(qs) = (ns)(pr)‏ و ه # ۲ و درنتیجه بنا بر قانون حدف نسبت به ضرب در 7 و 
با توجه به این‌که و مخالف صفر است (چرا؟)» نتیجه می‌گیریم .mq = np‏ بنابراین 
t[(m,n)] = [(p, ۹([‏ یعنی لا c=‏ 

پ) فرض کنیم ل < np cat‏ > 79و ه > ng‏ در این صورت جون is’ > o‏ 
۲ > 79۲ و در ‘mgs’ + nrqs > nps + ۳۵۵ Aris‏ بعنی > (ms + nr)(qs)‏ 
.(ns)(ps + qr)‏ به علاوه» جون ه < ngs’ < 01s" > © yng‏ بنابراین؛ طبق تعریف > 


[(ms + nr, ns)] > [(ps + qr, [(ده‎ 


یعنی 2 +۷ < 2 +4 . برعکس اگر yte‏ < 2 + 2 آن‌گاه با توجه به استدلال بالا نتیجه 
سے یرم (2-) + 2 y+‏ < (2-) 2+24 یعنی ل < 2. با وارون کردن مراحل OW‏ بالا نیز 
می‌توان به این نتیجه دست یافت. 

ت) فرض کنیم و < ته و ه < 2 یعنی MP‏ < 9 * < 4" و ه < r,s‏ دراین صورت 
جون ° > nprsimq > np yrs‏ > 7079 و چون © > 929 ° > .ngs’ > ous!‏ بنابراین 
yz is {(mr, ns)] > [(pr, qs)]‏ > 22. عکس گراره را ثابت AWS‏ 


۴ فرض کنیم [(m,n)]‏ = 2 و [(9,)) = و دو عضو T‏ باشند به طوری E> YAS‏ 


np‏ > ۲ و ه > ۰.79 دراین صورت 


y= [(mq + np, n4)]((1, ۲)] = [(mg + np, ¥ng)] 
عضوی از 7 است که در وپژگی < 2 < 2 صدق می‌کند. زرا با توجه به تمرین ۳ داریم:‎ 


7= 2 > را + و < ۲۵ جد رو + 2 < 5 21 toy‏ 
بو < لت و جح و۲ < و + ه << و + و < ن 21 جد ل۷ < 2 


)0 فرض کنیم ۸ € ۰ و 2 € . اگر برای هر عدد طبیعی na in‏ < # دراین صورت چون 
gb E N «na E N‏ جون " > û > n «na‏ پس b‏ عددی طبیعی است که از همه عددهای 
eal‏ رات ولی این امکان ندارد؛ زیرا Ma‏ ۸ € ۱ + و ۱ +۵ > . این تنافض 
ثابت می‌کند عددی طبیعی چون « وجود دارد به طوری که na‏ > ۵. 


4 فرض کنیم 4 € ۶ = 2 ه < »و 4 > ۶ YE‏ می‌نوان فرض کرد که > 7,4,5 
(جرا؟). دراين صورت gd € 2 gps EN‏ پس بنا بر تمرین ۰۵ عددی طبیعی چون وجود 
دارد به طوری که 2۶« > rq‏ و در نتیجه چون <(F) ۰4,8 < ٩‏ ۶ یعنی Y < NF‏ 


۷ فرض کنیم 67 [(و,)] > GTR‏ 61 [(ه)] ع< و یعنی * < ور 2 6 7,5 و 
ه چ is‏ می‌توان فرض کرد که 0 < و (She)‏ بنابراین EN‏ 25 و 2 € rg‏ پس بنا به تمرین 
۵ عددی طبیعی چون « وجود دارد به طوری که 75 > TY‏ پس با توجه به تعریف < و 
این که © > ])٣, ۹([ «sq‏ > [(۰]),5 ولی 


(np, 4)] = [(9,م)]‎ + ۰۰۰+ ])8,([ =nl(p,9)] چطور؟)‎ ( 


بنابراپن <nl(p,q)]‏ |( ,۳)] یعنی ۸2 > 1 


منطو ۾ و LET‏ 


در این پیوست کوتاه می خواهیم مطالبی ر از منطق ریاضی و روش‌های اثبات که معمولا" در 
ریاضیات به کار برده می‌شوند به اختصار بیان کنیم. 


پ.۱ تعریف 

هر جملة خبری را که درست یا نادرست باشد» ولی هر دو حالت همزمان رخ ندهده گزاره 
ین 

پ.۲ مال 


هر یک از جمله‌های زیر گزاره است: 
re ee‏ 
ray atte‏ 
پ) بیست هرارمین رقم عدد 7 برابر با ۴ است. 
ت) sags‏ استان leds‏ است: 


جمله‌های زیر گزاره نبستند: 
الف) تمرین‌های کتاب را حل کنید. 
امه 


oY‏ مبانی ریاضیات 


پ.۴ تعریف 
اگر م گزاره‌ای مفروض باشد» جمله py‏ نادرست است» یا «جنین نبست که cp‏ گراره‌ای است 
که آن را تقیض م می‌نامیم وبا نماد ص ہ یا «- نمایش می‌دهیم. 


ب.۵ تعربف 
اگر ص و » گزاره باشند؛ جمله py‏ با و» گزاره‌ای است که آن را ترکیب فصلی م و و می‌نامیم و 
با ۾ ۷ م نمایش می‌دهیم. 


Ve‏ تعربف 
اگر yp‏ 4 گزاره باشند» py alae‏ و و» گزاره‌ای است که آن را ترکیب عطفی ‏ و ٩‏ می‌نامیم و 
با ۸۵ با و & م نمایش می‌دهیم. 


پ.۷ تعریف 
اگر م و ۾ گزاره باشند . جملةٌ «اگر م آنگاه و» گزاره‌ای است که آن را OS‏ شرطی می‌نامیم و 
با و ج م نمایش می‌دهیم. دراین صورت م را مقدم یا شرط کافی برای و و و را تالی یا 


پ.۸ تعریف 
برای گزاره‌های م و Mae ig‏ «« اگر و تنها اگر cg‏ گزاره‌ای است که آن را گزارة دوشرطی 
می‌نامیم. دراین صورت م را شرط لازم و کافی برای ٩‏ می‌ناميم. 


Vw‏ تعریف 

برای تمایز بین گزاره‌های درست و نادرست؛ برای هر گزاره یک ارزش درستی (یا به طور 
ساده» ارزش) فایل می‌شویم و آن را با «د» یا «ن» که حروف اول کلمه‌های درست و نادرست 
قشنا نما دش می د هیم. 


ب.۱۰ جدول ارزش 
برای نمایش ارزش درستی گزاره‌های متشکل از گزاره‌های دیگر از جدولی به نام جدول 


~P ۷ ٩ ۸ p>q pep 
: د د د‎ Ê 


C- 0۰ مه مه‎ fs 
۰ uv 6۰. مد مها‎ 
مه ما‎ ). 2 


ن ن ن د 
ن د ن د 
د د ن ن 


پیوست 


سطرهای این جدول نشان می‌دهند: 
الف) p‏ ~ درست است اگر و تنها اگر م نادرست باشد. 
۵ زو Seales‏ و تھا اک وربا و (پا هر دو) درست باشند. 
ب) و ۸ م درست است اگر و تنها اگر هر دو گزارةٌ م و ٩‏ درست باشند. 
ت) و ج Kp‏ وفتی نادرست است که م درست و و نادرست باشد. 
ث) pq‏ درست است اگر و تنها اگر م و 4 هم ارزش باشند. 


ب.۱۱ تعریف 

الف) 3155 مرکب 7 را توتولوژی L)‏ هميشه درست) می‌گوییم اگر همواره. و بدون توجه 
به ارزش گزاره‌های سازنده آن» درست باشد. 

ب) OF‏ مرکب 0 را تناقض می‌نامیم اگر همواره؛ و بدون توجه به ارزش گزاره‌های 
سازنده آن» نادرست باشد. 


ب.۱۲ تعریف 
می‌گوييم دو گزارةٌ ص و و منطقا معادلند و می‌نویسیم و = م اگر هم‌ارزش باشند؛ یعنی ٩‏ © م 


هميشه درست باشد. 


شیوةٌ GIS‏ در اثبات غالبا این نیست که درستی BLS‏ مفروض را اثبات کنیم» بلکه این است 
که درستی گزاره‌ای را که منطقاً معادل آن است ثابت کنیم. برخی از گزاره‌های معادل مهم را 
در قضیه‌های زیر می آوریم. سعی کنید معنی هر یک از احکام را درک کنید نه اين‌که صرفا 
آن‌ها را به عنوان فرمول‌های ریاضی به خاطر بسبارید. 


ب.۱۳ فضیه 
فرض کنیم rg DP‏ گزاره‌اند. دراین صورت. داریم: 
(call‏ م ۷ و < و ۱۷ $ ۸ < ۶۸ 
ب) ۷۲( pV )۷ ۲( = (pV‏ + ۸۳( 2۸) = (۸۲ ۶۸۸ 
ب) pV )۸۳( =p‏ ؛ =p‏ (9 2۸۸۵۷ 
ت) م  <‏ 2۷ ؛ 2 < 2۸۲ 
pVC=p(&‏ $ 22 2۸7 
ج) 1 < 1 ۷ 7 4 pAC=C‏ 
چ) 7 < م به 7۷ + pA~p=C‏ 
ح) PA(q Vp) = (PA 4) V (PAT) + 2۷ (GAT) = (pV 4) ^ (pV r)‏ 


of‏ مبانی ریاضیات 


ب.۱۴ فضیه 
فرض کنیم م و ٩‏ گزاره‌اند. و ای صورت داریم: 
=p (call‏ (م ~( ~ 
ب) (pV 9) =~ pA~g‏ ~ 
پ) و بح (pAq) =~ p۷‏ ~‘ 
le‏ 7 < ل حول < 7 بم, 


ب.۱۵ فضیه 

فرض کنیم 7 و و گزاره‌اند. دراین صورت داریم: 
الف) p>q=~q>~p‏ 
ب) (م ج و) ۸( < م) = و © م 
پ) و ~ p۸‏ = (و ج م) ~ 


یک نوع مهم گزاره. حاصل از فرمول‌های بامتغیر است که در زیر به OF‏ می‌پردازيم. 


ب.۱۱ تعریف 
گزاره‌نما جمله‌ای است شامل یک یا چند متغیر به طوری که اگر به جای متغیرها اشیایی از 
deals‏ آن‌ها گذاشته شود تبدیل به گراره می‌شود . 


ب.۱۷ Jia‏ 
جمله‌های زیر گزاره‌نما هستند: 

الف) ٦‏ = ۳ + ±؛ ± متغیر آن است و هر مجموعه از اعداد می‌تواند دامنه 2 باشد. 

ب) ۲ < )+ a giz‏ کنید که cla lS sal‏ برای مثالبه ازای ۲ < 2 کزاره‌ای نادرست 
Sh Se - ۳ olla,‏ درست به دست می‌دهد. 

ب) ۵2 = ty‏ 2؛ ۵ و 2 متغیرهای آن هستند. 

ت) او فوتبالبست است؛ «او» تین است و هر مجموعه از انسان‌ها می‌نواند دامنه 
dh‏ وه هشال رای ی ی دای gals‏ 


گزاره‌ای درست و به ازای افرادی چون ابراهیمی و محمودی (نویسندگان این کتاب) گزاره‌ای 
نادرست به دست می دهد. 


به کمک عبارت‌هایی چون «برای هر» و «وجود دارد» گزاره‌نماها را می‌توان به گزاره 
تبدیل کرد. در زیر نمادهایی برای این عبارت‌ها معرفی می‌کنیم و سپس چگونگی ساختن 
کرد از کرات را Bees‏ 


1۵0 


پیوس 


پ .۱۸ تعریف 
۱ الف) نماد ۰۷ به نام سور عمومی» برای بیان عبارت‌هایی چون «به ازای هر»: «به ازای 
همه»» «برای Ga‏ و از این قبیل عبارت‌های معادل به کار می‌رود. 
ب) نماد 3 به نام سور وجودی برای بیان عبارت‌هایی چون « وجود دارد»» «به ازای 
دست کم یک» و از این hes‏ عبارت‌های معادل به کار می‌رود. 


ب.۱۹ تعربف 
فرض کنیم گزاره‌نمای (7)2 به ازای اعضای مجموعه‌ای چون A‏ بامعنی باشد. دراین 
و ره 
الف) جمله «به ازای هر ۸ € ۰۰ (2)» را به صورت نمادی زیر می‌نویسیم: 
A: p(z)‏ € ۷2۶ پا Vz € A,p(z)‏ 
ب) dhe‏ «به ازای دست کم یک ۸ 6 ۰2 (×)م» را به صورت نمادی زیر می‌نوبسیم: 
A: p(z)‏ € 32 پا jz € A,p(z)‏ 


پ۰٠‏ تذگر 
اگر گزاره‌نمابی بیش از یک andl pate‏ باشد. آنگاه با استفاده از سورهای عمومی و وجودی 
برای هر متغیر گزاره ساخته می‌شود. برای مثال» اگر p(x, y)‏ گزاره‌نمایی با دو متغیر 2 و ل باشد 
به طوری که × در A‏ و ل در 7 pati‏ می‌کند. آنگاه گزاره‌های زیر را می‌توانيم نشکیل دهیم: 
Vz € ۸, dye B,p(z,y) «Ve € ۸,۷۷ € B, p(z,y)‏ 
de € A, dy € B,p(z,y) « Ar € A, Vy € B, p(z, y)‏ 


نحوه خواندن این گزاره‌ها واضحند. 
VV.‏ نفیض گزاره‌های سوردار 


~ (Vz € A, p(x)) = 32 € A, ~ p(x) الف)‎ 
~ (3z € A,p(z)) = Vz € A,~ p(s) ب(‎ 


ب.۲۲ تدکر 
نقیض گزاره‌ای که بیش از یک سور دارد نیز مشابه بالا به دست می آید. برای مثال 


~ (Vz, dy, p(z,y)) = 3r, Vy, ~ p(z,y) 


to}‏ مبانی ریاضیات 


= ۰ ارزش گزاره‌های سوردار 

الف) گزارة ) p(a Va Srna cel sais se Neies Ve eo‏ درست 
باشد. 

ب) گرارة | (2) A,‏ € 22 درست است اگر و تنها اگر دست کم یک ۸ ٤‏ ه وجود داشته 
باشد به طوری که p(a)‏ درست باشد. 


ب.۲۴ تدکر 

الف) گرارهُ Vez € A, p(x)‏ نادرست است اگر و تنها اگر ) (Vz € A, p(z))‏ ~ بعنی 
dr € A,~ p(x)‏ درست باشد. به عبارت دیگ دست کم یک ۸ €٤‏ » وجود داشته باشد که 
p(a)‏ نادرست باشد. 

ب) گزاره ( Je € A, p(x)‏ نادرست است اگر و تنها اگر برای هر pla) a € A‏ نادرست باشد. 


دراین روش اثبات درستی Bb F‏ و ج cp‏ درستی م را فرض می‌کنيم و نشان می‌دهیم و نیز 


دراين روش OLS‏ درستی گزاره ۾ ج م» درستی گزارة معادل آن م ہچ و بح را ثابت می‌کنیم؛ 
بعنی» فرض می کنیم ۾ نادرست است و نشان می‌دهیم م نیز نادرست است. 


ب.۲۷ اتبات با gla,‏ خلف 
aol 5S‏ زوش Sl‏ درستی کار up‏ درستی گزارة معادل آن 0 ج م ~ را ثابت می‌کنیم؛ پعنی› 
فرض می کنیم م نادرست است و به تناقض می‌رسیم. 
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field 


~ of rational numbers 


complete ordered ~ 


isomorphism 
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number 
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theorem 
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linearly ordered ~ 
countable ~ 


totally ordered ~ 
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نہ اصلی 
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axiom of choice 
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Demorgan’s laws 
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real numbers 


relation 


antisymmetric ~ 


congruence ~ 
equivalence ~ 
diagonal ~ 
identity ~ 
order ~ 
reflexive ~ 
strict order ~ 
symmetric ~ 
transitive ~ 
triangle ~ 
ring 
ordered ~ 
semigroup 
sequence 
Cauchy ~ 


Fibonacci ~ 


عادد 
م اصلی 


jaar‏ (غیرجبری) 


نہ ماکسیمال هاسدورف 
حاصل we‏ 

بم دکارتی 

نم دکارتی تعمیم پافنه 
پارادوکس راسل 


set 
countable ~ 
empty ~ 
finite ~ 
inductive ~ 
infinite ~ 


linearly ordered ~ 


partially ordered ~ 


power ~ 
totally ordered ~ 
uncountable ~ 
universal ~ 
sheaf 
system 
algebraic ~ 
theorem 
recursion ~ 
trichotomy law 
union 
disjoint ~ 
upper bound 
well-ordered 


zero divisor 


qo پیشنگاره؛‎ 


AY تابح‎ 
۱۵۱ webs! 
۱9۳ (Lib g 
Yof تالی؛‎ 
۹۹ تصویر؛‎ 
۸۷ ثابت»‎ 
۱۰۲۳ دوسوپی؛‎ 
AV شمول»‎ 
AA مشخصه‎ 


یک به یک ۱۰۳ 
تحدید cabal,‏ ۵۱ 


ترکیب 
cabal,‏ ۵۳ 
تعداد عضو \fo‏ 


تعریف استفرایی؛ ۲۰۱ 

تعویضبدیری؛ ۲۳ 

تفاضل ۲۱ 
متقارن» ۲۷ 

۱۹٩ تکواره»‎ 

توان 


اعداد اصلی ۱۳۷ 


اجتماع ۲۱ 
ثرتیبی › Yo‏ 
مجزا ۴۳ 


اصل 
انتخاب ۱۵۱ 


خوشترتیبی ۰ ۱۹۷۰۱۵۳ 


ما سمال :قا سد :۱۵۲ 


اصول موضوع پئانو» ۲۰۳ 
اعداد حفپفی؛ ۲۲۳ 
الگوریتم تفسیم) Yoo‏ 
اید آل ترتیمی ؛ Yo‏ 


۴۹ cab 


برش 
ددکیند؛ ۲۲۸ 


گویا؛ ۲۲۷ 


دسته بودن ؛ ۱۵٦‏ 


VV پارادوکس راسل؛‎ 
۸٦ LL 


٩۳ پوشش»›‎ 


مبانی ریاضیات 


11۴ 
جبر مجموعه‌ها؛ ۲١‏ دنباله AY.F\‏ 
فس ناحے ۰ ۸۸ 
فیہوںا چی 
E‏ كوشی› ۲۲۴ 
Yo4 gilt,‏ 
همنهشتی ؛ ۱111 O‏ 
حاصل ضرب 
اعداد اصلی ۱۴۹ 
وی aa‏ تا انعکاسی؛ OY‏ 
ترتیب» ۱۷٩‏ بادتقارنی؛ ۵۷ 
عمل ۱۷۷ رت ۱۳۱۳ 
ترتیبی اکید؛ ٩۸‏ 
حساب اعداد اصلی؛ ۱۴۵ iste‏ 
حلقه We‏ تفارنی؛ ۵۷ 
تعویضپذین ۱۷۱ چرخشی» ٩۰‏ 
lS‏ ۱۷۱ قطری› do‏ 
متعدی/ ۵۷ 
خانواده ۳۳ 1۳ YY‏ 
اندیسدار؛ ۳۳ هم‌ارزی» VY‏ 
مجموعه‌ه ۳۴ همانی› 00 
خودنوانی ۲۳ همنهشتی؛ 1۰ 
خوشترئیب» 11 
دامنه رده هم‌ارزی» Y۴‏ 
اعداد صحیح»› ۲۱۷۰۲۱۵ 
saul‏ ۸۴ 
صحیح ؛ ۱۷۳۲ روش 
صحیح خوشترتبب» ۱۹۰ ددکیند؛ ۲۲۸ 
دستگاه 
اعداد طبیعی ۲۰۳ 
جبری» ۱۹۸ د مرتب› ۳۹ 


11۵0 


۳ 
AA دوتابی»‎ 
۱۵۵ تایی›‎ n 


۷۰ ترتیبی»‎ ths 


فانون سه‌گانگی؛ 1۸ 


اساسی تابع؛ ۱۲۳ 


بازگشتی "۲۰ 


شرودر - برنشتاین؛ ۹ ۱۶ 


قوانین دمورگان؛ ۳1 


کاردینال ۱۳۹ 
کوچک‌ترین 


عضو 1۵ 
sks‏ اا 


۳٩ «Seams gil) 95 
۱۷۰ آبلی»‎ 


جمعی ؛ ۱۷۰ 
ضربی ؛ ۱۷۰ 


گروهواره ۱۱۸ 


لم زورن؛ ۱۵۲ 


متمم؛ ۲۵ 


زیر - 


تکواره: ۱۹٩‏ 
حلقه» ۱۷۱ 


دستگاه جبری ۱۱۷ 
ساختار جبری؛ ۱۹۸ 
گروهواره؛ VIA‏ 

نیمگروه ۱۱۸ 
محموعه ‏ ۱۴ 

مجموعه استقرایی؛ ۲۰۱ 
مجموعه سره ؛ ۱۴ 


سافه ۴۹ 


ساختار جبری؛ ۱۹۱۸ 


ضرب 
Y\o gilt,‏ 


همنهشت 111 


JAS 


اصلی, ۱۳۹ 

اصلی متناهی؛ ۱۴۱ 
اصلی فرامتناهی؛ ۳۳ 
جبری؛ ۱۳۲۱ 

صض ۲۱۵ 


۱۳۲۱ غیرجبری‎ 
Vales 


VWio gts 
9۵ ما کال‎ 


مقدم ۳۰۴ 
منفی ؛ \AF‏ 
مینیمال VO‏ 
همانی. ۱۵۸ 


نمودار 
تعویضبدپر؛ ۹۷ 
مشبکه‌ای؛ VF‏ 
هسه 1۴ 


۱1۹۸ ‘oy nase 


وارون 
چپ ۱۱۱ 


راست؛ ۲ ۱ ۱ 


وارونبدین ۱۱۳ 


هسته هم‌ارزی» ۱۳۴ 
هم‌ارز» ۱۱۷ 
همدامنه تابع» ۸۴ 
همریختی؛ ۱۷۷ 
همعدد. ۱۱۷ 


۱۷۲ ole 
۲۲۱۰۲۱۹ LS اعداد‎ 
۱٩۹۳ مرتب کامل.‎ 


یکریختی ۱۷۷۰۱۱۷ 
ترنیبی ۰ ۱۸۰ 


Wi 


مجموع 
اعداد اصلی؛ ۱۴۵ 


Yo › ترتیبی‎ 


استقرایی › ۳۰۵ 
of gli‏ 
تھی ؛ ۱۱ 
جزئا مرنب ؛ 1۲ 
۱۲۳ 
کاملا مرتب» VV‏ 
مرجع » ۳۱ 
ناشمارا؛ ۱۳۳ 
نامتناهی ‏ ۱۳۹ 
مرجع › ۲۴ 
مشبکه 1۷ 
مشخصه حلقه ۱۷۵ 
مقدم 1۲ 


۸٦ clo gb 
نگاره‎ 
qo › تابع‎ 
۹۴۹ معکوس›‎ 
ils 
۱۲ تفصبلی؛‎ 


